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1.1. Skupovi brojeva

Tijekom Skolovanja upoznali smo razlicite skupove brojeva. Bili su to skup prirod-
nih brojeva N = {1,2,3,...}, skup cijelih brojeva Z = {...,—3,-2,-1,0,1,2,3, ...},

skup racionalnih brojeva Q = {m :m € Z, n € N}, skup realnih brojeva R koji
n

dobivamo ako skupu racionalnih dodamo iracionalne brojeve. Znamo takoder da vrijedi
NCZcCQCR.

Naucili smo i Cetiri osnovne algebarske operacije: zbrajanje oduzimanje, mnozenje i
dijeljenje. Istaknimo sljedeca tri svojstva koja vrijede za operacije zbrajanja i mnoZenja u
bilo kojem gore navedenom skupu brojeva.

1) Komutativnost zbrajanja i mnoZenja

x+y=y+x, X-y=y-x. (1)
2) Asocijativnost zbrajanja i mnoZenja
x+(+2)=K+y) +z x-(yg)=@&-y)-z (@)
3) Distributivnost mnoZenja prema zbrajanju
x-(y+z)=x-y+x-z 3)
Zadatak 1. Neka je x = %, y = %, 7= % Uvjeri se direktnim racunom da u

skupu racionalnih brojeva vrijedi zakon asocijativnosti (x 4+ y) +z = x + (y + z) i zakon
distributivnosti x(y + z) = xy + xz.
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Prosirenja skupova brojeva I

Najjednostavniji i temeljni brojevi su prirodni brojevi. Zbroj dvaju prirodnih brojeva
prirodan je broj. Isto tako, umnozak dvaju prirodnih brojeva prirodan je broj. KaZzemo da
je skup N zatvoren za operacije zbrajanja i mnoZenja.

Prirodne brojeve oduzimamo i dijelimo. No, razlika m — n i koli¢nik n prirodnih
brojeva m i n nisu uvijek prirodni brojevi. Drugim rijecima, jednadzbe
xX+n=m i nx=m 4)
za prirodne brojeve m i n, opéenito nemaju rjeSenja u skupu N. (Zasto? Objasni!) Dakle,
skup N nije zatvoren s obzirom na operacije oduzimanja i dijeljenja.
Kako bi jednadZba x +n = m imala rjeSenja za svaka dva prirodna broja m i n, valja
skup N proSiriti: dopuniti nulom i negativnim cijelim brojevima. Tako dobivamo skup

cijelih brojeva
Z={..,-3-2,-1,0,1,2,3...}.

Medutim, niti u skupu Z nije uvijek moguce podijeliti dva broja. Jednadzba
nx=m, (5
gdje su n i m cijeli brojevii n # 0, nije uvijek rjesiva u skupu Z.
Ova ¢e jednadzba imati rjeSenja u novom skupu brojeva koji su kolicnici cijelih bro-
Jjeva. ProSirivanjem skupa cjelih brojeva Z dobit éemo skup racionalnih brojeva

Q:{m:mEZ,néN}.
n

U skupu racionalnih brojeva moZemo zbrajati, oduzimati, mnoziti i dijeliti dva broja (osim
dijeljenja s nulom) i rezultat ¢e biti uvijek racionalan broj. Pritom operacije zbrajanja i
mnoZenja zadovoljavaju svojstva (1)—(3).

*

* *

No, veé vrlo jednostavna jednadzba x> = 2 pokazuje kako za njezino rjeSavanje nisu
dostatni niti racionalni brojevi. Naime, nema u skupu Q broja ¢iji bi kvadrat bio jednak 2.

Primjer 2. Pokazimo da rjesenje jednadzbe x> = 2 nije racionalan broj.
> Pretpostavimo suprotno, x je racionalan. Tad x moZemo zapisati u obliku raz-

lomka x = , pri ¢emu su m i n relativno prosti prirodni brojevi. Odatle je m_2 =2,
n n

tj. 2n> = m?. Zakljuujemo da je m? paran broj, pai m mora biti paran. Dakle, vrijedi

m = 2m; za neki prirodni broj m; . Sada slijedi

2 =2mi.

2n* = 4m} = n
Odavde zaklju¢ujemo da je i n paran broj. Medutim, to je proturjecje s pretpostavkom da
su m i n relativno prosti. Dakle, broj x nije racionalan broj, odnosno, jednadzba x> = 2

u skupu Q nema rjeSenja. <

Rjesenje jednadzbe x> = 2 zapisujemo u obliku x = v/2. /2 je iracionalan broj
decimalni prikaz kojeg je beskonacan, a priblizna mu je vrijednost v/2 = 1.414213 - ..
Na sli¢an nacin se dokazuje kako niti V3, NG , V/8.,... nisu racionalni brojevi. Nisu
racionalni primjerice niti brojevi oblika a + /2, gdje su a i b racionalni, itd.
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Primjer 3. PokaZimo da je broj v/3 4 /5 iracionalan.
> Stavimo x = v/3 + /5. Odavde je x — v/3 = /5 pa kvadrirajuéi dobivamo
2
-2
22 —2xv/3+3 =5, odnosno V3 = !

/3, §to nije istina. Zato je x iracionalan. <

. Kad bi x bio racionalan, bio bi racionalan i

Zadatak 4. Dokazi da broj 1 — v/3 nije racionalan.

Zadatak 5. Dokazi da broj /15 nije racionalan.

*

* *

Dodavajuéi skupu racionalnih brojeva sve iracionalne brojeve, dobit éemo skup re-
alnih brojeva R. Pri tome u skupu R vrijede sva svojstva racunskih operacija koja su
vrijedilai u skupu Q.

Zadatak 6. Moze li zbroj racionalnog i iracionalnog broja biti racionalan broj? Moze
li zbroj dvaju iracionalnih brojeva biti racionalan broj?

Zadaci 1.1 I

1.  Popuni sljedecu tablicu:
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10.

Oznacimo sa |x| najvedi cijeli broj koji nije veéi od realnog broja x. Koliko je:

1) F?”J : 2) {\3/111J : 3) V2-V5)?

Provjeri jesu li navedeni brojevi racionalni:

1 V3 -V)(2V3+V7); 2) (V7-2vV6+V7+2V6);

3 V2-V3 V2443

V2+V3 V2-3

Broj 7 je iracionalan broj. Njegova je pribliZzna vrijednost 3.14159 - - .. Vrijedi jednakost
T _ R L
6 22 32 42 T

Zbroji nekoliko pribrojnika na desnoj strani (ra¢unalom) i izratunaj na taj nacin pribliznu vri-
jednost broja 7. Usporedi dobivenu vrijednost s vrijednosti tog broja zapaméenoj u racunalu.

Koje su od navedenih jednakosti to¢ne za sve vrijednosti realnih brojeva a i b:

1) |—a =a; 2) || =d*; 3) la—bl=b—a|;
4) |a+b|=la|l+|bl; 5) la-b| =la|-1|b|.

Naznaci na brojevnom pravcu skup svih tocaka T'(x), ako je:

1) |x] <3; 2) x+11>22; 3) 2< |1 —x|<5.

Za koje brojeve n je broj y/n racionalan?
DokaZi da je broj 1 + /2 + /3 iracionalan.
DokaZi da broj v/2 + v/3 4+ /3 nije racionalan.

1.2. Algebarske operacije u skupu kompleksnih brojeva

Skup kompleksnih brojeva

Kvadrat realnoga broja ne moZe biti negativan broj. Zato nema realnoga broja x takva

daje x> = —1. To zna¢i da jednadZba x*> + 1 = 0 nema rjeSenja u skupu realnih brojeva.
Skup realnih brojeva ¢emo prosiriti i uvesti nove, kompleksne brojeve u kojima ¢e biti
rjeSive ovakve jednadzbe. Neka je i zamiSljeno rjeSenje jednadzbe x> + 1 = 0, broj sa
svojstvom i2 4 1 = 0. Taj novi broj i nazivamo imaginarnom jedinicom.

Imaginarna jedinica

Imaginarna jedinica i takav je broj za koji vrijedi i = —1.

*

* *

Skup kompleksnih brojeva bit ée proSirenje skupa realnih brojeva. To znaci da skup

kompleksnih brojeva sadrZi sve realne brojeve kao svoj podskup. Zato su realni brojevi
poput: 2, /3, =2, —% i op€enito, bilo koji realni broj x, sadrzani u skupu kompleksnih
brojeva.
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Zelimo da u skupu kompleksnih brojeva budu definirane algebarske operacije zbra-
janja i mnozZnja. Zato je umnoZak bilo kojeg realnog broja y i imaginarne jedinice i
kompleksan broj. Takve brojeve nazivamo posebnim imenom: imaginarni brojevi.

Imaginarni brojevi
UmnoZak yi realnog broja y iimaginarne jedinice i zovemo imaginarnim
brojem.

Dakle, svaki imaginarni broj ujedno je kompleksan broj. Zbroj realnog i imaginarnog
broja kompleksan je broj. Tako na primjer broj 2 + 3i kompleksan je broj.

Skup kompleksnih brojeva
Kompleksan broj z je broj oblika
z=x+yi, (D

gdje su x i y realni brojevi. x nazivamo realni dio, a y imaginarni dio komp-
leksnog broja z. PiSemo x = Rez, y = Imz. Prikaz (1) naziva se algebarski
(ili standardni) prikaz kompleksnog broja z.

Skup kompleksnih brojeva oznacavamo s C. Operacije zbrajanja i mnoZe-
nja u skupu C imaju svojstva komutativnosti, asocijativnosti i distributivnosti,
za sve kompleksne brojeve z;, zp 1 z3 vrijedi

U+ 22 =22+, 212 =222
71 + (Zz +Z3) = (Z1 +Z2) + z3, 71 (Zz 'Z3) = (Z1 'Zz) - 23,
- (n+n)=zu -2+ 2.

Sad mozemo reéi da je primjerice broj 2i rjesenje jednadzbe x> + 4 = 0 jer vrijedi
(i) +4=2>"4+4=4-(-1)+4=0.
Sli¢no, broj v/3i rjeSenje je jednadzbe x> + 3 = 0, broj 0.7i rjeSenje je jednadzbe
x? +0.49 = 0 itd.

Zadatak 1. Odredi realni i imaginarni dio kompleksnih brojeva 2 + 3i, 3 — 2i, 2i,

V2 —-iV3, V2.

Jednakost kompleksnih brojeva

Dva su kompleksna broja z; = x; + y1i, 20 = X2 4+ y»i jednaka ako i samo
ako im se podudaraju realni i imaginarni dijelovi:

71 = 2o akoisamo ako vrijedi x; = x3, Yy =Y.

Zaista, iz x; + y1i = xp + yai slijedi x; — x = (y2 — y1)i, 1 ukoliko bi bilo y; # y»,
onda bi vrijedilo i = n-n € R, §to je nemogude. Zato je y; = y» 1 onda nuZno
Y2a—=n

X1 = X2.
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Zadatak 2. Odredi realne brojeve a i b iz sljedecih jednakosti:
A. —2+4ai=b+1i; B. 1+ (a—1)i=(2b—1)-3i;
C.a—(b+1)i=-2+12i; D. (a—2b)+(2a+b)i=1—i.

Zbrajanje, oduzimanje i mnozenje kompleksnih brojeva

Kompleksne brojeve prikazane u algebarskom obliku zbrajamo i oduzimamo koriste¢i
se svojstvima asocijativnosti i distributivnosti kompleksnih brojeva:

(245i) 4+ (3—2i) =2+5i+3—2i =5+3i,
(1-3))—(2+4)=1-3i—2—4i=—1-7i

Kompleksne brojeve mnozimo postujuci sva navedena pravila i uvazavajuéi svojstvo

imaginarne jedinice: i = —1. Na primjer,

(2450)-(3-2)=6+15i—4i— 102 =6+ 11i+ 10 = 16 + 11i,
(1—=3i)-(244)=2—6i+4i— 127 =2—2i+ 12 =14 - 2i.

Zbroj, razlika i umnozak kompleksnih brojeva
Akosu z; = x;+y1i, 2o = X2+ y»i bilo koja dva kompleksna broja, njihov
zbroj, razlika i umnoZzak kompleksni su brojevi koji se racunaju ovako:

a+zn=xi+x+ (1 +y)i (2)
a—n=x1—Xx+ 0 —»)i 3)
21 - 22 = X1x2 — y1y2 + (k12 + x2y1)i (C))

Formulu za umnozak kompleksnih brojeva ne moramo pamtiti, ve¢ pri mnoZenju
koristimo prije navedena svojstva kompleksnih brojeva.
Tako, na primjer, ‘izvod’ formule (4) glasi:

2122 = (%1 + y18)(x2 + y2i) =  (distributivnost)
= XX + Vixai + X +yinit = (F = 1)
= x1x2 — y1y2 + (x1y2 + x2y1)i.

*

* *

Evo nekoliko primjera.

Primjer 3. Nacinimo naznacene operacije
(3+2i)(1 —2i) =3 +2i — 6i — 4i* =T — 4i,
2+ =4+4i+i* =3+4
(1+iV5)(1-iV35)=1-~F( 52 =14+5=6. «
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Primjer 4. Neka su a i b realni brojevi.
a + bi)(a — bi) = a* + abi — abi — b*i* = a® + b*
( ;
(a+ bi)* = a* + 2abi + b*i* = a* — b* 4 2abi,
(a+ bi)* = a® + 3d®bi + 3ab*i® + b
Vrijedi: # =i-i=—1-i= —i. Zatoje
(a+bi)® = a® — 3ab® + (3a°b — b*)i.

Izracunajte sami (a — bi)>. <

Primjer 5. Odredimo realni i imaginarni dio sljede¢ih kompleksnih brojeva:

A (1-D@2+i); B, (1+)%  C. (1-i/3).

> Moramo odrediti algebarski prikaz zadanih kompleksnih brojeva.

A, z=01-)2+i)=2-2i+i—i*=2—i+1=3—i. Dakle, Rez = 3,

Imz=-1.
B. z=(14+i)?=1+2i+i#=1+2i—1=2i. Odavde, Rez =0, Imz=2.

C. z=(1-V3i =1-3V3i+3(v3i)2 = (V3i)? =1-3V3i—-94+33i = -8,
teje Rez=—-8, Imz=0. «
Primjer 6. Odredimo realne brojeve x i y iz jednakosti kompleksnih brojeva:
(Ax+i)(2—i)+ 2x+yi)(1 —2i) =7 — 8i.

> Sredivanjem lijeve strane jednakosti, dobivamo

8x 4 2i — 4xi — i* + 2x + yi — 4xi — 2yi* =7 — 8i,
10x+2y+ 14+ (—8x+y+2)i=7-38i
Ovi su kompleksni brojevi jednaki ako im se podudaraju realni i imaginarni dijelovi, zato
mora biti
10x+2y+1=17,
—8x+y+2=-8.
Rjesavanjem ovog sustava dobivamo x =1, y = —2. ¢

x * ox

Potencije imaginarne jedinice

Izracunajmo ¢emu su jednake potencije broja i. Vrijedi:

=1,
13:1'2'1':—1,
f=Pi=—=1,
5 _ 4

Dalje se radun ponavlja: i = -i=i = —1, i = —i itd.
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Svaki se prirodni broj n moZze napisati u obliku n = 4k + r, gdje je r ostatak pri
dijeljenjus 4, r € {0,1,2,3}. Zapamtimo da je uvijek i* = (i4)k =1¥=1.Tadje
l- _l4k+r_l'k lr_l

Na primjer, B =P =P = g, 1998 = 449942 — 12 = —1 isli¢no.

Potencije imaginarne jedinice
Neka je k prirodan broj. Za potencije imaginarne jedinice vrijedi:

4k — 1, i4k+l — 1.7 i4k+2 — _1, i4k+3 = i

Primjer 7.

Zadatak 8. Izracunaj i*2, i, 313, .

Kompleksno konjugirani brojevi

Neka je z = x + yi bilo koji kompleksni broj. Sa z ozna¢avamo broj
Zi=x—yi
koji nazivamo kompleksno konjugiranim broju z.
Tak0162+31—2—3z 3—i=3+4i,2i=-2i,3=3, —~4=—4.
Primijetimo da vrijedi: 7 = X — yi = x + yi = z; zato je z kompleksno konjugiran

broju z. Par z, 7 nazivamo parom kompleksno konjugiranih brojeva. To je, dakle, par
koji se razlikuje samo u predznaku imaginarnog dijela!

Zadatak 9. Odredi broj koji je konjugiran kompleksnom broju z = —% + 3i;
2
1=-2-4/5i;z2=1-V2+3i;z= —gi; z=V11.

Primjer 10. Dokazimo sljedeca svojstva operacije kompleksnog konjugiranja:

A 21 +n=0+2; B. zi —n=z —22; C.z-n=u2.

> A.

71+ 22 = (x1 +y18) + (x2 + y2i)

= (x1 +x2) + (y1 +y2)i

= (%1 +x2) — (1 +y2)i
—YViitXx2—»ni=21+22
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Istovjetno se dokazuje B. Dokazimo C.

7122 = X1X2 — y1y2 + (X1y2 + X21)i
=x1X2 — y1y2 — (¥1y2 + x2y1)i
= (%1 — y18)(x2 — y2i)
= E . 5 <

x X

*
Mnozeéi z i Z dobit éemo
2 Z=(x+iy)(x—iy) =2 — (iy)* =x
Dakle, vrijedi

Zadaci 1.2 I

1. Odredi realni i imaginarni dio kompleksnog broja z, ako je:

N 3

|2 +07 = (e + i) —iy).|

1 z=5+2i; 2) z=1-3i; 3) z:—%i;
>3

4) =3 5 =22, 6) c=1-V3+iv3.
2. Izracunaj:

1) (3—5i)+ (—2+3i); 2) (1-2i)+(3—5i);

3) ii—D)+Q+)Hi-1); 4) 3-2)(1+10)(2+3i).
3. Izratunaj z+w, z—w i z-w ako je:

1) z:—%—‘—i,w:l—%i; 2) z=-2+4+3i,w=2+1i;

3 2, 3 1.
3) Z—ngl,w—z*Fgl.

4. Akojez=1-2i,w=3—i,kolikoje z+w,z—w, z-w, 22 i w*?

5. Izracunaj:

1) (1+0)?; 2) (1-—2i); 3) 2-i)?; 4) (1+2i);

5) (3+2i)°; 6) (i+2)°; 7 (1-i)*: 8) (2+i)*.
6.  Izracunaj:

D (1-ivV2)(V2—i); 2) (V3-i)(1+iV3):

3) (V2-0(V3+2) - (V3+D)(V2—i).
7.  Izratunaj:

D) (1-)2-)B—i); 2) (1+0)(1+2i)(1 +3i);

3) <%—i)(l+2i)<l—%i>(2+i).

8.  Izratunaj:
D (1= 2-i)*3-i)2; 2) (1—i)?-(1 =202 (130>
9.  Izratunaj:

D (1-V2+)1+vV2—-i);
2) <1—(\f—\/§)i) <1+(\/§+\/§)i);
3) 1—V2+iV3)(1+V2—iV3)(1 = V2 —iV3) (1 +V2+iV3).
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10.

11.
12.
13.
14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21z

227

23.

24,

25.

26.

Izracunaj vrijednost izraza za zadanu vrijednost kompleksnoga broja:
) 22— +2,zaz=1+i,0=1—1i;

2) 24372 —z41l,zaz1=2+4i,=2—1i;

3) z4—z2+2,za z1=14+i,0=1—1.

x F %

2 3

Neka je z = x + yi. Odredi realni i imaginarni dio kompleksnih brojeva z° 1 z”.
Brojevi z; = 3 + 4i i zp = 3 — 4i rjeSenja su jednadZzbe 2 —6z+25=0. Provjeri.
Brojevi z; =2 — 3i i zp = 2 + 3i rjeSenja su jednadzbe 2 —4z4+13=0. Provjeri.

1) Provjeri je li kompleksni broj z = 1—2i rjeSenje jednadzbe (14i)z> — (3+i)z+4-+2i = 0.
2) Je li kompleksni broj z = 1 + i rjeSenje jednadzbe (1 +i)z> — (3 + i)z +4 + 2i = 0?
Provjeri jesu li brojevi z; = 1+i i z0 = 24 rjeSenja jednadzbe 7> — (3+2i)z+1+3i = 0.
Koliko je (zv2 —z—1)(zv2+z+1),akoje z=1—1i?

*

* *
Odredi realne brojeve x i y iz jednakosti:
1) x+ (- 1i=-1+3i; 2) 2x+y—yi=1+1i;
3) x—y+(x+y)i=2+4; 4) x—2y+ (2x—y)i=3i.
Odredi realne brojeve x i y iz jednakosti:
1) (1—ix+(1+iy=i; 2) 2-3i)x—(1+4)y=3+1i;

3) x+y)2 =0+ (x—y)(1+3i) =2+ 3i;
4) (x+y)2+i)+x—y)(1—3i)=5+2i.
Akoje z=1+1i, w="2 + i, odredi realne brojeve x i y taodabude x-z4+y-w=2z-w
Odredi kompleksni broj z iz jednakosti: (z+i)(1+2i) + (1 +zi))(3 —4i) =1+7..
Rijesi sustave jednadZbi:
1 742w =141, 2) 2z+w="Ti,
3z4+iw =2 —3i; A+w=—-1;
3) (I—=iz+ 2+ i)jw=10+2i,
(I+id)z—(1—-20)w= -2+ 10i.
Odredi kompleksne brojeve z i w iz sustava jednadzbi
1 i-z+w=1, 2) z—w=1+1,
Z—i-w=2-—1 i-z+i-w=3i

*

* *

Koliko je:

1) i77' 2) i2468' 3) i3579' 4) (i111)33.
Izracunaj:

D 1+8+8+7; 2) 1+iti4.. +0+i0
3) 1+ -~ 4) M 22 0P
Dokazi da za svaki cijeli broj & vrijedi:

1) ik + ik-H + l-k+2 + ik+3 —0: 2) ik . ik-H . ik+2 . ik+3 - 1.

Koristeci se ¢injenicama iz prethodnog zadatka izracunaj:
) i+ +2+... +P0; 2) 2300
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27. Kolikoje i~ + 1 ke z2

Koriste¢i se dobivenim rezultatom izraCunaj: i+ e
28. Kolikoje i** +i**2 ke Z?

Koriste¢i se dobivenim rezultatom izracunaj: Pt 4+
29. Izratunaj:

1D (1-i)°; 2) (1+0)%; 3) V3-i)° 4) (1+iv3).
30. Kolikoje (1 —i)(14i)(1+ )1+ +®)(1 +i1%)2
31. Provjeri da za svaki prirodni broj n vrijedi:

l-lOO.

.\ 2n 3n
1—i 1, V3
1 = (=i)"; 2) (=+—=i) =(-1".
) (4F) e ) (3+59) =6
32. Zasvaki od danih kompleksnih brojeva z odredi njegov kompleksno konjugiran broj z:
1) z=—1+3i; 2) z=1+22; 3)z:1_3\/§i;

4) z=1-(vV2-V3)i; 5) z=1—V2+3i.
33. Zakoje su realne brojeve m i n kompleksni brojevi z =2m+n+mi i w=m — (n — 3)i
medusobno kompleksno konjugirani?
34. Odredi Z, ako je:
1) z=2-i)(1+2i); 2) z=(V3-i)(1+iV3);
3) z=(1+)2-)B3+i)(4—1i).

1.3. Dijeljenje kompleksnih brojeva

Dijeljenje kompleksnih brojeva

Formula .
(=Y +y)=x—y
pomaze nam osloboditi se iracionalnosti u nazivniku algebarskih izraza. Primjenjujemo je
u ratunima nalik na sljedeci:

L 1 34V2_ 34V2  34V2
3-vV2 3-v2 34v2 3®-(V22 T

Sli¢no tome, formulom

(x — yi)(x 4+ yi) = x* +y*
moZemo se ‘osloboditi imaginarnosti’ u nazivniku ovakvih izraza:
1 1 3+2i 342 3+2i 3 2,

32 3-2 3+2 ¥12 13 13 13"
Opéenito, vrijedi

1 1 X —yi X —yi X y o
= . = = - 1.
x+yi x4yl x—yi x24+y* 2 +y2 x2+y?
Na sli¢an nac¢in moZemo opisati postupak dijeljenja dvaju kompleksnih brojeva. Da
bi podijelili dva kompleksna broja (pri cemu je djelitelj razlicit od nule), moramo rezultat
dijeljenja svesti na standardni zapis kompleksnoga broja.
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Dijeljenje kompleksnih brojeva
Dva se kompleksna broja z; = a + bi, 20 = ¢ + di, (z2 # 0) dijele na
sljedeci nacin:
21 a+bi a+bi c—di

w c+di c+di c—di
ac+bd+ (bc —ad)i ac+bd bc—ad .

2+ 4?2 _cz—|—d2+cz—|—d2 -

(1)

Ovu formulu neéemo pamititi, ve¢ ¢emo u svakom konkretnom primjeru ponoviti
postupak.

Primjer 1.
342 342 1+2i_3+2i+6i+4i2_—1+8i__1+§i
1—-2i 1-2i 142 1+4 5 557
Zadatak 2. Izracunaj
A. 1_3,i; B. 2+l:; C. —3_412; D. 7\/5_1'.
I+i 1—1i 1+ 2i 1+ivV2

> A —1-2i; B.3+3i; C.—2-2i; D.—i. <

Primjer 3. Odredimo realni i imaginarni dio sljede¢ih kompleksnih brojeva:
.\ 3
1 1-—
A. -3 B. < l> .
1—i 1+
> Moramo odrediti algebarski prikaz zadanih kompleksnih brojeva.
A 1 1 1+ 1+ 1+i 1 1,
. — = . = = = 1.
T T 11+ 1-2° 2 272
Dakle, Rez = %, Imz = %

N\ 3 . N 3 FEN 3
Boo— (1) o (L) (Y
1+ 1+ 1—i 2

Odavde, Rez=0,Imz=1. «

Modul kompleksnog broja

Za umnozak dvaju kompleksno konjugiranih brojeva vrijedi:
-7 = (x +yi)(x — yi) = x* — y*i* = x* + 7.
Ovaj je umnozak uvijek realan nenegativan broj.

Modul kompleksnog broja
Modul kompleksnoga broja z = x + yi definira se formulom

|z == v/(Rez)2 + (Imz)2 = /x2 + 2. )
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Modul |z| jednak je nuli ako i samo ako vrijedi x> 4+ y? = 0 a to je istina onda i samo
onda ako je z = 0. Za svaki drugi kompleksni broj z modul |z| pozitivan je realan broj.

Primjer 4.

3+4i| = /32 + 4 =25 =35,
R-3=VFT (3=
|4i] = /02 + 42 = 4,
|—2l= V(2P + 02 = V4 =2,
= yil = Va2 + (=92 = Va2 )2,
|(x + 1) — 1] = |x* 4+ 2xi + 2 — 1
= (@ =2)+2xi| = /(2 =22 + 42 = /x* + 4.

Primjecujemo da je modul realnog broja upravo apsolutna vrijednost tog realnog bro-
ja. Prema tome, modul je poopcéenje pojma apsolutne vrijednosti na kompleksne brojeve.
Zbog toga umjesto rije¢i modul ¢esto koristimo i izraz apsolutna vrijednost kompleksnoga
broja.

*

* *

Pokazimo da modul kompleksnog broja ima sljedece svojstvo:

|-l = ol |z | 3)

Neka je z; = a+ bi, zo = ¢ + di. Tad vrijedi:
@ 22] = |(a + bi)(c + i)
= |(ac — bd) + (ad + bc)i]
= /(ac — bd)? + (ad + bc)?
= V@ — 2abed + P2 + a2d? + 2abed + b2c?
V@@ =[] [l

Ako su 71,22, z3 kompleksni brojevi, onda imamo

lz1 22 3] = |21 - 22| - |z3] = 21| - |z2] - Jz3)-
Opéenito vrijedi

lz1 - 22 zn| = |z1| - |22 -+ |zal-

Ako su svi brojevi jednaki, onda za svaki prirodni broj n vrijedi

2" = ||, S
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*

* *

Primjetimo da za recipro¢nu vrijednost kompleksnog broja vrijedi

1 1 by y .
—_ = = —_ 1
z x+iy K2 +y2 A2 +)y?
paje
1 x2 N 2 R 1 1
ATNE T T @R T R J

Prema ovoj formuli zaklju¢ujemo

Z 1 1 z
al o L g |2 = B2 (5
22 22 22 |Z2|
Zadatak 5. Izracunaj |z| ako je
1—i (3 —i)*
A. 3—-iv2)(vV2+iv3); B. ; C. 1-9)%; D .
(V3 —ivV2) (V2 +iV3) 157 (1 —1) 4130
4
> A. 5; B.1; C. 16; D. 5 N
Zadaci 1.3 |
1. Izracunaj:
3 14 2i —4i
1 ; 2 .- 3) L.
) T ) T ) V3+i
1+iV3 i i+1 i—1 i+l
Y5 s R A
2. Izratungj
1 2 1—1i
D D =5 Y
1+3i i -1
4) g 5)3—1" 6) e
3. Odredi realni i imaginarni dio sljede¢ih kompleksnih brojeva:
\ 2 N\ 3 5 2
1—i\". I i\ P42 .
) <1+i> : 2) (l.+2) : 3) <—i19+1) :
N 4 107 , 57
g L0 5 (——) : 6)
1—0)3 NG 107 _ ;57
4.  Izratunaj
14 1—1i

1) Rez,akoje z=

5.  Izracunaj

1
1) Rem,akojez:

2+0(1-3)"

1-iV/3
2

; 2) Im

2 +iz

2) Imz,akoje z =

1
—,akoje z =

G-i)(1+2)

V2—i
TR

6. Neka je z = x + iy. Odredi realni i imaginarni dio kompleksnog broja iz .
b4
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

* *
R | 1 1 1
Koliko je 7+i—2+i—3+...+m?
Izracunaj
, 2 .10 10 . 2 -3 -10 10
1 1+i4+i"+...+i . 2) 1—i+i"—iP+...+i
412 44420 ’ l+i+24+84...+i0) °
Izracunaj:
4430 3—4i\ 344 (I+)2+i) (1-0)2-1i)
1 . ; 2 - .
) <1+3i+ 3—1‘) 10 ) 2—i 2+
Izracunaj:
H (12— (2—i)? 2) (142i)% — (2 +1i)?
Q-3 —1+i)3° Q4+ +1=-i0)3
Izracunaj:
p 1=v2-iv3 14Va-iv3 gy V32 1-V3-iv2
14+V2-iV3  1-V2-iV3’ 1-V3-ivV2 14+V3-iV2
Izracunaj vrijednost brojevnog izraza M , ako je:
2 —w
1) z=-1+2i, w=2-3i; 2) z=1-iV2, w=v2—i.
Izracunaj:
55 _ 66\ 99 o P22 404 551\ P
1) <7z‘77+i83) ; 2) (l +m) ; 3) <—1+i55) ;
33 N\T7 77 1\ 33
(G e
P —1 -1
357
Koliko je R koje 7= ———=7
oliko je Rez, ako je z T=20G 1)
;246
Koliko je I koje 7= ———+——?
oliko je Imz, ako je z 072067
x F %
Odredi modul |z| kompleksnog broja z, ako je:
De=-143 2 =vi-ii M =i 4 =1-Vi
Odredi |z|, ako je:
D z=01-iV3)(V3+i);
2) z=(1-V2+iV3)(1+vV2-iV3);
3) 2= (V2-iV3)V3+iV2)(1 - iV2)(V2 +i);
4) z=-3i(1+i)* (1 -iv3)°.
Odredi |w|, ako je
2 2
1) w=—""—,2=3-1; 2) w=——,z=1-2i,
Z—iz z-72—1
_ 2
3)w:%,z:1—i; 4 w=——,z=1+1i.
Fall & 4 z2+1i-z
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