1.

Matrice

Matrica je svaka pravokutna tablica realnih ili kompleksnih brojeva. Ako ona
ima m redakai n stupaca, tada kazemo dajetipa m x n i zapisujemo je u obliku

A1 A ... A

Ay Ay ... Ao
A= .

Am A2 --- Am

ili krate A = (a;). Element a; nazivase opCi element matrice A. To je realan ili
kompleksan broj. Opci element oznafavamo Cesto i nanacin (A)j .
Skup svih matricatipa m x n oznaCavamo s .#, -

* % %

Zakvadratnu matricu tipa n x n kazemo da je reda n. Skup svih kvadratnih
matrica toga reda oznaavamo s .#,. Elementi a;;,ax,...,a,n Cine dijagonalu
kvadratne matrice.

Kvadratna matrica je gornja trokutasta ako je &; = 0 za i > j (svi elementi
ispod dijagonale jednaki su nuli), donja trokutasta ako je a; = 0 za i < j (svi
elementi iznad dijagonale jednaki su nuli), dijagonalna ako je a; = 0 za i # j, ska-
larna ako je dijagonalnai svi su joj dijagonalni elementi jednaki. Jedini¢na matrica
je dijagonalna matrica s jedinicama na dijagonali. Oznatavamo ju s | . Nul matricu,
Ciji su svi elementi jednaki nuli, oznatCavamos 0.

Transponirana matrica AT matrice A ima elemente (AT)i,- = g;. Onase
dobivaiz matrice A zamjenom redaka i stupaca, sto se kod kvadratne matrice moze
interpretirati i kao zrcaljenjesobzirom nadijagonalu. Kvadrathnamatricajesimetricna
akovrijedi A = AT, tj. aj = & zasvei,j; antismetri¢na ako vrijedi AT = —A,
tj. a; = —a; zasvei,j.
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1.1. Operacije s matricama

Operacijamnozenja skalarasmatricom definirasezasveki A €¢ R i A € A
nanacin
()LA)” = ).a.,
To je ponovo matricaistogatipa
Operacija zbrajanja matrica definira se za matrice istogatipa na nacin

(A + B)ij =a;+ bij.
(Dvije se matrice zbrajaju tako daim se zbroje odgovarajuci elementi.)

MnoZenje matrica definirano je samo za ulan€ane matrice: broj stupaca prve
mora se podudarati s brojem redaka druge matrice. Ako je A tipamx n,i B tipa
n x p, tadajeumnozak AB definiraniimatip mx p,

n
(AB)ik = Z a” bjk~
j=1

- . [ 15-2] . [-3012

1.1 Izracuna;2A+SB—Cak01eA_{_30 51" B=1211 0
. 10 85
'C:{—7—21}'

RIESENJE. |zrafungimo prvo umnoSke matrice i skalara (pomnozimo svaki element
matrice skalarom)

15 -2 210 -4
%—2'{—3 2}_{—60 4}’
1g_1[-3012] _[-104
3073211 0] | 7io0)

Sve su matriceistogatipa 2 x 3 paje

in ~ [ 210-4] [-104] [10 85

2A+ 3B C_{—604+ 710l |-7-21
[2-1-10 10+0-8 —4+4-5] [-92 -5
T | -6+7+7 0+3+2 440-1 | | 8 I :
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102 2 814
1.2 |zratunaj umnozak matrica A = | 14 —11 ,B= {2 53 O] .
2 -5 N

RIESENJE. Matrica A jetipa 3 x 2, B tipa 2 x 4 tejeumnozak AB definirani bit
cetipa 3 x 4:

10 2
2 814

AB = 14—1[ ]
5 5| l2-230

= |14-24(-1)-2 14-8+(-1)-(-2) 14-1+(-1)-3 14-4+(-1)-0
| 2.24(-5)-2 2-8+(-5)-(-2) 2-1+(-5)-3 2.4+(-5)-0
r24 76 16 401

r 10-2+2-2 10-8+2- (—2) 10-142-3 10-442-0 1

=] 26 114 11 56
-6 26 -13 8

Primijeti daumnozak BA nije definiran.

121 411 §
1.3. Zamatrice A= |21 21 i B= l—4 2 01 odredi AB i BA. Stose
123 121
moze zakljuciti?

RIESENJE. Vrijedi

-3 72 7 119

AB=| 6 84|, BA= 0—60].
~1114 6 68

Vidimo da je AB # BA. MnoZenje matrica nije komutativno. (Za neke matrice
ovakvi umno3ci mogu biti jednaki.)

1.4, Akojex=1[3,1,2],y=1[2, —1, 1], izraéuna X"y i xy .
RIESENZE.
3 6 -33
x'y = [1][2, -1, 1 = [2 -1 1],
2 4 -2 2

1
Matricu s jednim elementom poistovjecujemo s brojem. Zatoje xy " = 7.

2
xy' =13, 1, 2] {—11 =[7.
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15. |zradunaj f (A) akoje

a) f(X)=x+2xX*-—x*+5 - x+8, A=

[oNeNe)
OO
(ol S Ne
[

o 121
b) f(x) =2x +3x—4,A_{0 4}

1-2
c) f(x)=x-6x*+11x—6,A=| 0 3
1 4

N O O

] .

,A3=0, A4=A%=0,zatoje

RIESENJE. @) Imamo A? =

[eoNeoNe]

0
0
0

[eNeN

8-1 5
f(A)=A>+2A%" —~ A3 1 5A? A+ 8l = {o 8 —11.
0 0 8

10 —-15
0 40|°

,_[4-6
b) A%= {o 16
c) f(A)=0.

],f(A):2A2+3A—4I:{

1.6. Nekaje A — {_é ~3| - Odredi matricu B = {‘Z‘ 3} takvu davrijedi
AB = | . Provjeri dapri tomvrijedi BA = 1.
RIESENJE. |z jednakosti

e[ 23] (28] - [59)

2a—c¢  2b—d | |10
—5a+3c —5b+3d| |01}

odnosno

| zjednaCavanjem odgovargjucih elemenata dobiju se dva sustava
2a—c=1, i 2b—-d=0,
—5a+3c=0, —5b+3d=1

Njihovasurjesenjaa =3, c=5,b=1,d = 2. Dakle B = {3 . Zaovu

1

matricu vrijed i 52
31)[ 2-1] [10
52/|-5 3|~ |o1|

—_
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1.7. Za zadanu matricu A odredi najopéenitiji oblik matrice B istoga tipa
o : 12]. 12
zakojuvrijedi AB =0, akojea) A= {3 4] ;b)) A= {3 6] )
RIESENJE. OznaCimo elemente matrice B nanaCin B = i 3
a) Iz L2)faby_ 100 imamo
34||cd 00
at2c b+2d| |00
3at4c 3b+4d| — [0 0]
Odavdeje
a+2c=0, b+2d=0,
3a+4c =0, 3b+4d =0.

RjeSenjaovih sustavasu a=b = c=d = 0. Stogaje matrica B nulmatrica.
b) Sadaiz AB = 0 dijedi
at2c b+2d | |00
3at6¢c 3b+6d|  [00]°
| zjednaCavanjem elemenata dobivamo sustave
a+2c=0, b+2d=0,
3a+ 6¢c =0, 3b+6d=0.
RjeSenje prvogaje a = —2c, adrugoga b = —2d, pajednadzbu zadovoljava svaka

matricaoblika B = {‘CZC _jd] gdiesu ¢ i d povolji odabrani realni brojevi.
010

1.8. Odredi sve matrice koje komutirajus X = lo 0 11.
000

RIESENJE. Oznalimo trazenu matricu s A. Da bi oba umnoska AX i XA bi-
la definirana, takva matrica mora biti kvadratna, istoga reda kao i X. Dakle,
a1 A2 g3
dy) Ay A3
dz1 Az as3

A= 1z AX = XA dijedi

0 ay ap A1 A a3
0 ay ayp| =|as axp as|.
0 az; axp 0O 0 O
Odavde dobivamo niz jajnakOStl Ay = az = azp = 0, a;1 = axp, ay = ayp,

dyp = Ap3, Ayp = Az3. Oznacimo li praktlénlje =X, app=Y, a3 =2, dobivamo
trazenu matricu u sljedetem obliku

A =

O O X
X < N

y
X
0
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X1
1.9 Nekaje x = (broj komponenti n u sljedecim primjerima nije
L Xn
uvijek jednak). Odredi matricu A ako je poznat umnozak AX:
0
— . _ X2 .
a) Ax=|x|; b) Ax = |:X3—3X4:|’
L X2 |
e
X1—Xa “ )f;[ X
c) Ax = 0 . d) Ax= 2 0 3
Xo+X3—Xa X1 +%s
L —X

RIESENJE. Matrica A moraimati onoliko redaka koliko i rezultat Ax. Broj stupaca
matrice A odgovarabroju komponenti vektora x. Njih mozemo tek naslutiti na osno-
vu danih umnoZaka, tako u primjeru a) matricaima barem dvastupca, no moze imati
i vise. Tako npr. uvjet zadovoljavaju sljedete matrice

00 000 0000
A=|10]|, A= 1001, A= 1000]
01 010 0100

itd. Mi €éemo izabrati matricu s minimalnim brojem stupaca.
Tt 10-11
010 O]. _ 01-10
b) {001—3]’ ¢ | 000 015 d1gp g0
011-1 10 01

-100 O
1.10. Izrabunaj A" (ne N) akoje A = {8 ;] :

RIESENJE. lzraCunajmo prvih nekoliko potencija.
, |a®2a 3 aa2a | @ 322 4 a3x | @ 428
A _{0 az]’ A _AA_{O 2 | A*=AA = 0 & |
a" na"?!
o a
riti matematickom indukcijom. Za n = 1 bazaindukcije je ispunjena. Pretpostavimo
zato daje A" gornjeg oblika. Tadaimamo

nil ana @' a1 a1
A _AA_{O a“HOa

_[a"-aa+nat-a]  [a™! (n+l)a
|0 a"-a | 0 at!

Na osnovu ovog mozemo nasl utiti davrijedi A" = . Slutnju €emo provje-

Vidimo datvrdnjavrijedi za svaki prirodni broj n.
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coso —Snho

1.11. Izratung] A" akoje A = |
sino  coso
RIESENJE. Direktnim ratunom dobivamo
A2 cos? a— sin? a —cosasina—sinacoso | [ cos2o —sin2a
~ | sSnacosa+ cosa sino —sin? o+ cos? « | sin2a  cos2a
e cos3o —sin3a L . cosna,. —sinna
Slicnoje A3 = panaslucujemo daje A" =

sin3a  cos3a sinna.  cosna
Dokazujemo indukcijom. Za n = 1 baza indukcije je ispunjena. Dokazimo korak
indukcije.
AL ANA cosnoe — sinno
sinna  cosna

coso —Sho
sino  coso

cosno coso— Sinnasinoe — cosnoc Sin oc— Sinnoe Cos o
sinno . cosa-+cosnocSinee — Sinna Sin o+ cosno Cos o

B {cos(n+1)oc —sin(n+1)oc}
~ | sin(n+1)ar cos(n+1)a |

1.12. Koristeti relacije
Sy -k

43 —24} 10

izratungj {70 _39

RIESENJE. Oznatimo matriceredoms A, B, C, D pavrijedi A=BCD i DB =1.
Koristeti asocijativnost matricnog mnozenjaimamo
A? = (BCD)(BCD) = BC(DB)CD = BC?D.
Sli¢no vrijedi i za sve ostale potencije:
= (BCD)(BCD) ---(BCD)
= BC(DB)C( --(DB)CD = BCICI ---1CD = BCD

RS
e

_' 3 4 7 7-31-20 —4.3%412
5.3 7(| -5 35.3©0-35 —20.30421}|"
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1.2. Zadaci za vjezbu

1.13. ZapiS matricu A tipa 3 x 3 Ciji je opCi element a; dan formuloma) a; =

i+jib) aj=1li—j;c a=i;d a=(1-))%e a = 7is;
f) a; =i—j+ 1. Kojesu medu njimasimetritne?
1.14.  lzraCungj:
;3 03 3 —2 0 2-10
a) 3A+3BakojeA=|3 5 0 1 ,B:{—8—4 0 —6];
-1 21 -2 2-4 6
122 1 2 17 0O 64
b) A+2B—C zaA = OlB},le 0-1-1|,C= 0—511,
302 -3 2 2] -3 438
-30 00 8 00 07
02 00 0300
) A+tBzaA=| 45 _10 ’B{OOGO ;
00 05 0000
2-46
d A+AT zaA= 5 271.
-1 04

K akve su dobivene matrice?
1.15. Zadane su matrice

3
A=|-1
0

| o[22

1
2
1
lzraungj: @) 2A +BT;b) AT —2B.
1.16. Odredi umnoske matrica:
12311-1 10 1 0 O 0O 12
2 {411“ z_zo]; ) {2_1 1H_3_34].
210 2 34 1 0-1 2 -23
Kakve su dobivene matrice?

1.17. lzrafung: a)
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1.18. lzratung umno3ke:

r1-3271256 58 -4713 25
2 3_41H125]; D) [69_5][4_13];
12 -53]1132 47 -3][9 65
r2-1 3-47117869 57-3-4771234
o) 3-2 4-3(|5745 d) 76 -4-5(|12345
5-3-2 1(|3456/|" 64-3-2(|1357
13 -3-1 2fl2112 85-6-1/12468
1.19. PomnoZzi matrice:
a) 34 7 -4 b) 34(|30 7 -4
157][-5 3]’ 57(101||-5 3|’
r 4 23711-32 210 3 1-2
9 4_52H3_41], 9 l 112H 32 4],
L1-2 31][2-52 -122/1-3 5-1
3-2-171123 ig
€) [4—1—3“123]; f) [1—253]2 4
2-1-1]1123 1_5

1.20.  Uvjeri se neposrednim mnozenjem davrijedi (ABC)" = CTBTAT, a&oje

S EEI I ET |

1
-31 . >
’ - 1 .

b) A=[23 —1], B:l 21
-23
6 2 051
1 —1], D= lz 2 7].
0 -4 801
Odredi sve umnoske ovih matrica (koji su definirani).
1.22. Zadane su matrice

1.21. Zadanesu matrice

20 2-1 0
A:{—ls]’ B:{l 0—5]’ C=

2 -1
a)A:{;_g_g}, BZ[O 2];
1-1
3-12 21-1
b) A=|-1 021, B:{ 31 2].
2-11 -10 4

Izratunaj: 1) AB;2) ATBT;3) BTAT ;4) BA.

1.23. Nekajematrica A tipamx n, |, |, jedini¢ne matrice reda m odnosno n.
Dokazi daje I,A = Al, =A.

1.24. Nekasu x, y vektor-stupci jednake duljinei A = xy'. Pokazi da vrijedi
A% = AA zaneki skalar A .
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1.25. Nekajematrica A tipa5x3,Btipa3x3,Ctipa3x2,DiEtipa2x1.
Odredi koji je od djedetihizrazadefiniran i koji jetip rezultirgjuée matrice
a) AS; b) B%; c) ABC; d) ABCD;
e) ACBD; f) CD+E; g) AB+AC; h) BC+CB.
1.26. Izmnozi sljede(':e matriCne izraze, pretpostavljajuci da su svi oni definirani.
a) (A+B)?; b) (2A +B)(A +2B);
c) (A+B)C (D+E); d (A-1)(A+3I);
e (A+B)3; f) (A+B)3 akoje AB=BA.
1.27. Nekaje f (x) =x* —2x* +x—1. Odredi f (A) akoje
010
a) A:{gﬂ; b) A:{_iﬂ; c) A= 001]
000
1.28. Odredi f (A) akoje
1-23
a) f(x)=3-2x+5,A=|2 -4 1] ;
3-52
52 -3
b) f(x)=x®—7+13x—5,A= |13 —1] :
22 -1
1-12
1.29. Provjeridazamatricu A= | -1 O 1] i polinom f (x) = x® — 4x%+ 5x+ 4
vrijedi f (A) =0. 2 13
1.30. Pokazi damatrica A = { g] zadovoljavajednadzbu
— (a+d)A + (ad — bc)l = 0.
* % %
1.31. lzratung matrice
5 10 1117°
3-1 2 1
a) ]; b){ ]; ) l0111.
1 0 1-1 001
012
132, NekajeA= |+ 1| B= |11 c=| 12| p=|oo03
11 01 -32
000
Izratungj dljedete:
a) A; b) B, c) C%; d) D%;
e) (ABC)*; f) (CBA)*; g) C3B?; h) (CB)3.
2 . 3 4 5
o . 3-1|. sna —cosa lal . 4 -1
1.33. lzrafung: a) { ] i b) ;C) {a 1} ;d) {5 2}

4 2 coso  Sino
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11

1.35.

1.36.

1.37.

— 11]", 147" 1A]" 2 —17" 3 -1
1.34. lzratung: a) {0 1} i b) {0 1} ; C) {0 2] ;d) {3 _2] . € {4 1
110
NekajeA= |01 1] . Pokazi dazasvaki prirodni n vrijedi
001
1nn(nfl)
n 2
A'=101 n |.
00 1
| zraCung] zadane potencije matrica n-togareda:
010...07" 111...17° 1100...071""
001...0 011...1 0110...0
a) |: . by [001...1|: ¢ (0011...0
000...1 E :
100...0 000...1 0000...1
| zratungj r -6 5koris:te(’:i -6 _|23112011-7 3
35 12 35 —-12 57|]03 5-2|°

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

1.43.
1.44.

* % %

Za zadanu matricu A odredi ngjopCenitiji oblik matrice B za koju vrijedi

AB—0.a) A:Bg],b) A:Hg}

Odredi neke ne-nul matrice A i B takvedaje AB = 0, akojea) A tipa
5x3,Btipa3x1,b) Atipab5x2,Btipa2x2,c) Atipalx2, B
tipa2x 3.

Zadane su matrice
32 1-5
ne 28] =)
Odredi matricu X zakoju vrijedi a) 2A +3X =1;b) 3A —2X =B.
Odredi sve matrice koje komutiraju s matricom

11007

- 210

12 7 -3 0100
3 34}’ b) {5—2]’ °) [83;]’ D loo21

] 000 2]
Odredi sve matrice koje komutirgju s matricom

3 00 1.2 1-1 0 0117
a [0-10];b) {1 3};0) lo 1-1|;d l001 .

L0 02 0 0 1 00 0.

Odredi sve matrice koje komutiraju sa svim matricamadrugoga reda.

Dokazi danekamatricakomutirasasvim dijagonal nim matricamaondai samo
ondaako jei samadijagonalna.
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1.45.

1.46.
1.47.

1.48.

1.49.

1.50.

1.51.

1.52.

1.53.
1.54.
1.55.

1.56.

1.57.

1.58.

DokaZi damatrica A reda n komutira sa svim matricama istoga reda onda i
samo onda ako je oblika Al .

*

x* 7 ok

Odredi sve matrice drugogareda Ciji je kvadrat jednak nul-matrici.
Odredi sve matrice drugogareda €iji je kub jednak nul-matrici.

Ako zamatricu A = {i g] vrijedi A" = 0 zaneki prirodni broj n, dokazi
dajetada ad — bc = 0.

Nekaje A matricadrugogaredai n > 2 prirodan broj. Pokazi da jednakost
A" = 0 vrijedi ondai samo ondaako vrijedi i A% = 0.

* % %

Akoje A? = | , tadase matrica A nazivainvolutorna.

a) Odredi sveinvolutorne matrice drugogareda.

b) Pokazi daje A involutornaondai samo ondaako vrijedi (I —A)(I+A) =
0.

Matrica A € ., je nilpotentna ako za neki pozitivni cijeli broj p vrijedi
AP = 0. Pokazi da je svaka gornja trokutasta matrica s nulama na glavnoj
dijagonali nilpotentna.

PokaZzi daje umnozak dviju trokutastih matricaistogatipa ponovno trokutasta
matricaistogatipa.

Dokazi da za operaciju transponiranjavrijedi (AB)T =BTAT .
DokaZi daje zasvaku matricu A € .#, matrica AAT simetricna.

Svaka se kvadratna matrica dade rastaviti na zbroj simetricnei antisimetricne.
Provjeri da su to matrice

As=3(A+AT),  A=3A-AT).
Odredi te matrice ako je

1 5 0
A=]|-3-1 6].
10 4 -7

PokaZi dajednakost (A + B)? = A? + 2AB + B? vrijedi ondai samo onda
kad matrice A i B komutirgju.

Nekasu A i B simetriCne matrice. Pokazi na primjeru da AB ne mora hiti
simetricna.

Nekasu A i B simetricne matrice. Dokazi daje AB simetriChaondai samo
ondaako matrice A i B komutiraju.
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1.59.

1.60.

1.61.

1.62.

1.63.

1.64.

1.65.

1.66.
1.67.

1.68.

Nekasu A i B antisimetricne matrice. Dokazi da je njihov produkt AB
antisimetricna matrica onda i samo onda ako A i B antikomutirgju tj. ako
vrijedi AB = —BA.

Provjeri da mnoZenje dijagonalnom matricom slijeva odgovara mnozenju re-
daka s njenim dijagonalnim elementima. Sli€no, mnozenje dijagonalnom
matricom zdesna za rezultat ima mnozenje stupaca sa odgovarajucim dijago-
nalnim elementima.

Komutatorom [AB] kvadratnih matrica reda n naziva se matrica [AB| :=

AB — BA. Pokazi dakomutator posjeduje sljedeta svojstva:

a) [AB] =0 ondai samoondaako A i B komutirgju;

b) [AB] = —[BA] (antikomutativnost);

c) [[AB|C]+ [[BC]A] + [[CA]|B] = 0 (Jacobijev identitet).

Za kompleksnu matricu A definiramo konjugiranu matricu A na nacin

(A)., = a;, gdje je &; kompleksno konjugirani broj brOJu a;j. Takoder

definiramo adjungiranu matricu A* nanatin A* = (A) .

2—-i 3 0

142 5 6-i
2 3-i -2

Za (kompleksnu) kvadratnu matricu kazemo da je hermitska ako vrijedi

A* = A, antihermitskaakoje A* = —A . (U realnom slucaju ove se matrice

podudaraju s Simetricnim i antisimetri¢nim jer je tada A* = AT.) PokaZi

da je u hermitskoj matrici dijagonala uvijek realna, a u antihermiskoj Cisto

imaginarna. Pokazi da se svaka kvadratna matrica moze prikazati kao zbroj

hermitskei antihermitske matrice.

Nekaje A € ., takvadavrijedi AB = B zasve B € .#,. Pokazi daje A
jedini€namatrica.

Zakvadratnu matricu A definiramo njen trag kao sumu dijagonalnih eleme-
nata:

Zamatricu A = nadi A i A*.

trA=ay+a»=...+an.
Dokazi davrijedi tr(AB) = tr(BA), tr(A+B) =trA+trB, tr(A) = tr(AT)
zasve A,B € ., .
Dokazi dane postojekvadratnematrice A i B takvedavrijedi AB—BA = 1.

Jordanov produkt kvadratnih matrica A i B definirase nanacin A xB :=
2(AB+BA). Dokazi djedetasvojstva: ) AxB=BxA;b) AxA=A?;
c) Axl=A;d) Ax(B+C)=AxB+A=xC.

Nekaje J = _2 é
meatrica oblika

(Z=al +BI= {_‘Xﬁ g} ‘o, B €R}

s obzirom na operacije zbrajanjai mnozenja matrica ponasa identi¢no skupu
kompleksnih brojeva {z= o +if}.

. Uvjeri sedavrijedi J2 = —I . PokaZi dase skup svih



2.

Deter minante

Determinanta realne kvadratne matrice je funkcija det : .#, — R. Determinantu
matrice A oznaCavamo s
11 ... Ain
detA ili |A] ili :
ant ... Gm
Definiramo je induktivno po redu n matrice.
Zan=1i A =[ay] je detA = a; .

Zan=2iA= |1 %2
dp; Az

a1 g2
dy Ay

Za matrice viSega reda determinanta se definira (i moZze rafunati) razvojem po
bilo kojem retku ili stupcu, nanatin

detA = .= Qq1dy> — A12dy1.

a1 a2 Qi3
Q1 A Az
d31 Az Az

Opcenito se determinanta matrice reda n dobije pomocu determinanti reda n — 1
tako da se zbroje (ili oduzmu) produkti elemenata nekog retkaili stupcas determinan-
tama matrica koje se dobiju uklanjanjem retka i stupca u kojem se tgj element nalazi.
TocCnije zapisano

dp; Az
dz; Az

) Az
az; Az

ax axg|

detA =
Az dz3

=an

detA Z I+Ja” ijs
(rastav po i-tom retku, ili
detA = Z 1)"ayM;.

(rastav po j-tom stupcu). Tu je M; minor elementa &;: determinanta matrice reda
n— 1 ukojoj senenaazi i-ti redak niti j-ti stupac pocetne matrice.
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Definicija determinante je dobra, po3to ovaj L aplaceov razvoj ne ovisi 0 izboru
retkaili stupca po kojem vrsimo razvo;.

Izbor predznaka + ili — pamtimo po sljedetoj shemi zamatricereda 3 4:
+ -+ -
T —+ -+
’ + -+ -
ot -+ -+

2.1. Laplaceov razvoj i Sarrusovo pravilo

Direktnim razvojem po nekom retku ili stupcu racunamo uglavnom determinante
matrica maloga reda (3 ili 4). Specijalno, za determinante treCega reda ponekad je
brze dati gotov razvoj:

a1 A a3
dz1 Axp axg
831 Az Az
= Q11820033 + Q12823831 + Q13821332
— (81800813 + 32823811 + A33821812).
Ova] serazvoj pamti iz sljedeteg zapisa kojeg nazivamo Sarrusovo pravilo. Prvadva
stupca determinante se prepisu izatretegai potom izmnoze po tri brojakoja se nalaze
na istovrsnim dijagonalama. Padajuce dijagonale nose pozitivan, a rastuce negativan
predznak:

detA =

+ 4+ +
i1 Q2 iz |1 A
detA =|ax axp ax|axn axp = anapags + aipdysas + dizdnds
a3z Az dgz a3 Azx —(ag@p@13 + Ag8p3811 + Agz@1dn2).
2.1. |zratunaj determinante:
21 -1 1 2 2 -231
a |31-2(; b) |2 1-2|; C)‘362;
10 1 2 -2 1 121
123 013
d |2 34| € [235]
345 357
RIESENJE. &) Determinantu raunamo razvojem po treCem retku
21 -1
31-2:1”1_W+1w2w
10 1 1-2 31
=(-2—-(-1)+(2-3) =-2
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b) Laplaceovim razvojem po prvom retku dobivamo
1 2 2
2 1-2
2-2 1

1-2 2 -2 2 1
_1"—2 1_2"2 1‘*2"2—2‘
=1-(1-4)-2(24+4)+2(-4-2)=-27.
¢) Sarrusovim pravilom
-231|-2
‘ 362 3
1

3
6=-12+6+6—(6—8+9) =—7.
121/ 1 2

2.2. |zratunaj determinantu

RIESENJE. Razvijamo po treCem retku
1-1 2
1 3 -4

-5 3-3

= (Sarrusovim pravilom)

=2(-9-20+6+30+12-3)
+(-9—-4+50-2-60-15)
+(9+3-25+1+45+15)

=2-16—40+ 48 = 40.

3
D=2 +1.|-5
1

2.2. Svojstva determinanti

Navedimo neka svojstva determinanti.

1) detA =detAT.

2) Zamjenom dvaretka (ili stupca) determinanta mijenja predznak.

3) Determinantu mnozimo skalarom tako da tim skalarom pomnozimo sve ele-
mente nekog retka ili stupca determinante. Ovo se pravilo ¢este koristi na natin da
se svi elementi nekog retkaili stupca skrate za zajednicki faktor koji seizvlaci ispred
determinante.
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4) Ako su svi elementi nekog retka (ili stupca) jednaki nuli, determinanta je
jednakanuli.

5) Ako su u determinanti dvaretka (ili stupca) jednaka (ili proporcionalna), ona
jejednakanuli.

6) Vrijednost determinante se ne mijenjaako se nekom retku (ili stupcu) pribroje
elementi nekog drugog retka (ili stupca) pomnozeni skalarom A .

7) Determinantatrokutaste matrice jednakaje umno3ku elemenata na dijagonali.

8) Binet-Cauchyjev teorem: det(AB) = detA - detB.

Od ovih svojstava pri ratunanju determinante najceSte koristimo svojstvo 6. Cilj
je pomotu takve transformacije dovesti matricu na gornju (rjede donju) trokutastu i
tako izraCunati njenu vrijednost.

2.3. |zratunaj determinante:
25 6 5222 4005
2+a 1+b , 2522] 0450
3 |3 ’b) 123 912252 D los540|
2225 5004
RIESENJE. @) Determinantu transformiramo tako dadrugi redak oduzmemo od prvog:
‘Zza 1?" —@-2=|22=2b-a

b) Uz odredeni oprez, u jednom koraku moze se sprovoditi nekoliko transforma-
cijatipa6. Dopusteno jejednom retku dodati linear nu kombinaciju nekoliko preostalih
redaka:

256 00 -1
125/ =(r-2r-3r)={12 5
132 13 2
= (rastav po prvomretku)
12
= (-1 137 —-(3-2)=-1
c)
5222 11 11 11 11
2522 2 5 2 2
5250 = (Lr+(2r+3r+4r) = 5 2 5 o
2225 2 2 25
1111
=11 g g é g = (2r—2x1r,3r—2x1r,4r—2x1r)
2225
1111
=11 8 g g g (trokutasta matrica) = 11 - 3® = 297.
0003
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d)
4005 90009
0450_(1 it o 3)_0990
054 0| = LrHan2r3n =154
5004 5004
1001
=9 8 é zll 8 = (4r—5x1r,3r—5x2ur)
50014
10 0 1
01 1 O
00 0-1

2%

*

Dakako da ovdje navedeni postupci racunanjanisu jedini moguci, pa mozda ak
niti ‘ngjjednostavniji’; Citatelj moze potraziti i druge natine za njihov izratun.

Pri tom treba paziti da se pri koristenju svojstava determinanti ne ucini circulus
viciosus — vrtnja u krugu. Spomenuli smo da je dozvoljeno u jednom koraku retku
dodati linearnu kombinaciju nekolicine preostalih, medutim ako se to ucini s nekolici-
nom redakaistovremeno, vrlo je vjerojatno da e doti do pogreske. PogreSnaprimjena
moZe dovesti i do ovakovih ‘ratund

3 8 2
2 -3 3| = (Lr+2r2r+lr)
2 1-1
55 5 00 O
=55 5|=(1wr-2r)=|55 5|=0.
21 -1 21 -1

Mi €emo ubuduce koristiti sljedece pravilo (koje je upotrebljeno u zadatku c):
dopusteno je u jednom koraku svakom (osim jednog) dodati taj redak pomnoZzen s
brojem.

2.4, |zratunaj determinante:
111 11 X Yy Xty
a |1a af b) la b c|; C) | Yy xty X
1a?a? a b? ¢? X+y X oy

RIESENJE. a) O (dvaidentiCnastupca).
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b)
111 1 0 0
a b c|=(2s1s3s-1s)=|a b-a c-a
a b? ¢ & b?—a? ?—a?
b—a c-a 1 1
=g 2_g2| = P-3(C-3) b+a ct+a
=(b—a)(c—a)(c—h).
c)
X Yy Xty 2X+2y 2x+2y 2x+2y
y Xty X | = (Lr+@r+3r) = y X+y X
X+y X Yy X+y X y
1 11
=(2X+2y)| ¥ x+y X|=(2s5-1s35-19)
Xty Xy
1 0 0 < x_
=2(X+Yy)| Yy X x=y|=2(x+Y) y
X+y —y —X
= 2x+ ) (=X = Y +xy) = =2(¢ + ).
2.5. |zratunaj determinante:
2 7-81 8 28 38 48 3-1 214
a) 315 18 91|, b) 4 14 19 24|, ) 1 2 51,
0O 0 0 oy 7 5 3 1) 7 0 99y
2713 39 1 1 357 13 -117 4
12 -1 378 253 127
d (01 —6|; ¢ |37 252 126[; f) |5700 355,
38 -15 -3 -3 -3

RIESENJE. a) O (3. redak).
b) 0 (1.redak = 2 x 2. redak).
c) 0(3.redak = 2 x 1.redak + 2. redak).

Dakako da ovavezanije oCigledna. Medutim, svaki drugi ispravan nacin raCuna-
nja ove determinante dati Ceisti rezultat.

d) 0(3.redak = 3x 1.redak + 2 x 2. redak).

€)
378 253 127 1 1 1
D = —3|377 252 126| = (1r—-2r) = —3| 377 252 126| = 0.
1 1 1 1 1 1

f) D= (2r—1r) = ’2789 3453

1 1’ = 2789 — 3453 = —664.





