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1 NIZOVI

m Brojevne sredine

Cesto se u obi¢nom Zivotu susre¢emo s izrazima srednja vrijed-
nost, prosjecna vrijednost ili tu je negdje u sredini. Tako se,
primjerice, govori o prosjecnoj starosti stanovniStva, prosjecnoj
cijeni ulja u prodaji ili o srednjoj ocjeni iz matematike u nekoj
skoli.

Kada bismo upitali ucenike iz vaSeg razreda, §to zapravo ti poj-
movi znace, vjerojatno bismo dobili razli¢ite odgovore. Podatci
koje smo spomenuli (starost, cijena i ocjena) izrazavaju se bro-
jevima, a na sva pitanja o brojevima, odgovore daje matematika.

B Aritmeticka sredina INIINIEIEGEGED

Primjer 1. Brat ima 37, a sestra 45 kuna. Koliki je prosje¢ni iznos kuna koji imaju
taj brat i sestra?

Zamislimo da se ukupan zajednicki iznos medusobno podijeli tako da sva-
tko od njih dobije jednak iznos kuna. Matematicka radnja koju pritom

vr§imo jest . Rezultat te radnje je 41. Bitno je zapaziti da je

ukupan iznos ostao nepromijenjen, to jest 37 + 45 = 41 + 41.

Zato kazemo da prosjecni iznos u ovom slucaju jest 41 kuna.

Primjer 2. U nekoj Skoli postoje Cetiri odjela tredeg razreda. Broj uenika u tim
odjelima je 31, 28, 29 i 32. Koliki je prosjecni broj ucenika u ta Cetiri
odjela?

Postupamo isto kao i u prethodnom primjeru, to jest ukupan broj uc¢enika
preraspodijelimo u Cetiri nova odjela, tako da u svakom odjelu bude jednak
broj ucenika.

Zato ra¢unamo ovako:
31+28+29+32 120
4 T4

KaZemo da je prosjecan broj ucenika u odjelima treceg razreda te Skole
jednak 30.

30.

To opet znaci da je ukupan broj ucenika upravo toliki kao da ih u svakom
odjelu ima po 30.



BROJEVNE SREDINE

Ovako izraCunan prosjecan ili srednji broj zove se aritmeticka sredina navedenih
brojeva.

Umjesto brojeva 37 i 45 iz prvog primjera, uzmemo bilo koja dva pozitivna broja
x 1y idobijemo:
xX+y
S =4a

KaZemo da je broj a aritmeticka sredina brojeva x i y.

+y+z

. X . - . . . .
Isto je tako broj aritmetiCka sredina brojeva x, y i z, odnosno broj

v+x+y+z. . oy . . .
+ je aritmeticka sredina brojeva v, x, y i z.
Ako promatramo vise brojeva, onda ih oznacujemo ay,ay,...,a,, gdje je n

prirodan broj veci od 1.

Zato opcenito definiramo:

m@

Ako za brojeve aj,ay, ... ,a, vrijedi
a+ay+...+a,
=a
n
kazemo da je broj a aritmeticka sredina brojeva a;, a, . . ., a,.

Aritmeticka sredina 5 brojeva je 6. Koliki je zbroj tih brojeva?

Najmanji broj skupa {aj,ay,...,a,} ozna¢imo s min{a;,ay,...,a,}, a isto
tako i najvedi broj tog skupa oznacimo s max{a;,az, ..., a,}.

Znamo da elemente skupa moZemo napisati u bilo kojem poretku. Zato skup
{a1,az,...,a,} moZemo urediti tako da vrijedi @) < a, < ... < ay,.

Zadan je skup S = {1,7,9,12,16}

1) Odredi minS i maxS.

2) Odredi aritmeti¢ku sredinu skupa S'.

3) Provijeri da vrijedi: minS < ¢ < maxS.

1) Ocito je da vrijedi minS = 1, max S = 16.

14749412416 45

2 — =90.
) a 5 5,a9

3) Vrijedi 1 <9 < 16 ili min§ < a < maxS.

1.1



1 NIZOVI

Ako su u skupu S svi ¢lanovi jednaki, onda je aritmeticka sredina tog
skupa jednaka tom jednakom elementu.

Zaista, ako je aj = ap, = ... = a, = b, onda vrijedi

n

—_—
_ata+t...+ta;  b+b+...+b b-n

n n n
tojest a =b.

Aritmeticka sredina skupa od pet brojeva je jednaka 7. Ako se tomu skupu
pridruZi jos jedan broj, onda je aritmeticka sredina novoga skupa veca za 2
od aritmeticke sredine polaznog skupa. Koji je broj pridruzen tom broju?

S
Oznacimo li zbroj brojeva polaznoga skupa sa S, onda vrijedi 5= 7 ili
S=35.

S
Broj koji smo pridruzili skupu neka je x. Sada vrijedi —6|—x = 9. Odavde

jex=54-S5,x=19.

Aritmeticka sredina skupa od devet brojeva je 7. Ako se iz toga skupa
iskljuce dva broja, onda je aritmeticka sredina novoga skupa veéa za 1 od
aritmeticke sredine polaznog skupa. Koliki je zbroj iskljucenih brojeva?

S
Oznacimo li zbroj brojeva polaznoga skupa S, onda vrijedi g = 7 ili
S=063.

§ =
Ako je zbroj dvaju iskljucenih brojeva jednak x, onda vrijedi = s 8,
odakle je x =63 — 56, x = 7.

Prisjetimo se jednog poucka o trapezu koji znamo jos iz osnovne Skole. Cetvero-
kut kojemu su dvije stranice usporedne zove se trapez.

Usporedne stranice trapeza su osnovice, a druge dvije su krakovi.

Spojnica polovista krakova trapeza zove se srednjica tog trapeza.



BROJEVNE SREDINE

Na slici je nacrtan trapez ABCD, kojemu su D n C
duljine osnovica m i n i pripadna srednjica
duljine |[EF|=s.

Za trapez vrijedi poucak: E 3 F

Duljina srednjice trapeza jednaka je poluzbroju
duljina osnovica tog trapeza. To se zapisuje

_m-+n
2

Lo m-+n . . . .
Kako smo upravo definirali, izraz zove se aritmeticka sredina brojeva m

1 n. Zato mozemo reci:

Duljina srednjice trapeza jednaka je aritmetickoj sredini duljina osno-
vica trapeza.

S gornje slike vidimo da je n < s < m, §to je u suglasju s navedenim odnosom
aritmeticke sredine dvaju brojeva i tih brojeva.
D n C

Ako je m = n, tada je trapez paralelogram,
kao na slici desno. Vrijedi n = s = m.

To nam potvrduje ve¢ izreCenu Cinjenicu da je s
aritmeticka sredina jednakih brojeva jednaka
svakom od tih brojeva.

Postavimo dva veoma sli¢na zadatka.
e Opseg trokuta je 42 cm. Kolika je prosjecna duljina stranica tog trokuta?

e Obujam kvadra je 27 000 cm? . Kolike su prosjeéne duljine bridova tog kva-
dra?

U prvom zadatku treba naci trokut jednakih duljina stranica (jednakostranic¢an
trokut) tako da mu opseg bude 42 cm. Ako je x duljina stranice tog trokuta,
onda je 4

T3

tojest x = 14 cm.

1.1



1 NIZOVI

To znaci da za svaki trokut opsega 42 postoji samo jedan jednakostrani¢an trokut
jednakog opsega kao i taj trokut.

Drugi zadatak je samo formalno sli¢an prvome, ali je u biti pot-
puno razli¢it. Naime, rijeSimo li taj zadatak istim postupkom,
necemo dobiti zadovoljavajuéi rezultat.

Zaista, ako zadani obujam podijelimo s 3, dobit ¢emo brid kva-
dra duljine 27000 : 3 = 9000. Obujam novog kvadra je
9000-9000-9000 = 729 000 000 000 cm?, §to o€ito nije rjesenje
zadatka.

PokuSajmo odgovoriti zaSto ova dva zadatka nismo mogli rijeSiti istim postup-
kom.

Opseg trokuta duljina stranica a, b i ¢ je jednak a + b + ¢, a obujam kvadra
duljina bridova a, b i ¢ je jednak abc.

U prvom zadatku treba odrediti x tako da bude a + b + ¢ = 3x, to jest
P +b+c

3

U drugom zadatku treba odrediti y tako da bude abc = yyy = y*. Odavde je
y> =27000, y=3%-10°,

tojest y = 30 cm.

U ovom zadatku trebalo je na¢i kvadar kojemu su bridovi jednake duljine, to jest
kocku, i kojemu je obujam jednak obujmu zadanog kvadra 27 000 cm® .

Zaista, za y = 30 cm dobije se y* = 27000 cm? .

Sada moZemo problem poopditi onako kako smo to ucinili u razmatranju o arit-
metickoj sredini.

— Za dva pozitivna realna broja x i y treba odrediti broj g tako da je xy = gg

ili g=/xy.

— Zatri pozitivna realna broja x, y i z treba odrediti broj g tako daje xyz = g

ili g = Jxyz.

3

— Za n pozitivnih brojeva xj,x;,...,x, treba odrediti broj g tako da je
XXy ...x, = g"ili

g = Yx1x2...x, (1)

Ovako definirani brojevi g zovu se geometrijska sredina dvaju, triju, ..., n
pozitivnih realnih brojeva.



BROJEVNE SREDINE 1 . 1

Za zadane brojeve:

1) 8i12; 2) 11100; 3) 16,31 36;

4) 1,1i27; 5) \ﬁ,\iﬁ,\/ﬁ—ﬁ,\/ﬂﬁ

izracunaj geometrijsku sredinu.

1) ¢g=v8-12=+8-2-9=1/16-9=/(4-3)2=V12%, g = 12.
2) g¢=+/1-100 =100, g = 10.

3) g=v16-3-36=+v4-4.3-4-3.3=v4.33,g=12.

4 g=v1-1.21=v21,g=3.

5) g—‘\‘/ﬁ'%~(\/——\/§)~(\/§+\/§)—l.

Odredi y tako da je geometrijska sredina skupa {x,y} bude jednaka 2x.
Rijesimo sada jedan primjer iz geometrije.

U pravokutnom trokutu ABC duljina
kateta a i b i duljine hipotenuze c
povucena je visina iz vrha pravog ku-
ta v = |CD|, kao na slici. Oznac¢imo
|AD| = g i |BD| = p. lzrazite vi-
sinu (v) s pomocu odrezaka (p i q)
$to ih ta visina odreduje na hipotenuzi
trokuta.

Trokut ABC je pravokutan s pravim kutom pri vrhu C zbog cega za
Siljaste kutove o i B trokuta vrijedi oo + B = 90°. Zbog toga je
JCAD = 4BCD = o.. Iz istog je razloga SACD = SCBD = 3.

Vidimo da se pravokutni trokuti ABC, ACD i CBD podudaraju u svim
trima kutovima. To je (viSe negoli) dovoljno da su ti trokuti sli¢ni.

Iz sli¢nih trokuta ACD i BCD imamo v : g = p : v, odakle je v* = pg
ili v=/pq.

Vidimo da je broj v geometrijska sredina brojeva p i gq.

Ovo mozemo izreéi ovako:

Visina p

Visina pravokutnog trokuta iz vrha pravog kuta je geometrijska sredina
duljina odrezaka $to ih ta visina odreduje na hipotenuzi.
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ARITMETICKI NIZ 1 -2

B Uvodno o nizovima INNNEEGEGEG

Upoznat ¢emo jedan od najvaznijih matematickih pojmova koji zovemo
niz ili slijed.

Cesto se u enigmatskim ili zabavnim rubrikama novina i ¢asopisa moze
nai¢i na ovakve probleme.

Nastavi niz brojeva:

1 35 11 41
1) 2,6,12,20,30... 2)2,5,10,17,26... ’”5’5’5’%’%"‘

U pravilu svaki je niz povezan s nizom prirodnih brojeva; 1,2,3,4,5,6...

U prvom primjeru imamo: 1-2=2,2-3=6,3-4=12 ... Ve¢ vidimo da
se niz nastavlja brojevima 42,56. ..

U drugom primjeru, ¢lanove niza dobit ¢emo tako da se ispiSu redom kvadrati
svih prirodnih brojeva i svakom od tih kvadrata pribroji 1. Zato se niz nastavlja
brojevima 37,50,65...

U treCem primjeru svi su brojevi razlomci, prvi je razlomak je —, a svaki se

sljedeéi razlomak dobiva iz prethodnog, tako da se za brojnik novog razlomka
uzme zbroj, a za nazivnik umnozak brojnika i nazivnika prethodnog razlomka.

Iako se Cesto pojavljuju, ovakvi zadatci nisu sa strogoga matemati¢kog stajaliSta
potpuno korektni, jer uz ovo opisano rjeSenje, postoji joS beskonacno mnogo
drugih rjeSenja. U ovakvim zadatcima treba postaviti dodatne uvjete koji bi
osiguravali jednoznacnost rjeSenja.

Primjer 1. Zadani su brojevi 1,4 ... Nastavi ispisivati niz tako da svaki broj (osim
prvoga) bude aritmeticka sredina dvaju susjednih brojeva.

Prema postavljenim uvjetima, broj 4 mora biti aritmeticka sredina broja 1

7
= 4. Isto tako, broj 7

mora biti aritmeticka sredina broja 4 i drugoga upisanog broja. Taj drugi
+ 10

1
i prvoga upisanog broja, to jest broja 7 jer je

upisani broj jest 10 jer je

= 7. Ovaj postupak mozemo stalno
ponavljati i lako zaklju¢imo da ¢emo dobiti:
1,4,7,10,13,16,19...

13
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Zadatak 1.

Ovako ispisani brojevi ¢ine niz ili slijed.
Svaki broj koji bismo u ovom postupku upisali zove se ¢lan niza.

Vidimo da u postupku ispisivanja ¢lanova moZemo iza svakog ¢lana dopisati jos
jedan ¢lan. Zato kaZzemo da niz ima beskonac¢no mnogo ¢lanova.

Ponekad, iz prakti¢nih razloga, promatramo nizove koji imaju konacan broj ¢la-
nova, primjerice niz od 17, od 21 789 ili pak niz od pet milijuna ¢lanova. Svaki
takav niz zove se konacni niz ili slog. Ako se radi o kona¢nom nizu, to uvi-
jek treba naglasiti. Ako se kaze samo niz, onda se podrazumijeva da se radi o
beskona¢nom nizu.

Odredi x i y, tako da brojevi 3x — 1, 2x+ 3, 7x+ 1, 2y — 3x budu uzastopni
¢lanovi aritmetickoga niza.

Treba razlikovati pojam niza i pojam skupa.

Tako, primjerice, kaZzemo da su skupovi {1,4,7,10, 13,16} i {4,1,10,7,16, 13}
jednaki, jer u ispisivanju ¢lanova skupa nije bitan uredaj, to jest poredak clanova
skupa.

Kod nizova, poredak ¢lanova jest bitan. Tako su nizovi 1,4,7,10,13,16... i
4.1,10,7,16,13 ... razliciti, a isto tako su i konac¢ni nizovi 1,4,7,10,13,16 i
4,1,10,7, 16, 13 medusobno razliciti.

Spomenuli smo da je u zapisu ¢lanova niza bitan poredak. Zato ¢la-
nove niza posebno imenujemo.

Tako u nizu 1,4,9,16,25,36,49... broj 1 je prvi, broj 4 je drugi, a
broj 49 je sedmi ¢lan tog niza.

; Cesto se, pogotovu u teorijskim razmatranjima nizova, umjesto ispisi-
| vanja konkretnih ¢lanovaniza, niz zapisuje ovako: aj,a,as,...,a,...

Prirodni brojevi 1,2,3,....n... u zapisu ¢lanova niza zovu se indeksi tih ¢la-
nova, to jest kazuju redni broj mjesta na kojem se taj ¢lan nalazi.

Clan a,, n € N zove se opéi ¢lan niza. Niz, kao cjelinu, oznacujemo (a,). Ako
promatramo dva ili viSe nizova, moramo ih oznaciti razli¢itim oznakama. Tako
nizovi (b,) ili (c¢,) znade by,by,b3,...,b,...,0dnosno cy,¢z,¢3,...,Cy- ..

U samom uvodu spomenuli smo niz 2, 5,10, 17,26,37 ... iutvrdili da se ¢lanovi
tog niza dobiju tako da se kvadrati prirodnih brojeva u prirodnom poretku uvecaju
za 1.

To znadi: ako se u formulu a, = n* + 1 uvrste redom prirodni brojevi 1,2,3. ..,
dobit ¢emo Clanove tog niza.

Zato kazemo da je a, = n> + 1 formula za op¢i ¢lan tog niza.
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Ispisite po nekoliko ¢lanova niza kojemu je zadan op¢i ¢lan niza formulom
i odredite tisuciti ¢lan niza.

1) ap = 17n — 34; 2 g =03
3n—1
3) a,=n*—-3n+5; 4 a,=11—n|—n.

Stavljajuci u zadanu formulu za n = 1,2,3,4,5 i potom n = 1000, dobit
¢emo pet pocetnih ¢lanova, kao i tisuditi ¢lan niza.

1) —17,0,17,34, ajo00 = 17000 — 34 = 16966

8§ 13 18 23 28 .. 13 9 23 5003
2) Ea?a ;

e 22229 _ 0
8’11’14 S 41000 59990
3) 3.3,5,9,15, 000 = 997005;

4) _17_15 _17_17_1; aio00 = =I.

Vratimo se jo§ jednom nizu 1,4,7,10,13,16...
Taj niz smo sastavili tako da mu je svaki ¢lan (osim
prvog) aritmeticka sredina dvaju susjednih ¢lanova.

Lako se provjeri da i nizovi 5,9,13,17,21,25...;
—3,4,11,18,25,32,39... i 0.23,1.24,2.25,3.26,
4.27,5.28 ... imaju to svojstvo. Zato se definira:

Niz u kojem je svaki ¢lan (osim prvog) aritmeticka sredina dvaju sus-
jednih ¢lanova zove se aritmeticki niz ili aritmeticki slijed.

Prisjetimo se, kada smo definirali aritmeticku sredinu, naglasili smo da se taj po-
jam uvodi samo za pozitivne realne brojeve. To smo ucinili iz metodickih razloga i
to zbog usporedivanja te sredine s drugim sredinama, primjerice s geometrijskom
koja se ne moZze definirati za negativne brojeve.

Medutim, pri proucavanju aritmetickog niza dopusta se da ¢lanovi tog niza mogu
biti i negativni.

Zato su, primjerice, nizovi —11, —17, —23,—-29, —35,—41... 1 5,0,—5,—10,
—15,—20. .. takoder aritmeticki.

15
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2 POTROSACKI KREDIT

m Potrosacki kredit

B Nacin otplate IR

U cijelom svijetu jako je razvijen sustav prodaje na otplatu (Sto se kod nas poisto-
vjecuje s potrosackim kreditom). Prodaju na otplatu su prihvatila sva trgovacka
poduzeca, a posebno velike robne kuce. Kod takve prodaje kupcu se prodana
roba daje odmah na upotrebu, a on je duZan novcani iznos otplatiti u jednakim
nov€anim ratama, otplatama.

Potrosacki kredit je primjer najée$ce primjene jednostavnog anticipativnog obra-
¢unavanja kamata. Odobravaju ga banke i sli¢ne specijalizirane ustanove direktno
potroSacu za kupnju nekih roba ili placanje usluga. Pritom se uspostavljaju i od-
redeni uvjeti, pa zato kaZzemo:

" Potrogabki kredit
Potrosacki kredit je poseban imovinskopravni odnos izmedu kreditora
(banke) i duznika (korisnika kredita).

Ovakav kredit obuhvaca iskljucivo proizvode za osobnu upotrebu (kupnja
odjece, automobila, troskovi godiSnjeg odmora, troskovi preseljenja, pop-
ravka stana, troskovi zbog bolesti i sl.). Duznik otplacuje kredit zajedno
s kamatama u predvidenom roku jednakim mjese¢nim ratama. Koliki je
maksimalni nov€ani iznos odobrenog potrosackog kredita ovisi o priho-
dima korisnika kredita i njegovim mogucnostima redovitog otplacivanja
duga. Isto tako je promjenjiv i polog u gotovini koji korisnik kredita mora
platiti odmah. Rokovi vracanja potroSackog kredita su kratki (najcesce do
5 godina), a ogranicena je i visina kamatnjaka. Obracunavanje kamata je
anticipativno (dakle, kamate se obracunavaju na pocetku svakog mjeseca
od ostatka duga). Kamate za ovaj kredit se izraCunavaju s pomocu tzv.
kamatnog koeficijenta — jednostavne anticipativne kamate na kredit od
100 kn koji se otplacuje jednakim mjesecnim ratama.

Praksa je da se mjeseCna rata odreduje tako da ne prelazi trecinu redovitih mje-
se¢nih primanja duznika.

Pokazat ¢emo nacin otplate potrosackog kredita uz sljedece oznake:

Cy — iznos odobrenog kredita,

p —ucesce u gotovini (izraZeno u postotcima),

Co-p
100

U - iznos ucesca u gotovini (izrazen u kunama), U =

C — stvarni iznos kredita, C; = Cy — U
q - godiSnja anticipativna kamatna stopa,
m — broj mjeseci otplate kredita,

k — kamatni koeficijent,

52



POTROSACKI KREDIT

2.2

Ci-k

100 _
C, — ukupno dugovanje, C; = C, + K

K — ukupne kamate, K =

. _ L C
R - iznos (nepromjenjive) mjesecne rate, R = i
m

Dakle, zakljucujemo i sljedece:

Cop ( p)
Ci=Co-U=Cy——=Cy(1——
! 0 7 700 0 100/’

CG=C+R=C+ X1+ ) (1= (1+2).
2=G '+ 100 ‘< * 100> o 100>< * 100>

Kako je C; = R - m, ocito vrijedi i jednakost:
)4 k

1 —) 1+ —~)=R-m.

C"( 100 ( u 100) &

Sada moramo objasniti postupak utvrdivanja ukupnih kamata K .

Obracunavanje kamata je anticipativno, pa nakon oduzimanja uces-
¢a na iznos odobrenog kredita na pocetku prvog mjeseca, dug je
jednak stvarnom iznosu odobrenog kredita. Tako ¢emo svakog

. P . c .
mjeseca otplacivati stvarni dug — zajedno s kamatama.
m

Na pocetku prvog mjeseca kamate za taj mjesec su
" 12000

Nakon plac¢ene prve mjesecne rate, dug se smanjio na

C 1
cl——‘:cl<1——>
m m

$to znaci da na pocetku drugog mjeseca obracunavamo kamate za taj mjesec na
ostatak duga s kraja tog mjeseca, tj.

1

C1<1——>q
_ _ 1
om) Kﬂ@ >

K, = _ L
2 1200 27 1200 m

Dakle, dug se sada smanjio na

pa je na pocetku 3. mjeseca iznos kamata obracunanih za taj mjesec na preostali

dug jednak
- Ciq 2
Ki=—=—1(1——].
> 1200 < m>

53
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2.2

Sada je
Ci=Co—U=Cy—03Cy=0.7Cp.
Znamo da je i
r Cik _ 0.7Cy - k
100 100
odakle zaklju¢ujemo
0.7k=5.25, t. k=1725.

= 0.0525 Cy,

1
Bududi da vrijedi i relacija: k = % ocito je
24 -k 24-75
l=—= = 15.
" q 12

Konacno je trazeno rjeSenje m = 14 mjeseci.

Potrosacki kredit je odobren
uz 20 % ucesca u gotovini
iuz 10 % anticipativhu go-
diSnju kamatnu stopu, a iznos
mjesecne rate je 6.5 % izno-
sa odobrenog kredita.

Na koje je vrijeme odobren
ovaj kredit?

p=20%, g=10%, R =0.065Cy, m =?

Primjenom poznatih nam jednakosti, redom dobijemo:

C()p 20 - C()
= _ 030
100 100 0
Cy=Cy—U=Cy—0.2Cy = 0.8Cy,
_ Gk 0.8-Cok
K== 22 =00 _ (.008C,k
100 100 o

C, = C; + K = 0.8C) + 0.008Cyk.

Bududi da vrijedii C; = R-m, mozemo zakljuciti: 0.8 Cyp+0.008 Cy k =
0.065Cym.

1
Kada jednakost podijelimo s Cy i iskoristimo da je k = % =
10 1
% slijedi:
1 1
0.8 +0.008 - 0("217:) = 0.065m.

Rjesenje ove linearne jednadZzbe jest broj m = 13. Dakle, ovaj kredit je
odobren na 13 mjeseci.
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3 SLOZENI KAMATNI RACUN

m Slozeni kamatni racun

U uvodu smo se podsjetili na osnovne pojmove iz jednostavnog kamatnog racuna.
Ovdje ¢emo upoznati jedan, bitno druk¢iji nacin obracunavanja kamata, koji se,
po prirodi stvari namece sam od sebe.

Pri svakom kamatnom racunu radi se o poslovhom odnosu dviju osoba,
fizickih ili pravnih. Mogu to biti pojedinci, udruge, banke, Stedionice i
sli¢no. Jedna od njih, kako smo rekli jest duznik, a druga vjerovnik. Pri-
Primjerice, ako osoba ulozi u banku ili $tedionicu neki iznos, onda je ta
osoba vjerovnik i banka joj placa kamate. Ako li pak ta osoba podigne
zajam (kredit) u banci, onda je ta osoba duZznik i placa kamate banci.

Netko je ulozio u banku 50 000 kuna, uz 10 % godisnjih kamata. Kolika
je vrijednost te glavnice nakon prve, druge, trece, Cetvrte i pete godine? U
ugovoru stoji da StediSa moZe (ali ne mora) ulog podignuti na kraju svake
godine.

Uvedemo li uobicajene oznake, imamo Cy = 50000, p = 10 % ; treba
izraCunati C;, C,, C3, C4, Cs. Vrijednost kamata za jednu godinu
1ZNnosi:
K =Co- 2 —50000 -2 K, = 5000:
T 100 100 ST
Cy = Cyp+ Ky =50000 + 5000, C; = 55000 kuna;
Cr, = Cyp+2C; = 50000 + 1000 = 60000 kuna;

C3; = 65000 kuna; C4; = 70000 kuna; Cs = 75000 kuna.

Zaustavimo se jo§ malo na ovome primjeru.

Pokazimo kako je vjerovnik (sada je to osoba koja je uloZila novac u banku)
mogla, na kraju Stednje podignuti iznos veci od Cs = 75000 kuna, uz iste uvjete
ulaganja. Zamislimo da StediSa na kraju prve godine podigne svoj novac, to jest
i glavnicu i kamatu (55 000 kuna) i istog dana ih ponovno uloZi na $tednju. Sada
¢e se kamate za sljedecu godinu obracunavati na iznos od te trenutne vrijednosti

10
glavnice. Zato ¢e kamate za sljedecu godinu biti 55000 - 100 = 5500 kuna.

Vrijednost glavnice na kraju druge godine je jednaka 55000 + 5500, to jest
C, = 60500 kuna. Sada ulagaC ponovi taj isti postupak i na kraju trece godine,
to jest ponovo podigne sav svoj novac i ulozi ga na banku. Kamate za sljedecu

godinu ¢e iznositi 60500 - — = 6050 kuna. Vrijednost glavnice na kraju

trece godine je jednaka: C; = 60500 + 6050, to jest C3 = 66 550 kuna. Istim
postupkom dobijemo C4 = 73205 kuna i Cs = 80525.50 kuna.

Vidimo da se ovakvim postupkom dobiva veca kamata nego uobicajenim jednos-
tavnim kamatnim racunom. U ovom slucaju te su kamate ¢ak za 5525.50 kuna
vece od onih koje su obracunate prvim postupkom.
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SLOZENI KAMATNI RACUN

Sada ¢e se sigurno netko upitati: zaSto StediSe ne postupaju kao u naSem primjeru
i ne uvecaju dobit na svoje uloge?

Odgovor na ovo pitanje je jednostavan. Bankari su svjesni ove Cinjenice pa na
uloge oroCene na vrijeme dulje od jedne godine, kamatu obracunavaju upravo
kao da su formalno izvrSene one radnje podizanja i ponovnog ulaganja uloga. To
se ¢ini upravo zato da se ti postupci izbjegnu, jer bi to bankama samo povecalo
administraciju, a time i troSkove. Dakle, kamate su u ovom primjeru obracunate
jednim novim postupkom koji se zove slozeni kamatni racun.

U ¢emu je bitna razlika izmedu obracunavanja kamata jednostavnim i sloZzenim
kamatnim racunom?

Kamate pri jednostavnom kamatnom racunu obracunavaju se na kraju svakog
termina na pocetnu, to jest na istu vrijednost glavnice. Zato su te kamate za bilo
koja dva termina medusobno jednake, to jest one su jednake i za dva bilo koja jed-
naka razdoblja. Kod slozenoga kamatnog racuna, kamate za prvi termin (godinu)
obracunavaju se na glavnicu Cy, a za drugi termin na glavnicu C; = Cy + K] .
Bududi da je C; > Cp, kamate ¢e na kraju drugog termina biti vece od kamata
na kraju prvog termina. Iz istog razloga su i kamate nakon tredeg termina vece
od kamata nakon drugog termina.

Zakljucujemo da vrijedi opéenito K| < K» < K3 < ... K, < K11 < ...

Glavnica od 5326 kuna uloZena je uz 8 % jednostavnih kamata na vrijeme
od Cetiri godine. Kolika je razlika u konac¢noj vrijednosti iste glavnice
uloZene uz iste uvjete uz slozeno ukamacivanje?

Prije rjeSavanja zadatka, procijeni koja je od tih dviju vrijednosti veca.

Jednostavne kamate daju vrijednost glavnice:

4p 32 132
@) <1 = W) = 5326 - <1 = ﬁ) = 5326 - -5 = 5326 1.32

= 7030.32 kuna.

Da bismo izracunali vrijednost glavnice obracunate sloZzenim ukamaciva-
njem, postupamo ovako:

- 50 =5 (1+165)
Ci=Cy+Cyp-—=Co (1 + —
1 o+ Co 100 0 +1007

p

Cz:C1+C1-1%:C1(1+%>:Co<1+@)2.

4
Veé naslucujemo da je Cy = Cy (1 + %) . Odavde je C4 = 7245.96
kuna. Veca je, prema ocekivanju, vrijednost glavnice izracunata sloZenim

racunom. Razlika tih dviju vrijednosti iznosi 214.64 kune.

Na koju vrijednost naraste glavnica od 25 725 kuna, uz 6.25 % godiSnjih dekur-
zivnih kamata, za 4 godine?

3.1
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4 ZAJMOVI

138

®o

Zajam od 380000 kn odobren je na 4 godine, uz godi$nju kamatnu stopu
od 11 % i plac¢anje jednakih anuiteta krajem godine. Nakon treceg anuiteta
vrijeme otplate se produzava za dvije godine, a zajam se otplacuje jedna-
kim otplatnim kvotama. Odredi anuitete ovog zajma. Obracun kamata je
godisnji, slozen i dekurzivan.

Co=380000kn, n=4,p=11 = r=1.11.
Prve tri godine anuiteti su stalni i jednaki, pa vrijedi:
(r—1) LI14(1.11 — 1)
o1 0000
Dakle, anuiteti za prve tri godine su
a) = ap = az = 122484.01 kn.
Ostatak duga nakon 3. godine je

a=Cy- = 122484.01 kn

c 3 — 1 r—1 d
=a- =a- )
3 m=3(r—1) r(r—1)’ J
122 484.01
G =2 = 2 110345.96 kn.
r 1.11

Sljedece tri godine zajam se otplac¢uje po novim uvjetima:
C,=C;=11034596kn, n' =3, p=11,
a otplatne kvote su jednake:

/
RS0 _ ”033& — 36781.99 kn
n

11
1, = (o 1% = 110345.96 - 7o = 12138.056 kn.

Sada odredimo promjenjive anuitete:
as =14 + R =12138.056 + 36781.99 = 48 920.05 kn
Cy = C)— R =110345.96 — 36781.99 = 73 563.97 kn

11
Is=C,- 1% = 73563.97 - o5 = 8092.04 kn

as = Is + R = 8092.04 4 36 781.99 = 44 874.03 kn
Cs =C4 —R=73563.97 —36781.99 = 36781.98 kn

11
Ig=Cs - 1% = 36781.99 - 7= = 4046.02 kn

as = Is + R = 4046.02 + 36781.99 = 40 828.01 kn.
Anuiteti za zadnje tri godine otplate zajma su:
ay = 48920.05 kn, as =44874.03kn, as = 40828.01 kn.

Mali
m‘%te.?(‘a“c“' Zajam (anuiteti, otplatne kvote, kamata, ostatak duga). Otplatna tablica. Kontrola
riecni otplate zajma. Krnji anuitet. Konverzija zajma.



KONVERZIJA ZAJMA

4.5

- Zadatci 4.5.

1.

Jednom poduzecu je odobren zajam od:
1) 500000kn; 2) 600000 kn

natri godine, uz godisnju kamatnu stopu od 9.5 %
i pladanje jednakih anuiteta krajem godine. Na-
kon uplate drugog anuiteta mijenja se godisnji
kamatnjak na 11 i produZuje rok otplate za 2 go-
dine. Sastavi tablicu otplate zajma. Obracun
kamata je sloZen, godi$nji i dekurzivan.

Odobren je zajam od 400 000 kn na 4 godine, uz
godisnji kamatnjak

1) 9%; 2) 10 %;

i placdanje anuiteta krajem godine, te jednake otp-
latne kvote. Nakon pladenog treceg anuiteta rok
otplate se produzuje za godinu dana, a zajam se
nastavlja otplacivati jednakim anuitetima. Izra-
di otplatnu tablicu. Obracun kamata je sloZen,
godisnji i dekurzivan.

Obrtniku je odobren zajam od 350 000 kn na

1) 6 godina; 2) 8 godina;

uz godiSnji kamatnjak 8.5 % i placanje jednakih
anuiteta krajem godine. Nakon uplate 4. anuiteta
zajam se nastavlja otplacivati jednakim otplatnim
kvotama, uz godisnju kamatnu stopu od 9 %. Od-
redi otplatne kvote ovog zajma. Obracun kamata
je slozen, godisnji i dekurzivan.

Zajam od:
1) 440000kn;2) 480000kn;3) 520000 kn

odobren je na 4 godine uz godi$nju kamatnu sto-
pu od 10 % i placanje jednakih anuiteta krajem
godine. Nakon uplate drugog anuiteta kamatna
stopa se mijenja na 11.2 %, a otplata se nastavlja
po modelu jednakih otplatnih kvota. Sastavi otp-
latnu tablicu. Obracun kamata je godi$nji, sloZen
i dekurzivan.

5.

Zajam od 550 000 kn odobren je na 4 godine uz
godis$nju kamatnu stopu od:

1) 9%, 2)12%

i pladanje jednakih anuiteta potkraj godine. Na-
kon uplate drugog anuiteta vrijeme otplate zajma
se produzuje za godinu dana. Odredi anuitete
ovog zajma. Obracun kamata je sloZen, godiSnji
i dekurzivan.

Zajam od 480000 kn odobren je na 4 godine uz
10 % godis$njih kamata i placanje anuiteta krajem
godine, tako da je svaki anuitet dvostruko veci
od prethodnog. Nakon uplate treeg anuiteta vri-
jeme otplate zajma se produzuje za 2 godine, a
zajam se nastavlja otpladivati jednakim anuiteti-
ma. Odredi anuitete. Obracun kamata je sloZen,
godisnji i dekurzivan.

Zajam od 650000 kn je odobren na tri godine,
uz godi$nju kamatnu stopu od 10.9 % i placanje
anuiteta krajem godine, pri cemu je svaka otplat-
na kvota trostruko veca od prethodne.

Nakon uplate drugog anuiteta vrijeme otplate zaj-
ma se produzuje za tri godine, a zajam se nastavlja
otpladivati jednakim otplatnim kvotama.

Odredi anuitete. Obracun kamata je sloZen, go-
disnji i dekurzivan.

Poduzecu je odobren zajam od 540000 kn na:
1) 4 godine; 2) 6 godina,

uz godis$nji kamatnjak 8 %, jednake otplatne kvo-
te 1 placanje anuiteta krajem godine. Nakon up-
late drugog anuiteta kamatna stopa se mijenja na
7.5 % 1 pocinje otplata zajma po modelu u kojem
je svaki anuitet za 20 % veci od prethodnog.

Odredi anuitete zajma. Obracun kamata je slo-
Zen, godiSnji i dekurzivan.
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PRESJEK PRAVACA 5 . 2

Zadan je trokut ABC, pri¢emusu: A(—1,4), B(1,—3), C(5,2). Odredi
jednadzbu pravca na kojem lezi teziSnica iz vrha B ovog trokuta.

Prisjetimo se!

TeZisnica jest duZina unutar trokuta koja spaja jedan njegov vrh i poloviste
njemu nasuprotne stranice.

U ovom zadatku traZimo pravac na kojem leZi teZiSnica #,, pa ¢emo naj-
prije odrediti poloviSte stranice AC zadanog trokuta, tj. tocku B’ .

— 1
Za koordinate polovista duzine AC vrijedi: x' = 5<XA +xc) iy =
1
) (ya + yc) . Zato zakljuujemo:
—1+5 442
4 pu— pu— 2 f/ = — = 3.
! 2 PV T
Zi hEd / Sada je B'(2,3) , a traZeni pravac jest
t\ B’ pravac BB’ za koji vrijedi:
\ ~
[\ ¢ y—y =2 —x)
. / X2 — X1
-3-3
-1 o0 2 ¥ o4 X _3— —9
4 \ 1 y =5 *=2)
> \/ y—3=06(x—2)
3 [% y=06x—09.

Graficka metoda odredivanja presjeka pravaca (tj. rjeSavanja sustava linearnih
jednadzbi s dvjema nepoznanicama) Cesto nam pomaze da lakSe razumijemo
neke teorijske Cinjenice.

Pokazimo to na sljede¢im primjerima.
U kojoj se tocki sijeku pravci 2x —3y+9=01 —4x+6y+2=07?

Rijesimo sustav metodom suprotnih koeficijenata:
2x—3y+9=0 /~2

—4x+6y+2=0
4x — 6y + 18 =0
—4x+6y+2=0

20 = 0 = nije istinito niti za jedan par (x,y).
Znadi, zadani sustav nema rjesenja!
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5 LINEARNI MODEL PROIZVODNJE

Objasnimo dobivene rezultate grafickom metodom rjesavanja. Dakle, na-
crtajmo zadane pravce u istom koordinatnom sustavu.

y

Pravci su paralelni (i sigurno se ne sijeku).

Do istog zakljuc¢ka mogli smo doci i bez crtanja pravaca. Jer, ako obje
jednadzbe zapiSemo u eksplicitnom obliku, slijedi:

3y=2x+9 /:3 i 6y=4&-2 /:6

2
y—§x+3 y=3%—3

Ocito pravci imaju isti koeficijent smjera &, tj. isti nagib prema osi x, Sto
znaci da su paralelni i zato sustav nema rjesenja.

Matemati¢kim rje¢nikom (operatorima) piSemo: p; || p» < ki =k;.

U kakvom su medusobnom poloZaju pravci:

1) y=3x—1iy=3x+2; 2) 2x—y+4=012y—4x—5=0;
3) x=3i2x+1=0; 4 y+1=0iy=2?

Odredi sjeciSte pravaca y —2x+3 =01 4x —2y — 6 =0.

Pripadni sustav jednadzbi rijeSimo metodom supstitucije:
y=2x—-3
4x -2y —6=0
4y —2(2x—3)—6=0
0=0
—> ova jednakost je istinita za svaku to¢ku (x,y) zadanih pravaca.

KaZemo da sustav ima beskonacno mnogo rjesenja.

Kako objasnjavamo to rjesenje?
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PRESJEK PRAVACA

Ako obje jednadZbe pravaca zapiSemo u eksplicitnom obliku, dobijemo:
y=2x—3 i 2y=4x—-6 — y=2x—3.

Dakle, obje jednadzbe sustava znace isti pravac. Sve tocke tih pravaca su
zajednicke, pa zato sustav ima beskona¢no mnogo rjesenja!

Nauc¢imo jo$ nesto o pravcima.

3
Nacrtaj pravce y = Ex +2 1 2x+ 3y — 6 = 0 1 odredi njihovo sjeciste.

y .y Vec nam je iz_ dobivenog grafa jas-
no da je presjek toc¢ka S(0,2).

S

S
X >/¢ Ali, slika nam pokazuje i da su na-
crtani pravci medusobno okomiti!

S 379 0 ~u 5 5  Kako cemo znati tu ¢injenicu, a da
; pri tome ne moramo nuzno i crtati
N zadane pravce?

Jednadzbe pravaca prikazimo u eksplicitnom obliku:

3
y=zx+2 i 3y=-2x+6 /:3

2
2
=—=x+2
y 3x +
Dakle, koeficijenti smjera zadanih pravaca su k; = 2 ik = —3° Opet

postoji neka “veza” izmedu dobivenih nagiba, tj. medusobno su recipro¢ni
brojevi, suprotnih predznaka.

Zato zakljuCujemo: ako su pravci p i p, medusobno okomiti, tada su im
koeficijenti smjera medusobno reciprocni brojevi, suprotni po predznaku.

Matematickim oznakama pisemo:

1
P1 J_pz < k] = _k_ ili k1k2 = —1.
2

U kakvom su medusobnom poloZaju pravci:
1) 2x—y—2=0ix+2y+3=0; 2) x=21iy=3;
3) 2x+3=0i2y—1=07?

To¢kom A(—2,6) poloZi pravac okomit na pravac x + 5y — 6 = 0.

1
Uvjet okomitosti dvaju pravaca jest k; = 0 Zato najprije odredimo
2

nagib zadanog pravca:

9.2
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5 LINEARNI MODEL PROIZVODNJE

x+5y — 6 =
S5y=-x+6 /:5
1 6
y:—§x+§.

1
Dakle, k; = ~3 pa je nagib trazenog pravca (kroz tocku A) k, = 5,

a jednadzbu éemo mu odrediti koriste¢i jednakost y — y; = kp(x — x1).
Uvrstimo koordinate tocke A(—2,6) i dobijemo:

y—6=>5(x+2)
y = 5x+ 16.

Odredi ortogonalnu projekciju to¢ke 7'(3,—1) na pravac x+2y—6 = 0.
Prisjetimo se!

Ortogonalnu projekciju tocke na neki pravac dobijemo presjekom zadanog
pravca i pravca kroz zadanu tocku koji je okomit na taj pravac.

4 /
] N / Dakle, najprije odredimo koefici-
& 6%, ) jent smjera zadanog pravca.
/, ’
1 L x+2y—-6=0
-1 o 2 3/ 4 3 2y=-x+6
- 1
T =——x+3.
-2 /I/ y 2x

Zbog svojstva okomitosti, pravac kroz tocku 7 imat ¢e koeficijent smjera
k = 2, pa je jednadZba tog pravca:

y+1=2(x—3)
y=2x—1.
TraZena ortogonalna projekcija tocke 7' bit Ce rjeSenje sustava:
x+2y—6=0
{ y=2x—-17
x+22x—-7)—6=0
5x =20
x=4 = y=1.

Rjesenje zadatka jest tocka 77(4,1).

Primijetimo i ovo! Dobili smo tocku na zadanom pravcu koja je najbliza tocki
T, $to zna¢i da mozemo odrediti i udaljenost od tocke 7 do tog pravca.
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Sjeti se! d(T,T") = /(¥ —x)2 + (y/ — y)? (udaljenost dviju to¢aka u koordi-
natnoj ravnini).

Rjesavanjem prethodnog primjera u opcenitosti zakljucujemo:

B |A)Co + Byy + C|

VAR

udaljenost tocke T(x,y) odpravca p... Ax+ By + C =0.

d(T7 T/) - d(Tvp)

Odredi udaljenost tocke 7'(1,—2) do pravca 24x — 10y — 22 = 0.

Koristimo prethodno dobivenu jednakost:
_[24-1-10-(-2)—-22| 11

24 + (—10)2

Kolika je udaljenost izmedu pravaca p ... 3x —4y—20=01is... 6x —
8y +25=07?

Najprije primijetimo da su zadani pravci medusobno paralelni. Dakle,
odaberemo po volji to¢ku na jednom od zadanih pravaca i odredimo nje-
zinu udaljenost do drugog pravca.

Neka je odabrana to¢ka na pravcu p, npr. A(0, —5). Sada je:
_16-0-8-(=5)+25] 65 13

d(p,s) =d(A,s) GEAEDE =10=- 73"

y

)

E'S

NYSRENN

9.2
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Odredi koordinate sjeciSta pravaca zadanih jed-
nadzbama:

1) x=2,3x+y=7;

2) y+3=0,2x4+y—2=0;
3) 2x—6=0,x—2y+3=0;
4) x=3y,2x+3y—18=0;

4
5) y=§x,4x—|—3y—|—1:O;

6) 2x+y=0,3x+4y+5=0.

U kojoj tocki se sijeku pravci:

1) x—y+4=0,x+2y=0;

2) x+y+3=0,3x—2y+9=0;

3) 2x—y+6=0,x—2y+6=0;

4) 2x—3y+11=0,3x—y+5=0;
5) 2x+3y—2=0,4x—-9y+1=0;
6) 8x—06y+25=0,4x—3y+25=07?

Odredi jednadzbu pravca koji prolazi sjeciStem
pravaca p; i p, i zadanom tockom T, ako je:

1
1) p1...y+3=0,p2...y:5x—5,T(373);
2) pr... 2x=3y+11=0, py... 3x—y+ 5=0,
T(1,2);
3) pi... x =3y, pp... 2x+3y— 18 =0,
7(0,0);

4) p...y=2x+6,py... — =+ =0,

T(—1,4).

QN =
W<

Odredi koordinate vrhova i povrsinu trokuta ABC
ako mu stranice leZe na pravcima:

1) a... y =x+4+3, b... y = =3x+5,
c... x+2y=0;

2) a...y=-8x+45,b... 2x—3y+5=0,
c...4x+T7y—3=0;

3) a...3x+4y—47=0,b... 21x+8y—49=0,
c...9%x+2y—-31=0.

Nadi jednadzbu pravaca na kojima leZe dijagona-
le cetverokuta ABCD kojemu su vrhovi:

A(_17_4)7 B(67 _6)3 C(774)7 D(272)

Pripada li sjeciSte dobivenih dijagonala osi aps-
cisa?

Odredi realni parametar a tako da:

10.

11.

12.

13.

a+1 .
1) pravac y = 3 X + 2 ne sije¢e pravac
y=2x-—3;
2) pravac y = ——x — 1 ne sijeGe pravac
2a+3
= a; x+4;

3) pravac 12x — ay 4+ 13 = 0 ne sijece pravac
3x+2y+7=0.

Odredi realni parametar a tako da su zadani prav-
ci paralelni:

1) y=—4x+1,5x+ay—3=0;

2) x—2y+6=0, ax+3y+7=0;

3) (a+1)x+2y+4=0,3x+ay—8=0.

Odredi realni parametar a tako da je pravac
(@a+3)x+(a—4)y+a—17=0

1) paralelan sa osi x;

2) paralelan sa osi y;

3) prolazi ishodiStem koordinatnog sustava.

Koliki je realni parametar m ako se pravci (m —
2)x+4y =91 (m+ 1)x — 3y — 18 = 0 sijeku
na osi apscisa? Odredi to sjeciste.

U zadanim jednadzbama pravaca odredi realni
parametar p tako da pravci p; i p, budu medu-
sobno okomiti:

1) p1... x+3y—6=0, pr... px—2y + 1=0;
2) p1... 2x—py+2=0, pp... x+ 2y +4=0;
3) pr... px+y+3=0, pr... px—4y—3=0;
4) p;... px+3y—4=0, p>... 2x—py—1=0;
5) pi... px+2y—1=0, ps... 3x+ py—2=0.

Odredi jednadzbu pravca kroz to¢ku A(5, 1) koji
je:

1) paralelan; 2) okomit

Y

=1.
6

X
na pravac —= +

7
Kako glasi jednadZba pravca koji prolazi tockom
A(—3,—4),aokomit je napravac PR, P(—5,2),
R(4,-1)?

Odredi ortogonalnu projekciju toéke T(—1,4)
na pravac 2x + 3y +3 =0.



Odredi ortogonalnu projekciju tocke A(—7, —2)

Xy
na pravac — — - = .
P 473

Odredi to¢ku simetri¢nu tocki 7(1,6) s obzirom

2
na pravac y = §x—|— 2.

Koliko je to¢ka T(—1,1) udaljena od pravca
Sx—12y —22 =07
Odredi medusobnu udaljenost pravaca:

1) 8x—6y+25=0, 4x—3y+25=0;
2) 3x+5y—15=0,3x+5y+9=0.

Povijesni kutak

PRESJEK PRAVACA

Kolika je povrSina kvadrata kojem dvije stranice
leZe na pravcima 3x+2y—5=013x+2y+8 =
0?

Koliki je opseg kruznice kojoj je srediste tocka
S(3,—5), a pravac 4x — 3y — 12 = 0 tangenta
na kruZnicu?

Kolika je duljina visine v, u trokutu ABC ako
su mu vrhovi:

1) A(-2,2), B(4,—1), C(2,5);

2) A(=3,-1), B(7,-6), C(5,6)?

O,

Logaritamske tablice koje je uredio Juraj Majcen prema tablicama koje su ob-
javljene 1920. godine, a koje je izradio, tada ve¢ preminuli njemacki matematic¢ar

Oscar Schlomilch.

| siovo \ Tzgovor | Slovo 1 Tzgovor | Siove | Igovor | Siovo | Tzgovor
e | Fon | 3 T | =
25 e e s \Lhm e L | iosien
ry | oo | L | P 6o | omcon| o | 8
a3 | dam K |wppm | Ma| B Xx | on
Eo | | A% e | pojn | w0
zt | den |y | mi So@| sgma | g0 | omem

=
= 9 XX1=21 LX = 60| CC=200| cu=m
ToT] o] aacE] s o | cmen
RS gated Il i
o It e o i
st S eyt e i
VI=6 XLI=41 XCI= 91] DCC =700 MM =
VII=17 XLIX»AQl XCIX = =800 MMM =
Tl > =
. snaabia bR raeimas
- e g —
TR v [semlom] |

= 5 i
)t D, da, dk| 10| deci
sl THE :
AN T AR 2

s s &

= Bie .

g G | 100 peno (milimikeo) n (@)
10| tera b 10 (mikromikro) P ()
NB! Treba izbjegavati jedinice izratene s 10Y, 10° 104 lﬂfﬂf_ln'rlﬂ‘ 10+, 105

B S

V. 0ZNAKE I DIMENZIJE NORMALNIH FORMATA rm) :
i 0 1:y7 (1:1414). Osnovai
Osuovne grope A, B, C, D stranice se u njima odoose ka0 1:Y7 4
6 ijdle s na klase. Broj klase oznafuje broj provijanja csuovaog
formati Ao By o Dy UG 202 Najwatnip o groFa A

vrijednosti

Osim logaritamskih tablica, u knjizi se nalaze sljedeéi sadrZaji:
Prirodne vrijednosti trigonometrijskih funkcija, Logaritmi trigono-
metrijskih funkcija, Duljine kruznih kukova, 2. i 3. Potencije,

0 , 2.1 3. Korijeni brojeva od 1 do 100, Logaritmi

kamatnih faktora, Metarske i ostale mjere, Matematicke, fizicke i
astronomske konstante, periodni sustav elemenata, Geografske ko-

s . - < . : - b

U Ee—— wyme | g ordinate. Knjiga zavrSava popisom svih formula iz srednjoskolske
o ety X o0 oo g

Bl o= m& @ | e matematike.

flame meRm | a2

B | ERi ugowR | o

Ostale sman mate:
By..-..1000 X 1414 m; Co....917 X 1207 man; Dy..... 771X 1090 mm.

MATEMATICKE
TABLICE I FORMULE

ZA TEHNICKE SKOLE

Matematicke tablice i formule za tehnicke $kole, knjigu je sastavio Vladimir Ji-

rasek. Ova je knjiga dosta opSirnija od prethodne, to jest sadrZi neka matematicka =

i ina podrucja koja ne spadaju standardni srednjoSkolski (gimnazijski) program. To S
najbolje pokazuje podatak o broju tablica: u prethodnoj knjizi ima ih 10, a u ovoj

30.

SKOLSKA KNJIGA
ZAGREB 1957

9.2
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MINIMUM | MAKSIMUM FUNKCIJE NA KONVEKSNOM SKUPU

Odredi minimum funkcije f (x,y) = 10x + 5y na skupu to¢aka ravnine za
koje vrijedi:

—2x+y—4<0
2x+y—8<0
x>0

y=2

Graficki prikaZzimo rjeSenje zadanog sustava!

Ocito smo dobili (konveksni) Cetve-

)j\ ) rokut ABCD, s vrhovima: A(0,2),
' y=2xt4 3(3,2), C(1,6),D<0,4)
5| /C Provjerimo vrijednost funkcije f u
A dobivenim vrhovima:
- £(0,2)=10-0+5-2=10
=2l /|4l I8 £(3,2)=10-3+5-2=40
‘ f(1,6)=10-1+5-6=40
i £(0,4)=10-0+5-4=20.
3 A -1 o0 2 3 x
/ = y=-2x48\ Lako se vidi da je minimum funkcije

10 i da ga funkcija postiZe u tocki A.

Maksimiziraj funkciju f (x,y) = 2x+y naskupu to¢aka ravnine, uz uvjete:

2x+y—-10<0
x+2y—82>0
x>0
y=20

Rjesenje zadanog sustava je sva- \y

ka tocka dobivenog presjeka, tj.
skup prikazan na slici desno. —

Provjerimo vrijednost zadane
funkcije u dobivenim vrhovima
trokuta:

£(0,4)=2-0+4=4
f4,2)=2-4+2=10
£(0,10)=2-0+10= 10

| /

U J-'L/ R N - ) &4
Q
il
N

A(0,4)

Funkcija je maksimalnu vrijed- Q B(4,2)

nost postiglau tockama B i C, v’

a to znaci da zadana funkcija t

svoj maksimum postizZe i na ci- X

jeloj duzini BC.

9.9
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9

LINEARNI MODEL PROIZVODNJE

O

Povijesni kutak

JOHANN CARL FRIEDRICH GAUSS

Johann Carl Friedrich Gauss (1777. — 1855.) bio je jedan od najvecih ma-
tematicara u povijesti ljudskoga roda. Jo§ za Zivota su ga laskavo prozvali

princeps mathematicorum (poglavar matematicara).

2l

Mali
matematiéki Jednadzba pravca (eksplicitni, implicitni, segmentni oblik). Nagib pravca. Presjek

riecnik pravaca. Kut izmedu dvaju pravaca. Paralelni pravci (k; = k;). Okomiti pravci

1
(ky = —k—). Udaljenost tocke do pravca. Konveksni skupovi. Poluravnine. Ekstre-

2
mi na konveksnom skupu. Problem linearnog programiranja (funkcija cilja, optimalno

rieSenje).

- Zadatci 5.7.

182

1.

Zadane sustave rijesi primjenom Gauss-Jordanove 3.
metode eliminacije:
3x—y=4 2x —3y=—6
1) X =y 2) X y
4x+3y=1 x+4y=28
2 =—1 2 =—4
3) x + 3y 4 X + Sy
3x—y=-17 x—3y=9

Zadane sustave rijesi koriste¢i Gauss-Jordanovu
metodu eliminacije:

xX+y+z=2 x+y+z=4
1) 2x+3y+2z=3 2) 3x+4y—z=-1
—x+y+4z=10 2x—y+3z2=3
x+y—2z=0 X+2y+5z=—-4
3) ¢ x+2y+3z=—5 4) 2x —2y+4z= -2
2x—y—13z=17 y—3z=7

2x+5y+4z=4
5) x+4y+3z=1
x—3y—2z=5

Odredi rjeSenja zadanih sustava jednadzbi koris-
te¢i Gauss-Jordanovu metodu eliminacije:
x+2y—3=3
1)¢ 2x—2y=—6
2x+4y —6z2=06

x—=3y+6z=4
2){ —4x+ 12y — 24z =17
3x—=3y+z=5
x+5y—3z=2
3){ 4x—y—2z=0
—2x—10y+6z=3
x+3y—2z=1
4){ 2x —3y—4z=28
3x+9y—62=3
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6 PLEMENITE KOVINE

m Plemenite kovine

Iz kemije znamo da se svaka tvar sastoji od molekula, a molekule se sastoje od
odredenog broja manjih Cestica koje zovemo atomima. Sto se sastava tiCe, pos-
toje dvije vrste molekula; jedne su sastavljene od istovrsnih, a druge od razlicitih
vrsta atoma. Tako se, primjerice, molekula kisika sastoji od dva atoma iste grade,
§to oznacavamo O, , a molekula sumporne kiseline (H,SO4) sastoji se od sedam
atoma: dva atoma vodika (H), jednog atoma sumpora (S) i Cetiri atoma kisika
(O).

Tvari cije se molekule sastoje od istovrsnih atoma zovu se kemijski elementi.
Kemijske elemente prema njihovu sastavu i svojstvima dijelimo u vise skupina.
Posebna skupina elemenata su kovine ili metali. Temeljna fizicka svojstva ko-
vina su: u normalnim uvjetima (osim zive, Hg) u prirodi se nalaze u ¢vrstom
agregatnom stanju, mogu se kovati (odakle i naziv), dobri su vodici elektriciteta
i topline.

Otkrice i tehnologija kovina uvelike su pridonijeli razvitku i napretku ljudskog ro-
da. Tako su neka razdoblja civilizacije na Zemlji nazvana po kovinama: bakreno,
Zeljezno i mjedeno doba.

Posebna vrsta kovina su plemenite kovine. Toj skupini pripadaju zlato
(Au), srebro (Ag), platina (Pt), iridij (Ir) i joS neke kovine.

Vecina kovina u prirodi nije postojana u ¢istom stanju.

Tako Ce, primjerice, Zeljezo u dodiru samo sa zrakom nakon nekog vre-
mena zahrdati. Hrdanje je zapravo oksidacija, to jest spajanje s kisikom.
Isto tako, kovine u dodiru s kiselinama daju posebne spojeve koji se zovu
soli. Soli i oksidi nemaju ni kemijska ni fizicka svojstva kovina.

Plemenite kovine (pogotovo zlato i platina) su prakti¢no postojane, to jest ne
mijenjaju se ni nakon duzeg vremena tijekom kojega su izloZene vanjskim utje-
cajima. Zato su zlato i srebro, jo§ u drevnim civilizacijama imali veliku vrijednost,
a u razmjeni dobara imali su ulogu koju danas ima novac. I danas drzave svoje
financijske pri¢uve polazu u zlatu i nadziru trgovinu zlatom.

Kovine imaju jo$ jedno vazno svojstvo koje nismo spomenuli, to je slitivost. Dvi-
je ili viSe kovina rastale se i u teku¢em stanju dobro izmijeSaju i nakon hladenja
prijedu u ¢vrsto stanje. Tako nastale tvari zovemo slitinama ili legurama. Pojedini
dijelovi slitine ne mijenjaju svoja kemijska svojstva, ali se fizicka svojstva, kao
Sto su ¢vrstoca i elektri¢na vodljivost mijenjaju. Zato se, zbog posebnih razloga
i za razne potrebe proizvode slitine plemenitih kovina s neplemenitim.

Sve §to je dosad receno su kratki kvalitativni podatci o plemenitim kovinama.

Kako se definiraju kvantitativne vrijednosti slitina plemenitih kovina, pokazat
¢emo u sljedece dvije tocke.
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7

DEVIZE

Verizni racun

198

Primjer 1.

Ako imamo problem u kojem veli¢ina x; zavisi o veli¢ini x, , veliina x, zavisi
o veli¢ini x3, veli¢ina x3 o x4 i tako redom do neke veli¢ine x,_;, koja zavisi
o veli¢ini x,, tada je ocito i veli¢ina x; zavisna o veliini x,. Verizni racun
bavi se upravo ovakvim problemima (pri ¢emu su navedene veli¢ine medusobno
razmjerne).

Promotrimo jedan jednostavan primjer.

Cijena 5 kg jabuka je ista kao cijena 3 kg kruSaka, 4 kg krusaka stoji kao
7 kg naranci, 9 kg naranci ima istu cijenu kao 4 kg grozda. Ako 7 kg
grozda stoji 105 kuna, kolika je cijena 9 kg jabuka?

Uvedimo oznake: x; —cijena za 1 kg jabuka;

X, —cijena za 1 kg kruSaka;
x3 —cijena za 1 kg naranci;
x4 —cijena za 1 kg grozda.

1z zadanih podataka zakljucujemo:

5X1 = 3X2, 4X2 = 7X3, 9X3 = 4X4, 7X4 = 105 kn.

Ocito najprije racunamo cijenu grozda, jer je

x4 =105:7 =15 kn.

Sada je
4 20
X3 §X4 = ? kn,
7 35
X3 ZX3 = 3 kn;
3
X1 = §X2 = T7kn

Rjesenje zadatka je 9x; = 63 kn.

Primjenom veriznog racuna zaklju¢ujemo (zbog navedenih jednakosti):
5X1 . 4X2 . 9X3 . 7X4 = 3X2 . 7X3 . 4X4 . 105,
pa vrijedi
3.-7-4. IOS-X2 c X3 - X4
5'4-9-7-X2'X3 + X4

ili x; = 7 kn, odnosno 9x; = 63 kn.

X1 =

Kako sastavljamo karakteristi¢nu shemu za verizni racun?

Uspostavimo niz redaka od po dva ¢lana, s time da u prvi redak upiSemo
ono §to se trazi, tj.
x kuna — 9 kg jabuka



VERIZNI RACUN

Svaki sljedeci redak zapocinjemo veli¢inom drugog ¢lana prethodnog re-
tka. Verizni racun uvijek zavrSava veli¢inom kojom je zapoceo (u ovom
slucaju kunama).

Tako vrijedi:
x kuna — 9 kg jabuka
5 kg jabuka — 3 kg kruSaka
4 kg krusaka — 7 kg naranci
9 kg naran¢i — 4 kg grozda
7 kg grozda — 105 kuna

S 9.3.7-4-105

_ — 63 kn.
* 5.4.9.7 63 kn

Jedna tona nekog proizvoda u Becu stoji kao 5 m? gradevinskog zem-
ljista u tom gradu. 7 m? zemljiita u Bedu ima istu cijenu kao i 10 m?
takvog zemljista u Zagrebu, a 8 m? gradevinskog zemljista u Zagrebu
stoji 1440 kn. Ako 20 eura vrijedi 150 kn, koliko ¢e eura stajati 35 tona
navedenog proizvoda u Becu?

Postavimo verizni racun:
xeura — 35t
1t — 5m? zem. u Becu
7 m? zem. u Beu — 10 m* zem. u Zagrebu
8 m? zem. u Zagrebu — 1440 kn
150 kn — 20 eura
st e L 35-5-10-1440-20
1-7-8-150

Cijena 35 t zadanog proizvoda u Becu je 6000 eura.

= 6000 eura.

3 ¢ vina stoji kao 10 kg Secera, 3 kg Secera ima istu cijenu kao i 2 kg
tjestenine, 3 kg tjestenine stoji kao 2 ¢ ulja, a 4 ¢ ulja je 54 kune. Kolika
jecijena za 5 ¢ vina?

Po veriznom rac¢unu zakljucujemo:
x kuna — 5 ¢ vina
4 ¢ vina — 10 kg Secera
3 kg Secera — 2 kg tjestenine
3 kg tjestenine — 2 £ ulja
4 { ulja — 54 kune

7.2
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