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1 BROJEVI

Broj je osnovni pojam matematike. Tijekom dosadasnjeg Skolovanja upoznali
smo temeljna svojstva skupa prirodnih brojeva N, cijelih brojeva Z., racional-
nih Q, realnih R i kompleksnih brojeva C. Svakako najjednostavniji medu
njima je skup prirodnih brojeva. Na pocetku ovog poglavlja istaknut cemo neka
dodatna svojstva ovog skupa. Pokazat cemo zatim kako se krenuvsi od skupa
N dobivaju sloZeniji skupovi brojeva. Detaljnije cemo obraditi svojstva realnih
brojeva, jer se na njima zasniva matematicka analiza, disciplina koju é¢emo pro-
ucavati u nastavku, kao i svojstva kompleksnih brojeva, zbog njihove vaZnosti u
primjenama.

m Brojevni sustavi

B Pozicijski zapis brojeva NN}

Nacin na koji mi danas zapisujemo brojeve ima dvije bitne karakteristike. To je
pozicijski zapis, koji koristi deset razli¢itih znamenaka: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,
9.

Sto karakterizira pozicijski zapis? Vrijednost znamenke nije odredena samo nje-
zinim iznosom, veé i mjestom u zapisu broja na kojemu se ona nalazi. Svako
mjesto u zapisu broja ima svoju teZinu, koja se povecava deset puta za svaki
pomak znamenke ulijevo: u broju 237 znamenka 7 je znamenka jedinica koja
vrijedi 7, znamenka 3 je znamenka desetica koja vrijedi 30 (trideset) jedinica, a
2 je znamenka stotica koja vrijedi 200 (dvije stotine) jedinica.

Za nekog tko slabije prebrojava kazemo da “broji na prste”. Medutim, ¢injenica
da osoba ima deset prstiju upravo je i odredila nacin naseg brojenja: vece brojeve
iskazujemo s pomocu potencija broja deset. Tako, primjerice, broj tri stotine
dvadeset Sest prikazujemo s pomocu potencija broja 10 ovako:

3-100+2-10+6=3-10>+2-10+6

i taj broj zapisujemo kratko kao 326, pazeci na poloZaj svake znamenke u ovom
zapisu. Broj 35206 moZemo napisati ovako:

35206 =3-10000 + 5- 1000 +2- 100 + 6 = 3 - 10* +5-10° +2- 10* + 6.
Opéenito, viseznamenkasti broj N zapisujemo kao N = a,a,_1 ...ajag. Vri-

jednost tog broja je
N=a, 10" +a,_; - 10"+ ... +a; - 10+ ao.
Njegove znamenke a,...,ay,ag cijeli su brojevi iz skupa {0,1,2,...,9}. Za

broj kazemo da je zapisan u dekadskom sustavu ili sustavu s bazom 10.

—_— —

Za bazu brojevnog sustava mozemo uzeti bilo koji drugi prirodni broj veci od 1.



BROJEVNI SUSTAVI

1.1

" Zapis broja u sustavu s b

Neka je b > 1 prirodan broj. Prirodni broj N zapisan u pozicijskom

sustavu s bazom b ima vrijednost:

N = apay_1 ... ara) =ap V' +ap_ -V . +a b+ ag.

Znamenke ag, ay, . . ., a, cijeli subrojevi iz skupa {0,1,2,...,b—1}.

Indeks (b) oznacava u kojoj je bazi zapisan broj.

Tako, primjerice, 152(g) predstavlja broj zapisan u sustavu s bazom 8. Koji je

to broj u dekadskom sustavu? Racunajmo ovako:

152(g) =182 +5-8+2=64+40+2=106(,9).
Po dogovoru, brojeve u dekadskom sustavu pisat ¢emo bez oznake baze:

O

Povijesni kutak

ZAPISIVANJE BROJEVA

Prirodne brojeve danas zapisujemo na ovaj nacin: 1, 2, 3...Zapis broja ne smi-
jemo poistovjetiti sa samim brojem, jer se isti broj moZe zapisivati na razlicite
nacine.

Rimljani su u tu svrhu rabili slova svoje latini¢ne abecede. Sloval, V, X,L,C,D,M
oznacavala su redom brojeve 1, 5, 10, 50, 100, 500, 1000. Njihovim kombiniranjem
mozemo zapisati viseznamenkaste brojeve: MCMXCVI predstavlja broj 1996, dok
se 1886 pise MDCCCLXXXVI. Ocito je ovakav nacin zapisivanja pogodan samo
za zapis broja, a nikako i za raCunanje s takvim brojevima (kako pomnoziti XCVI
s DCCXLI?).

Slican sustav zapisivanja brojeva koristio se i u drugim kulturama. Grci su za
oznaku brojeva koristili pocetno slovo odgovarajuce rijeci, pa su brojeve 1, 5, 10,
100, 1000, 10000 oznacavali s I, IT1, A, H, X, M. Vidi detalje na web-stranici
en.wikipedia.org/wiki/Numeral_systems.

Takav se sustav koristio i kod nas u doba uporabe glagoljice. Prakticki je svako
slovo glagoljice imalo i svoju numericku vrijednost. Da slovo predstavlja u stvari
broj upozoravao je kvadrati¢ ispred njega, ili vitica zapisana iznad slova.

Brojevi na ruénoj uri oznacavaju se vrlo cesto rimskim znamenkama, od I do XII,
kao i mjeseci u kalendaru.

Sat na splitskoj Pjaci ima brojc¢anik s 24 rimskim slovima oznacena sata, ba$ kao i ovaj prvi elektricki pokretani sat

ispred muzeja u Greenwichu (postavljen 1852 godine).

Ostatke duodecimalnog sustava (s bazom 12) nalazimo jo$ i danas. Jaja
se jos uvijek (ali sve manje!) prodaju u tucetima, dok gros predstavlja
tucet tuceta, broj 100 u bazi 12.

Englezi su do 1971. godine funtu dijelili na 12 Silinga, a §iling na 20 penija.
Jedna je funta sadrZavala dakle 240 penija. Takav je sustav pogodan za
dijeljenje, jer je 12 djeljivo s 2, 3, 4 1 6. Inflacija je olakSala prijelaz na
dekadski sustav.

Babilonci su od Sumerana nasljedili i razvili heksagezimalni sustav (s
bazom 60). Ostatke tog sustava zadrzali smo u podjeli sata (i kutova) na
minute te minute na sekunde.

U nacinu izgovaranja brojeva u francuskom jeziku naziremo utjecaj i dru-
gih sustava, quatre vingt onze oznacava broj 91, Cetiri (puta) dvadeset
(plus) jedanaest!
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Koji brojevi u dekadskom sustavu odgovaraju brojevima 3216(y5) , 3216g) ,
100100115y, 2345 ?

3216(15) = 3-12° + 2122 +1- 12+ 6 = 5490,

3216 =38’ +2-8°+1-846 = 1678,
10010011 = 1-27 +1-2* +1-241 =147,
2345y =2-5+3-5+4 = 69.

Zadatak 1. Koji brojevi u dekadskom sustavu odgovaraju brojevima 321 4), 321(19) , 555 ,
1011015, ?

Niz uzastopnih prirodnih brojeva zapisan je ovako:
1,2,3,10,11,12, 13,20, 21, 22, 23, 30, 31, 32, 33, 100, 101 . ...
U kojem brojevnom sustavu se odvija brojenje?

Broj razlicitih znamenaka i postupak brojenja ovise o izabranoj bazi. U
sustavu s bazom b postoji tocno b razli¢itih znamenaka.

U ovom nizu postoje Cetiri razli¢ite znamenke, pa je rije¢ o sustavu s
bazom cetiri.

U kojem brojevnom sustavu vrijedi racun:
24 x 13 = 3457

Neka je x baza tog sustava. Tada ova jednakost glasi
(2x 4 4)(x +3) = 3x% + 4x + 5.
Nakon sredivanja dobivamo kvadratnu jednadZzbu
X —6x—7=0.

Njezina surjeSenja x = —1 i x = 7. Racun je napisan u sustavu s bazom
7.

Zadatak 2. Prevedi brojeve 24(7), 13(7), 345(7) u dekadski sustav i uvjeri se u ispravnost
ratuna 24(7) X 13(7) = 345(7)

Zadatak 3. U kojem brojevnom sustavu vrijedi ratun: 2381 — 1926 = 657?
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Koji se troznamenkasti broj u sustavu s bazom 7 piSe na nacin xyz, a u
sustavu s bazom 11 na nacin zyx?

Iz jednadzbe xyz(7) = zyx(11) slijedi
49x + Ty +z =121z 4+ 11y + x,
odakle je
6(2x — 5z) = y.

Brojevi x, y, z nenegativni su cijeli brojevi manji od 7, jer su to znamenke
u sustavu s bazom 7. Bududi da je lijeva strana jednakosti djeljiva sa 6,
morabiti y=01ili y=6.Zay =0 je 2x = 5z, odakleje x =5, z = 2.
Time smo dobili rjesenje 502(7) = 205(1y) .

Ako je y = 6, onda mora biti 2x — 5z = 1,odakleje z=11x =3, te
Je jos jedno rjeSenje 361(7) = 163(yy).

B Istaknuti brojevni sustavi NS

Tako svaki prirodni broj b > 1 moZe posluZziti kao baza brojevnog sustava, u
prakti¢noj uporabi su Cetiri brojevna sustava:

o Dekadski sustav, s bazom deset. Tu koristimo standardna imena i zapis zna-
menaka: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9.

e Binarni sustav (s bazom dva). Tu postoje samo dvije razli¢ite znamenke: 0
i 1. Ovdje je, zbog malog broja razli¢itih znamenki, prikladnije brojeve Citati
znamenku po znamenku. Tako, primjerice, broj 13 = 1101, Citamo jedan-
jedan-nula-jedan a ne tisucu sto i jedan.

o Oktalni sustav (s bazom osam) ima osam razlicitih znamenki. Za njihov zapis
koristimo prvih osam znamenaka dekadskog sustava: 0, 1,2, 3,4, 5, 6, 7. Brojeve
¢itamo na isti nacin kao u dekadskom sustavu.

e Heksadekadski sustav (s bazom Sesnaest) ima Sesnaest razlicitih znamenaka.
U njihovom zapisu koristimo svih deset znamenaka dekadskog sustava i prvih
Sest slova latini¢ne abecede: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F. Dekadske
vrijednosti nekih heksadekadskih brojeva su:

Ay =10, B =11, Cq) = 12,
D(js) = 13, Eg) = 14, F) =15,
2C(16) =216+ 12 = 44,
E38(16) = 14 16° + 3 - 16 4 8 = 3640.

Brojeve zapisane u heksadekadskom sustavu ¢itamo znamenku po znamenku.
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B Veza binarne, oktalne i heksadekadske baze NN

Razvojem racunalstva narocito su znac¢ajne postale binarna i heksadekadska baza.
Razlog tome je $to racunalo Citav svoj rad zasniva na ¢injenici da se svaki njegov
elementarni sklop (bif) moZe nalaziti u jednom od dvaju stanja: 0 — neaktivnom
i 1 — aktivnom. Kombiniranjem bitova mozemo zapisati sve prirodne brojeve u
binarnom sustavu. Svaki je broj u racunalu pohranjen u binarnom sustavu. Svako
slovo ima svoj broj¢ani ekvivalent i ponovno je prikazano brojem u binarnom
sustavu. Svaka poruka napisana na tipkovnici pretvara se u niz nula i jedinica i
pamti u binarnom sustavu.

73 6C 6F 76 6F 20 69 6D 61 20 Svako slovo ima
72 6F 6A 63 63 61 6E 69 20 65 svoj brojccani e
65 6E 74 20 69 20 70 6F 6E 6F kvivalent i pono
0D OA 70 72 69 6B 61 7A 61 6E vno je prikazan

65 6D 20 75 20 62 69 6E 61 72 o brojem u binar Lijevo se nalazi djeli¢ teksta ovog
73 74 61 76 75 2E 20 53 76 61  nom sustavu. Sva poglavlja u obliku kojeg pamti ra-
75 6B 61 OD OA 6E 61 70 69 73 ka poruka napis Cunalo.  Svaki znak na tipkovnici
20 74 69 70 6B 6F 76 6E 69 63  ana na tipkovnic ima svoj brojcani ekvivalent. Ko-
76 61 72 61 20 73 65 20 75 20 i pretvara se u Jje podrucje pokrivaju mala i velika
6C 61 20 69 20 6A 65 64 69 6E  niz nula i jedin slova abecede? PotraZi na interne-
20 70 61 6D 74 69 20 75 20 62  ica i pamti u b tu informacije o pojmovima ASCII i

6D 20 73 75 73 74 61 76 75 2E inarnom sustavu. Unicode.

Zapis je u binarnom sustavu jednostavan, no zahtijeva velik broj znamenaka.
Stoga se binarni brojevi uglavnom prevode u heksadekadski sustav. Taj je prije-
laz vrlo jednostavan. Naime, jedna znamenka heksadekadskog sustava odgovara
tocno Cetirima znamenkama binarnog sustava. To se dogada zbog toga $to je

broj 16 potencija broja 2, 16 = 2*. PrikaZimo odnos brojeva u ovim dvama
sustavima. Brojevi s lijeve strane jednakosti zapisani su u heksadekadskom, a s
desne strane u binarnom sustavu.

0=0 4 =100 8 = 1000 C=1100
1=1 5=101 9 = 1001 D =1101
2=10 6 =110 A =1010 E=1110
3=11 7=111 B = 1011 F=1111

Sada se koristeci ovu tablicu viSeznamenkasti broj napisan u heksadekadskom
sustavu lako moZe prevesti u binarni broj i obratno.

NapiSimo u binarnom sustavu sljedece brojeve: 34 1), 2A(16)» 6C91¢),
2EB34¢) -

Svakoj znamenki heksadekadskog sustava odgovaraju Cetiri znamenke bi-
narnog sustava (nule na pocetku broja ispustamo).

34(16) = 110100,
2A(16) = 1010103,

6C9(16) = 110 1100 1001 (3),
2EB3(15) = 10 1110 10110011 3).
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Napisimo u heksadekadskom sustavu sljedece brojeve: 10111015,
110001011101011 5y, 1111111111111 5).

Znamenke grupiramo u skupine po Cetiri (pocevsi od krajnje desnih). Sku-
pini od Cetiri znamenke binarnog sustava odgovara jedna znamenka hek-
sadekadskog sustava:
10111013y = 0101 1101(3) = 5Dy,
11000101110 10115y = 62EBy¢),
1111111111 11115y = 3FFF(4¢).

Zapise oblika 2AA132FF vidjet ¢emo pretrazujuci programe napisane u internom
jeziku racunala. Time je predstavljen osmeroznamenkasti broj u heksadekads-
kom sustavu, koji odgovara tridesetdvoznamenkastom binarnom broju, Sto je
standardni zapis podatka u memoriji 32-bitnog osobnog racunala.

Sli¢na veza postoji i izmedu binarnog i oktalnog sustava. Jedna znamenka oktal-

nog sustava odgovara to¢no trima znamenkama binarnog sustava, jer je 23 = 8.
PrikaZimo odnos brojeva u ovim dvama sustavima. S lijeve strane su brojevi
zapisani u oktalnom, a s desne strane u binarnom sustavu.

0=0 4 =100

1=1 5=101

2=10 6 =110

3=11 7=111

Tako vrijedi:
16(8) =1 110(2),

5407y = 101100000 111 3),
100101110015y = 2271 ),
11T 1T 11 5) = 3777 5.

Broj 2CA2 zapisan u heksadekadskom sustavu prebacimo u oktalni sustav.

Pretvorbu ¢emo naciniti s pomocu binarnog sustava: broj ¢emo najprije
prebaciti u binarni sustav, a zatim iz njega u oktalni. Jednoj znamenki
heksadekadskog sustava odgovaraju Cetiri znamenke binarnog sustava, a
zatim trima znamenkama binarnog odgovara jedna znamenka oktalnog
sustava:

2CA2(j6) = 101100 1010 00105 = 10 110 010 100 010,
= 26242g).
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Broj 51 707g) prevedimo u sustav s bazom 16.

Koristeci se tablicom s prethodne strane zapi§imo najprije dani broj u
binarnom sustavu:

51707(g) = 101001 111000 1115y = 1010011 1100 0111 5.
Sad ovaj broj prevedimo iz binarnog u heksadekadski sustav:
10100111100 01115y = 53C7 yg)-

Zadatak 4. 1) Broj BA3 4 prevedi u oktalni sustav.
2) Broj 557(g zapisi u heksadekadskom brojevnom sustavu.
é Kutak plus

JERRY i MICKEY MOUSE

U Disneylandu brojevi imaju neko drugo znacenje.

Pocetak miSje ere zbio se u osvit velike ekonomske krize, kad je 15.
svibnja roden Mickey Mouse pod ravnateljstvom Walta Disneyja i cr-
taca Uba Iwerksa.

18. studenog 1978., povodom jubilarnog rodendana, Mickey Mouse je
dobio svoju zvjezdicu na Hollywood Walk of Fame, kao prva animirana
osoba kojoj je to uspjelo. Tad je brojao 62 misje godine.

Najpopularniji mi$ Jerry mladi je od Mickeyja Mousa. Evo §to je zapi-
sao u svoj dnevnik: “Roden sam u radionici Williama Hanne i Josepha
Barbere godine 14. misje ere. Will i Joe su opisali 162 moje dogo-
dovstine, od kojih je 15 bilo nominirano za Oscara u kategoriji kratkog
animiranog filma. Osvojili smo nagradu u viSe od pola nominacija,
toc¢no 7 puta.”

U periodu od 1960. do 1962. Gene Deitch stvorio je 13 epizo-
da, a preostale od 1963. do 1967. animirao je Chuck Jones.

Nacinjen je ukupno 161 film.

Tom i Jerry nastavili su Zivjeti i dalje, ali nove epizode nas-
tale devedesetih godina po mnogo ¢emu se ne mogu mjeriti s
onima iz klasi¢nog doba.

1. Koliko prstiju na obje ruke ima Mickey Mouse?

2. Koje je godine (po ljudskom kalendaru) on roden?

3. Jerry je roden 10. veljace, koje godine?

4. Koliko je epizoda Toma i Jerryja nacrtao Chuck Jones?
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Zadatak 5.

Zadatak 6.

B Prijelaz iz dekadskog sustava IR

Prijelaz iz dekadskog sustava u sustav s bazom b nije tako jednostavan. Uzrok
tome je $to broj 10 nije potencija nijednog prirodnog broja b.

Prikazimo broj 238 u sustavu s bazom 8.

Potencije broja 8 su: 8! = 8, 82 = 64, 8 = 512. Kako je time premasen
zadani broj, najveca potencija koja ulazi u prikaz broja bit ée 8% = 64. Sad
se pitamo: koliko puta mozemo ‘otkinuti’ broj 64 od broja 238? Vrijedi:

238 =3 - 64 + 46.
Postupak nastavljamo s brojem 46:
238=3-64+5-8+6=356(3.

Prikazi broj 238 u sustavima s bazama 6, 5 i 4.

—_— —

Ovakav je nacin racunanja opéenito neprakti¢an i dug. Zapisimo rezultat dobiven
u prethodnom primjeru kao

238=3-84+5-84+6=(3-8+5)-8+6.

U ovom se rastavu prepoznaju znamenke 3, 5 i 6 u zapisu broja u oktalnom
sustavu. Posljednja znamenka 6 je ostatak pri dijeljenju broja 238 s 8:

238 =29-8+6.
Druga znamenka zdesna dobiva se kao ostatak pri dijeljenju broja 29 s 8:
29=3-8+5.

Kvocijent daje vodecu znamenku broja.

Prevedimo broj 94 u sustav s bazom 4.

Vrijedi:
94 =23-4+2 2
23=5-4+43 3
5=1-4+41 1
1=0-4+1 1

Zatoje 73 = 1132y .

Racunajudi na ovaj nacin, prevedi broj 238 u sustav s bazom 4.
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Prevedimo u oktalni i heksadekadski sustav broj 243681.

Zadani broj dijelimo s brojem 8. Da bismo dobili koli¢nik, mozemo rabiti
dzepno racunalo. Nakon toga je lako odrediti ostatak.

243681 = 30460.125 - 8 = 30460 - 8 + 1, 1
30460 = 3807.5 - 8 = 3807 - 8 + 4, 4
3807 = 475.875 -8 = 475 -8 + 7, 7
475 = 59.375 -8 = 59 - 8 + 3, 3
59=7-8+3, 3
7=0-8+7, 7

Dakle, 243681 = 733741, .

Za prijelaz u heksadekadsku bazu dijelimo s brojem 16. Ostatke, ukoliko
su veci od 9, piSemo onako kako se zapisuju heksadekadske znamenke:

243681 = 15230.0625 - 16 = 15230 - 16 + 1, 1

15230 = 951.875 = 951 - 16 + 14, E
951 = 59.4375 - 16 = 59 - 16 + 7, 7
59 =316+ 11, B
3=0-16+3, 3

Dakle, 243681 = 3B7El ).

Zadatak 7. Prevedi u oktalni i heksadekadski sustav ove dekadske brojeve:
123; 9876; 55555.

Odredimo binarni prikaz broja 75.

Dijeljenje s 2 je jednostavno pa koristimo jednostavniji zapis. U prvom
retku pisemo koli¢nike, a u drugom ostatke.

75 1371181914121
L] T ]O0O]JI]JO]JO]1

Dobivene znamenke pisu se zdesna nalijevo.

Dobili smo 75 = 10010115 .

Zadatak 8. Prevedi u binarni brojevni sustav brojeve:
11; 22; 333; 4444.

10
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B Prijelaz u dekadski sustav IR

Prijelaz iz sustava s bazom b u dekadski sustav je jednostavniji. Ako je
N = apan— ...agp) , onda moramo izraCunati broj
N = a,b" + an,lbnfl 4+ ... 4+ab+ ag.

Ovaj se broj moze racunati na uobicajeni nacin, potenciranjem i zbrajanjem.
Ipak, objasnit ¢emo algoritam za njegovo racunanje u kojem ¢emo koristiti samo
mnozenje i zbrajanje, a ne i operaciju potenciranja.

Prikazimo u dekadskoj bazi broj 3156 g) .

Racunajmo ovako:
N =31565=3-8"+1-8"+5-8' +6=6-+8-(5+8(1+3-8)).
Racunajmo od nutarnjih zagrada prema van:
N=6+8-(5+8-(25)) =6+ 8- (205) = 1646.
Cijeli postupak ispiSimo u obliku tablice

13 1 5 6
83 25 205 1646

Svaki se broj u drugom redu dobije tako da se prethodni pomnozi s b = 8
i doda mu se broj iz prvog retka iznad njega. IspiS§imo cijeli postupak,

korak po korak.
3 1 5 6 [U prvom retku napisane su
g znamenke broja, a u drugom
Lvrijednost baze b.
3 1 5 6 [Prepisimo vrijednost
813 | prve znamenke.
rVrijednost baze b = 8 pomno-
3 I 5 6 Zimo s elementom drugog retka
813 25 i dodajmo sljededéi broj iz prvog
Lretka: 8-34+1=25.
3 1 5 6 [Nastavimo na isti naéin:}
813 25 205 18-254+5=205.
3 1 B 6 8205 + 6 = 1646 Dobili smo
813 25 205 1646 | konac¢nu tablicu, N = 1646.

Ovaj se nacin racunanja naziva Hornerov algoritam'.

Zadatak 9. PrikaZi u dekadskom sustavu broj 41227 g.

! William George Horner (1786. — 1837.), engleski matematic¢ar

11



1 BROJEVI

Pretvorimo u dekadski sustav broj AI0E9 ).

Racun je napisan u tablici. Prisjetimo se da je A(jq) = 10, E(16) = 14.

A 1 0 B 9
16 | 10 161 2576 41230 659689

Dakle, A10E9(;5) = 659689.

Zadatak 10. PrikaZi u dekadskom sustavu brojeve FFFF i), ABABjy).

B Zbrajanje i mnozenje u binarnom sustavu NI

Operacije zbrajanja i mnozenja mozemo izvoditi i u sustavima s drugim bazama.
Pravila su identi¢na onima u dekadskom sustavu, jer su i drugi sustavi pozicijski
brojevni sustavi. Pri tom se mora savladati nova tablica mnoZenja i zbrajanja,
koja moze biti ¢ak i jednostavnija od naSe standardne 10 x 10 tablice.

U binarnom sustavu tablice zbrajanja i mnoZenja iznimno su jednostavne:

+]0 1 10 1
00 1 0[0 0
1|1 10 1o 1

i moZemo ih brzo usvojiti. Pri zbrajanju brojeva u binarnom sustavu treba samo
obratiti pozornost na prijenos znamenki.

IzraCunajmo zbroj sljedecih brojeva napisanih u binarnom sustavu: Prije-
nosi znamenki napisani su u prvom retku, sitnijim slogom

1 11 1 1 1

101 11001

£ 11110 + 10011

T000T11 TOI100

1 1 1111 1 b
1001110101 1%?%
+ 11001101 o110
TTOTO0000T0 mESUESERL

Zadatak 11. IzraCunaj ra¢unajuci u binarnom sustavu:
10113 + 101, 100111001 ) + 1011011 ).

Pretvori brojeve i rezultat u dekadski sustav i tako provjeri to¢nost racuna.

12



BROJEVNI SUSTAVI

1.1

Zadatak 12. IzraCunaj racunajuci u binarnom sustavu:

Pretvori brojeve i rezultat u dekadski sustav i tako provjeri tocnost racuna.

100(2) — 10(2),
1000(3) — 1015,
10010001 (3) — 110011 3).

Izra¢unajmo umnozak sljedecih brojeva u binarnom sustavu:

101

Zadatak 13. Izra¢unaj umnoZak sljedeéih brojeva racunajuéi u binarnom sustavu:

-@ To¢no-neto¢no pitalice

101015) - 112),
10101y, - 1011 3).

Koje su od sljedecih tvrdnji to¢ne, a koje neto¢ne? Odgovori, a odgovor obrazloZi.

1.

2.

Razli¢itih znamenaka u zapisu broja moZe biti najviSe deset.

Broj 5 (b) uvijek ima istu vrijednost, bez obzira u kojoj je bazi b zapi-
san.

Broj 99 ;) ima najvecu vrijednost ako je baza b dekadska.

Broj 101014 vedi je od broja 1114¢4.
Broj 121 je sloZen broj, u svim sustavima s bazom veéom od 2.

U sustavu s bazom 20 svaki se broj moZe zapisati s pomoc¢u znamenaka
0,1,2,...,9.

Najveci dvoznamenkasti broj u heksadekadskom sustavu je 9Eg¢ .

U heksadekadskom sustavu je broj djeljiv s 8 ako mu je zadnja znamenka
djeljiva s 8.

Racun 2 x 2 = 4 istinit je u svakom brojevnom sustavu.

-
2

- -
z z

-
2

- [ -
1 B

13
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10.

11.

12.

Prevedi u dekadski sustav sljedece brojeve:

1) 2215); 2) 11001153
3) 5675); 4) 21000(3);

5) 55503 6) 2134(yy).
Zapisi u dekadskom sustavu brojeve:

1) 1011y, 2) 100101 3),
3) 1100101y, 4) 1100010115,
5) 1), 6) 243,

7) 126, 8) 32013,

9) 816)> 10) 2046,

11) 3A6), 12) 2EBl ).

Zapisi dekadske brojeve 6, 13, 25, 125 u sustavi-
ma s bazom 2, 81 16.

Zapisi dekadske brojeve 6, 13, 25, 125 u sustavi-
ma s bazom 5, 91 12.

Zapisi dane dekadske brojeve u sustavima s ba-
zama 2,51 12:
11, 33, 100, 222, 1001.

Brojeve 1101, 11000110, 11001100101110011
zadane u binarnoj bazi prebaci u oktalni i heksa-
dekadski sustav.

Brojeve 58, 1A2, FFFF zadane u heksadekad-
skom sustavu prebaci u oktalni sustav.

Brojeve 223, 517, 12053 zadane u oktalnom
sustavu prebaci u heksadekadski sustav.

Zapiéi bI‘OjCVC 212(3) 9 30(4) 9 245(6) 5 177(8) 9
28(12) u sustavu s bazom 2.

Zapiéi bI‘OjCVC 101 110(2) 9 2102(3) 5 3220(4) 9
110115y u sustavu s bazom 8.

1) Broj 7AB7 ¢ prevediu oktalni brojevni sus-
tav.
2) Broj 34567g) prevedi u heksadekadski bro-

jevni sustav.

1) Broj 8EF8 ) prevediu oktalni brojevni sus-
tav.
2) Broj 76543 ) prevedi u heksadekadski bro-

jevni sustav.

—_— -

13. Nastavi svaki od sljedecih nizova uzastopnih pri-
rodnih brojeva:
1) 10, 11, 12,20, 21...
2) 101, 110, 111, 1000, 1001. . .
3) 1,2,3,10, 11, 12...
4) 23,24,25,30,31, 32...

14. Nastavi svaki od sljedecih nizova prirodnih bro-
jeva:
1) 10011, 10010, 10001, 10000. . .
2) 10, 100, 110, 1000, 1010. . .
3) 10, 20, 100, 110, 120. ..
4) 11,13, 20,22,24...

15. Izracunaj zbroj uzastopnih prirodnih brojeva:

14+2434+4+10+11+12+13414+20+. . 4-444-100.

16. Odredi, ako postoji, bazu brojevnog sustava u
kojem vrijede jednakosti

1) 23-15=411;
2) 32.22 =541;
3) 31-412 =23322.

17. U kojem sustavu vrijede jednakosti
1) IOI(X) G IOOI(X) = IIIO(X);
2) 1211y — 1120, = 215 ?

18. Vrijede li u bilo kojem brojevnom sustavu jedna-
kosti

1) 10101 + 1101 = 11202
2) 1211 — 1011 =2007?

19. Zbroj triju uzastopnih brojeva u sustavu s bazom
5 iznosi 121. Koji su to brojevi?

20. Zbroj triju uzastopnih parnih brojeva u binarnom
sustavu iznosi 11 110. Koji su to brojevi?

21. Umnozak triju uzastopnih brojeva u sustavu s ba-
zom 5 iznosi 440. Koji su to brojevi?

22. Umnozak triju uzastopnih brojeva u sustavu s ba-
zom 9 iznosi 1320. Koji su to brojevi?



BROJEVNI SUSTAVI

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Umnozak dvaju uzastopnih neparnih prirodnih
brojeva u binarnom sustavu iznosi 100011. Koji
su to brojevi?

Odredi prirodne brojeve x i y iz jednakosti
1) 23(x) = 41(y) 5 2) 144(x) = 100(y) 0

Odredi brojeve a, b i c iz jednakosti
1) ab(s) = ba(7) 9
3) aba(4) = bab(6) 0

2) abC(S) = cba(g) 9

1) U kojem je sustavu brojeva 101-11 = 11117?
2) U kojem je sustavu brojeva 1001 - 111 =
111111 ? Poopéi zakljucak!

Umnozak 11-12 - 13 jednak je 3102. U kojem
je brojevnom sustavu provedeno ovo mnozenje?

U kojem je brojevnom sustavu broj 144 potpuni
kvadrat nekog prirodnog broja?

U kojem je brojevnom sustavu 1252 = 163247

Broj 620 kvadrat je broja 24. U kojem je sustavu
brojeva proveden racun?

Broj 20311 kub je broja 21. U kojem je sustavu
brojeva proveden racun?

U kojem je brojevnom sustavu broj 1331 potpuni
kub nekog prirodnog broja?

U kojem je brojevnom sustavu /1331 = 33?
Koliko je u tom sustavu 1/24207?

U kojem je brojevnom sustavu 33 - 22 = 13317
Koliko je u istom sustavu 23 - 327

U kojem je brojevnom sustavu /1210 = 227?
Koliko je u tom sustavu 1/32017?

U kojem je brojevnom sustavu 21 -22 = 11227
Koliko je u istom sustavu 22 - 127

_’_

Izracunaj racunajudi u binarnoj bazi:
1) 11015 + 10101 (5);

2) 10101y + 10111 5);

3) 1101115 + 10101101 5);

4) 11001015y + 11001011 5.

Brojeve prevedi u dekadski sustav i provjeri re-
zultat.

38.

39.

40.

41.

42,

Izracunaj racunajuci u binarnom sustavu:

1) 11115 —10015);

2) 110015y — 1101 5);

3) 110011(5) — 101102y ;

4) 110010111y — 11010115y .

Brojeve prevedi u dekadski sustav i provjeri re-
zultat.

Izracunaj racunajuci u binarnom sustavu:

1) 1100 - 11(); 2) 1101 - 1012y

3) 11011(5) - 1001(5); 4) 1101113 - 101101 5.

Brojeve prevedi u dekadski sustav i provjeri re-
zultat.

NapiSi tablicu zbrajanja i mnoZenja u sustavu s
bazom 3. Uporabom tih tablicaizraunaj 1201 3)+

2012(3) 5 1120221(3) . 2(3) 5 20012(3) . 12(3) o

Sastavi tablice zbrajanja i mnoZenja za sustave s
bazama 4,51 6.

Prevedi sljedeée brojeve zapisane u binarnom
sustavu u dekadski sustav:

D 111y 2) 101.101y);
3) 111.111(2); 4) 1000.0001(2).

15
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m Matematicka indukcija

16

Dva su osnovna nacina logickog zaklju¢ivanja: deduktivni i induktivni.

U deduktivnom pristupu se krenuvsi od op¢ih spoznaja izvode istinite ¢injenice u
nekom konkretnom slucaju. Primjerice, zakljucivanje tipa — svi su ljudi smrtni;
Petar je covjek, dakle, Petar je smrtan — primjer je deduktivnog zakljucivanja.

Ovakav je nacin zakljucivanja korektan: krenuvsi od istinitih pretpostavki (pre-
misa), uvijek dolazimo do istinitog zakljucka (konkluzije). Njegov je nedostatak
Sto zakljucujuci ovako ne moZzemo doci do novih, dotad nepoznatih opcenitih
spoznaja.

U induktivnom pristupu polazimo od ¢injenica koje vrijede u nekom konkretnom
primjeru i na temelju toga Zelimo zakljuciti o istinama koje vrijede u opcenitijoj
situaciji. Primjerice: Ivan, Petar i svi ostali u€enici u razredu nizi su od 2 metra.
Dakle, svi muskarci niZi su od 2 metra.

Ovaj je zakljuCak ocito neistinit. Pritom nije vazno S$to je dobivena konkluzija
neistinita, nepravilan je nacin razmisljanja. Sljedece je razmisljanje jednako tako
logicki nepravilno, bez obzira na to Sto upucuje na istinitu konkluziju: Ivan, Petar
1 svi ostali u€enici u razredu nizi su od 20 metara. Znaci, svi muskarci nizi su od
20 metara.

Iako moZe dovesti do pogresnih rezultata, metoda induktivnog zakljuc¢ivanja moc¢-
no je i ponekad jedino sredstvo u otkrivanju istinitih ¢injenica.

Ovaj primjer neispravnog induktivnog zakljucivanja dao je Euler. Promo-
trimo vrijednost izraza P(n) = n> + n + 41 za nekoliko prvih vrijednosti
prirodnog broja n. Dobivamo brojeve 43, 47, 53, 61, 71, 83,97... — svi
su oni prosti brojevi. MozZe li se zakljuditi da ée P(n) biti prost za svaki
prirodni broj n?

Odgovor je: ne! Za n = 41 broj o€ito nije prost, jer je svaki pribrojnik
djeljiv s 41. Nije niti za n = 40, jer je P(40) = 41%. Ali jest za sve
prirodne brojeve manje od 40.

B Princip matematicke indukcije HINEERINNN

Da bi princip induktivnog zakljucivanja uvijek dao ispravne rezultate, moramo
osigurati neke dodatne uvjete. Na taj ¢emo nacin dobiti nacin zakljucivanja
poznat pod imenom matematicka indukcija.




MATEMATICKA INDUKCIJA

1.2

Povijesni kutak

O

LEONHARD EULER

Leonhard Euler (Basel, 15. travnja 1707. — Peterburg, 18. rujna 1783.), veliki
je Svicarski matematicar, fiziCar i astronom. Utjecao je na razvoj cjelokupne
matematike. Matematiku je ucio od Johanna Bernoullija. 1726. g., po os-
nutku Peterbur$ke akademije znanosti, odlazi Zivjeti u Rusiju gdje ostaje do
kraja zivota. Uz Cauchyja je matematicar s najvise objavljenih znanstvenih
radova. Znameniti su i njegovi udzbenici Introductio in analysin infinitorum,
Institutiones calculi differentialis, Institutiones calculi integralis i Arithmetica

universalis.

Usprkos poodmakloj sljepoci, Euler je vecinu radova napisao pri kraju Zivota.
Prvi je promatrao funkcije kompleksne varijable i povezao trigonometrijske s

eksponencijalnim funkcijama. Uveo je analiticke metode u teoriju brojeva o
kojoj je objavio 140 radova. Jedan je od tvoraca suvremene diferencijalne geometrije. Poznata je njegova formula
V — B+ S =2, 0 odnosu broja vrhova, bridova i strana u poliedru. DrZi se zaCetnikom i teorije grafova.

Dobro posloZene domine prva
su asocijacija za princip mate-
maticke indukcije.

Ako neka tvrdnja vrijedi za broj 1 i ako iz pretpostavke da vrijedi za
prirodni broj n slijedi da ona vrijedi i za sljede¢i broj n + 1, tad ona
vrijedi za svaki prirodni broj 7.

Odredimo formulu za zbroj prvih n neparnih brojeva.

Za pocetne zbrojeve vrijedi:
1=1,
143=4=22
143+5=9=3%
1+3+5+7=16=42
Navedeni primjeri navode nas na pomisao da vrijedi
1434+5+...+(2n—1) =r? (1)

Time smo uporabili induktivni nacin misljenja. Formula (1) istinita je za
prve Cetiri vrijednosti broja n. Da bismo se uvjerili u njezinu istinitost za
svaki prirodni broj n, primijenit ¢emo princip matematicke indukcije.

Tvrdnja vrijedi za broj n = 1. Pretpostavimo da je formula (1) istinita za
prirodni broj n i dodajmo zbroju s lijeve strane sljedeci ¢lan. Iskoristimo
pritom pretpostavku indukcije:

1434+54+...+@2n—-1D)4+2n+1)=n+2n+1)= (n+1)%

=n2

Vidimo da tvrdnja vrijedi i za broj n+ 1. Zato ona vrijedi za svaki prirodni
broj.

17
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Radi jednostavnijeg dokazivanja pojedine korake u zakljuc¢ivanju matematickom
indukcijom nazivamo posebnim imenima. Tvrdnju o kojoj je rije¢ oznaCujemo s
T(n). Dakle, neka je T(n) tvrdnja koja ovisi samo o prirodnom broju 7.

Dokaz matematickom indukcijom sprovodi se u tri koraka.

i) Baza indukcije. Trebamo provjeriti da tvrdnja vrijedi za broj 1,
tj. daje T'(1) istinita tvrdnja.

ii) Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj
n, tj. pretpostavimo da je T'(n) istinita tvrdnja.

iii) Korak indukcije. Dokazimo da uz tu pretpostavku tvrdnja vrijedi
izabroj n+1,tj.iz T(n) slijedi tvrdnja T(n +1).

Tad je tvrdnja T(n) istinita za svaki prirodni broj n.

Koriste¢i matematicku indukciju pokazimo istinitost formule

1+2+...+n:”("27+1). 2)

Tvrdnja T(n) koju Zelimo dokazati glasi: formula (2) vrijedi za svaki
prirodni broj n.

Baza indukcije. T(1) vrijedi, jer u zbroju s lijeve strane imamo samo
jedan cClan, a desna strana iznosi 1:

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n: for-
mula (2) je istinita.

Korak indukcije. Dodajmo lijevoj strani jednakosti sljedeci pribrojnik i
iskoristimo pretpostavku indukcije:

nn+1) n4n+2n42

1+2+...+n+(n+1)= 7 +(n+1)= 5
——_— ——

iskoristimo 7'(n)
n+3n+2  (n+ D[(n+1) + 1]
2 B 2 '

Dobili smo formulu istovjetnu formuli (2), s n 4+ 1 umjesto n. To znaci
da tvrdnja vrijedi za broj n+ 1, dakle, T(n+ 1) je istinita tvrdnja. Prema
principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki prirodni broj n.

Zadatak 1. DokaZi da za svaki prirodni broj n vrijedi
nn+1)(n+2)

12423434+ b+ 1) = ———F—".

18
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Dokazimo da je broj 4" 4+ 151 — 1 djeljiv s 9 za svaki prirodni broj »n.

Baza indukcije. Za n = 1, broj 18 je djeljiv s 9.

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za broj n. Tada
se moZe napisati
4"+ 15n— 1 =9

za neki prirodni broj k.

Korak indukcije. Provjerimo istinitost tvrdnje za broj n + 1.
4L 15(n+1)—1 = 4[4"+15n—1]—45n+18 = 9(4k—5n+2).
Ovaj je broj djeljiv s 9 i tvrdnja je dokazana.

Zadatak 2. Dokazi:
1) Broj 9"*! 4+ 81 — 9 djeljiv je sa 16, za svaki prirodni broj n.
2) Broj 3" - 5"t! 4273 djeljiv je s 13, za svaki prirodni broj 7.

Dokazimo da je zbroj kutova u svakom mnogokutu s n+ 2 stranice jednak
n-180°. )
n+l

An+2

Dokazujemo indukcijom.

Baza indukcije. Za n = 1 rijeCje o A3,
trokutu Ciji je zbroj kutova 180° —
tvrdnja 7'(1) vrijedi.

Pretpostavka indukcije. Pretpostavimo
da tvrdnja T(n) vrijedi za prirodni
broj n: zbroj kutova u mnogokutu s

n + 2 stranice iznosi n - 180°.

Korak indukcije. Promotrimo mnogokut s jednom stranicom vise, dakle, s
n + 3 stranice. Odsijecanjem bilo kojeg trokuta (kao na slici) dobivamo
jedan trokut (¢iji je zbroj kutova 180°) i jedan mnogokut s n+ 2 stranice,
¢iji je zbroj kutova po pretpostavci indukcije jednak n - 180°. Zato je
zbroj kutova u mnogokutu s n + 3 stranice jednak (n+ 1) - 180°, §to je i
trebalo dokazati.

Prema principu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki prirodni
broj n.

-3
Zadatak 3. Dokazi da je broj dijagonala u mnogokutu s n stranica jednak d,, = %
Zadatak 4. U ravnini je povuéeno n pravaca tako da medu njima nema paralelnih. DokaZi
—1
da se ti pravci sijeku u % tocaka.
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Povijesni kutak

O

INDUKCIJA U STAROJ GRCKOJ

O indukciji su razmisljali jos i stari Grei. Evo glasovitog sofizma hrpe, u slobodnoj interpretaciji. Ustanovite koji je
dio principa matematicke indukcije naru$en u ovome razmisljanju:

— Cini li jedno zrno hrpu?
— Ne, dakako da ne.

— A dva zrna?

— Isto tako ne.

— Ako nekoliko zrna ne ¢ini hrpu, pa mu dodamo jedno jedino zrno, nije li prirodno da ni tad ne¢emo dobiti hrpu?

— Svakako da ima$ pravo.

— Dakle, nijedan broj zrna ne ¢ini hrpu!

(Bernoullijeva nejednakost) Za svaki prirodni broj n i svaki realni broj
h > —1 vrijedi
(1+h)" =1+ nh (3)

Pritom jednakost vrijedi samo za n =1 iliza h = 0.

Za n = 1 lijevaidesna strana su jednake, pa tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo
da (3) vrijedi za prirodni broj n. Sad imamo:

(14~ = (1 +n)"(1+h) > (1 +nh)(1+ h)
=1+nh+h+nk®>1+ (n+1)h,

i tvrdnja vrijedi i za broj n 4+ 1. Prema principu matematic¢ke indukcije
tvrdnja vrijedi za svaki n. (Na kojem je mjestu koriStena pretpostavka
h>—17)

Dokazimo matematickom indukcijom

2" > n?, zasve n > 5.

Za n =5 imamo 32 > 25 i tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo da je 2" > n?.
Onda je
2 s o2 =2 4 > P 43>+ 2+ 1= (n+1)>

Ovdje smo koristili o¢itu nejednakost n> > 3n koja vrijedi za n > 3.

Zadatak 5. DokaZi matematickom indukcijom

2">n2+4n, zasve n > 6.
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1.2

Dokazimo nejednakost
1 35 2n — 1 1
<

24 6 7 Voant1

. .1 r ..
Za n = 1 nejednakost se svodi na — < —, §to je istina.

2 V3

Pretpostavimo da nejednakost vrijedi za prirodan broj n. Tada je

135 i1 24l n+1l  Von+1
2 46 7 2n 2n+1)  Van+1l 2(n+1) 2(n+1)

Sada je dovoljno dokazati da vrijedi

Vv2n+1 - 1
2n+1)  V2n+3

Ova je nejednakost ekvivalentna s
V2n+1-v/2n+3 <2n+2.

Nakon kvadriranja i sredivanja, dobiva se istinita nejednakost 0 < 1.

Time je korak indukcije dokazan.

f Kutak plus

O INDUKTIVNOM ZAKLJUCIVANJU

Promotrimo sljedecu tvrdnju: broj 991n> + 1 nije potpun kvadrat niti za jedan prirodni broj n. UvrStavanjem
broja n u ovaj izraz uvjerit ¢emo se da je tvrdnja istinita za n = 1,2,3,4,5,...,100,...,1000... Mogli bismo
neoprezno zakljuciti da je ona istinita za svaki n. Zapravo, ova ¢e tvrdnja biti istinita za sve brojeve n manje od
12055735790 331 359 447 442 538 767 . Medutim, za taj n izraz 991n% +1 je potpuni kvadrat. Interesantno je da se

moze pokazati kako postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n takvih da je 991n? + 1 potpun kvadrat.

GOLDBACHOVA HIPOTEZA

Svaki je paran broj veci od 2 jednak zbroju dvaju prostih brojeva. Tako, primjerice, vrijedi: 4 =2 +2, 6 =3 + 3,
8=3+5,10=34+7=5+5;12=547,16=34+13=5+11...,94=5+89,96=7+89, 98 =19+79
(prikaz nije uvijek jednoznacan). Tvrdnja se pokazuje to¢nom i pri provjeri za sljedece parne brojeve.

Ova je tvrdnja poznata pod imenom Goldbachova hipoteza, po njemackom matemati¢aru Christianu Goldbachu
(1690. — 1764.) koji ju je prvi formulirao jo§ 1742. god, u pismu L. Euleru. Do danas je provjerena za velik skup

pocetnih prirodnih brojeva (npr. za sve brojeve manje od 10M) i pokazala se istinitom. Medutim, sama tvrdnja jo§
uvijek nije dokazana.
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1. Koristeéi induktivni na¢in razmisljanja, predvidi 6.

Dokazidaza x # 1 (i x # —1 u treem primje-

22

sljedeci ¢lan u svakoj od lista:

1) 1,7,13, 19,25, ?;

2) 1,3,7,13,21, 7

3) 1,3,7,15,31, 7

4) 1,4,9, 16,25, 7;

5) 1,2,5, 14,41, 7;

6) 2,3,5,7,11, %

7) 1,1.4,1.41,1.414,1.4142, 7;

8) I.,D,T.C,P, 2.

Matematickom indukcijom dokazi da za sve n €
N vrijedi:

1) —3+34+9+...+(6n—9) =3n%—6n;

2) —1434+7+...+(@n—-5)=n2n-3);
3) 3—-7—1l—...—(4n—1) =
4) S+8+11+...+(Bn+2)=41n(3n+7).

Matematickom indukcijom dokazi da za sve n €
N vrijedi:

1) 24+7+15+...+ sn(3n+1) = $n(n+1)%;

2) —143-5+... +(-1)*(2n—1) = (-1)" - n;
3) 3+6+12+...+3-2""1=3(2" - 1);

4) 2416456+ ... 4+(3n—2)-2" = 10+(3n—5)-2"*1.

Matematickom indukcijom dokazi da za sve n €
N vrijedi:
1) 1.2742.2"7 143972 1p.24(n+1)

2) 1222432 4 (-1)L.n2
:(—1)’1_1.@;
1 2 3 n 3 2n+3
3)§+3—2+3—3+...+3—n—z— RETIR

Uvrsti nekoliko pocetnih vrijednosti za broj n i
pokusaj odrediti izraz za sljedece zbrojeve. Do-
bivenu formulu provjeri matematickom indukci-
jom.

D1+2+44+8+...+2"1=9

2)1+3+4+9+427+... 431 =9
gL, L
1.2 2.3 777 (n—1n

—n(2n+1);

ru) i za svaki n € N vrijedi:
xn-‘rl_l
Di14+x+x2+... +x"= ;

x—1
x— (n4 D"t fp . xmt2

2 _
2) x+2x°+. . .+nx" = =12

zasve n € N;
1 2 4 2"
3)

+ + ot ——
I+x 14+x2 1+4+x4 1+ x2
1 2n+1

x—1 + 1_x2n+1 :

DokaZzi matematickom indukcijom:
1 n

11

D —t——f... = -

)5t 50 T @G @)~ a1’
2

|

2) —F=—F=—4+F..,
)1~3+3~5+5~7+ +

(2n—1)2n+1)

_n(n+1)

- 22n+1)°

3 5 2n+1 1

1 1 1 n+2

9 (1-3) (1= {1 51) = ey
Y-S RS S
6 12 20 n2+3n+2 2n+2)°
Y A . AP S e
2 4 8 16 27 270
Dokazi matematickom indukcijom:
(n—|—1)(n—|—2)...(2n—1)-2n_2n

1-3-5...2n—1)

Matematickom indukcijom provjeri sljedeée for-
mule za zbrojeve potencija S = 1¥ 4+ 2K + ..
+nk, ke N.

Slzn(ng—l);

SZZn(n—Fl)éZn—Fl);
_n(n+1)\2

53_( 2 )

o n(n+1)2n+ 1)(3n> +3n— 1)
4 = .

30
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MATEMATICKA INDUKCIJA

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Koristeéi se formulama iz prethodnog zadatka iz-
racunaj sljedece sume:

1) 2-24+2-5+2-84...+23n—1);

2) 1-242-343-44...+n(n+1);

3) 1-3+3-5+5-7+...4(2n—1)(2n+1);
4) 1-442-74+3-10+...+n(3n+1);
5) 1-2:3+2-3-443-4-5+ ... +n(n+1)(n+2);
6) 2-17+3-2244-324 ...+ (n+1)-n2.

—_— -

Matematickom indukcijom dokaZi sljedecu for-
mulu za kvadriranje viSe¢lanog izraza:

(@+a+...+a)? =d+ad;+...+a
+2(a1ap +ajaz + ...+ a,_1an).

Matematickom indukcijom dokazi da za svaki
prirodni broj n vrijedi:

1 |ag +ay+...+an| < lag|+la|+. .. +lanl;
2) |lay-ap- ... -anyl =lay|-|as| ... |an|.
Matematickom indukcijom dokaZi:

1) 6"+ 4 jedjeljivs 5;

2) 7" —1 je djeljiv sa 6;

3) 5" —23 jedjeljiv s 3;

za sve prirodne brojeve 7.

Matematickom indukcijom dokazi:

1) 6|n®+1in;

2) 6|2n3 +3n%+Tn;

3) 24| n* +6n° 4 110> + 6n;

4) 7| n’ +6n;

za sve prirodne brojeve 7.

Matematickom indukcijom dokazi da za sve n €
N vrijedi:

1) 9|7"+3n—1;

2) 11 |62”+3"+2+3";
3) 17|62 4 19" — o+l
4) 1725743 4 5n. 3142,
5 19]7-5"+12-6";
6) 37|2n+5,34n+53n+1;
7) 64|32 4400 — 67;
8) 57|7n+2+82n+1.

16.

18.

20.

21.

Dokazi da su za sve prirodne brojeve n ispunjene
nejednakosti:

V4" >n?;  2) 2">n?—2n+2.

. Matematickom indukcijom dokazi:

1) 3" >2"+3n,zasve n > 3;
2) n3>3n+3,zasven>3;
3) M >n? zasven>5;
4) 2" > p3 zasve n > 10.

Dokazidajebroj 7+ 7% 4+ 73 + 74 4 ... + 7%
djeljiv sa 100 za svaki prirodni broj n.

. Dokazi da za svaki prirodni broj n, n > 1, broj

n ~
22" 4+ 1 zavrSava znamenkom 7.

_’_

DokaZzi matematickom indukcijom:
1) sinx + sin2x + sin3x + . .. + sinnx

on+1
sin X
D) . nx
= sin — ;
sin o 2
2
2) cosx + cos2x + cos3x + ...+ cosnx
n+1
cos X
= - x Sin 7 9
sin E
sin? nx
3) sinx+sin3x+...+sin(2n— 1)x = — ;
sin x
in2
4) cosx+cos3x+...+cos(2n—1)x = SRR
2 sinx
Matematickom indukcijom dokazi:
C2n+1
1 sin > X
1) —+cosx+cos2x+...+cosnx = —
2 2sin —
2
i il Xy 4l
283 T2 T T

1 X
= Z—nCth—n —ctgx.

23
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m Binomni poucak
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Primjer 1.

Zadatak 1.

B Faktorijele NN

Umnozak prvih n prirodnih brojeva oznatavamo ovako®:
nl:=1.2-3-...-(n—1)-n.
Broj n! ¢itamo “en faktorijela”. Tako, primjerice, vrijedi:

=1,
U=1.2=2,
31=1-2-3=6,

41=1-2-3-4=24
5!1=1-2-3-4-5=120.
Korisno je definirati i vrijednost 0!. Stavljamo: 0! :=1.

Vidimo da faktorijele zadovoljavaju formulu
nl=n-(n—1)!

uz pocetnu vrijednost 0! = 1. Tako je, primjerice: 6! =6-5! =6-120 = 720,
7' =7-6!=7-720 = 5040 itd.

Funkcija faktorijela raste izuzetno brzo. Njezine vrijednosti moZemo ocitavati na
svakom boljem dZepnom racunalu, ali samo za umjerene vrijednosti broja n, obi-
&nozan < 69, 69! ~ 1.711-10% iliizuzetno za n < 253, 253! ~ 5.173-10%7 .

Izracunajmo:
11! 6! — 5! 9! + 10!
D5 2 41 3 1!
1! 11-10-9!
6!—5! 6-51—51 5.51 25.41
S T R TR TR
3 914100 _9!410-9! 1410 1
1 9-10-11 10-11 10°
25! 71— 6!
Izradunaj: 1) 7'+ 8!4+9!;  2) 121 —1; . 4
zracunaj ) 7'+ 8!'+9 ) 3 201 ) 120

2 Simbol := ¢itaj: “po definiciji jednako”. Time se naznacava da se izraz s lijeve strane definira da
bude jednak onome s desne strane. Ta se oznaka narocito rabi u razli¢itim programskim jezicima, gdje
su moguce i konstrukcije oblika n := n + 1 injima slicne.
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1.3

B Binomni koeficijenti IR

Neka je n prirodan broj i k prirodan broj ili 0, £ < n. Binomni koeficijent

% . n . .
oznacavamo 1zZrazom ( k) i definiramo ga ovako:

(n) _onn—=1)-...-(n—k+1)
k) 1-2-...k ’
za k > 1, dok za k = 0 po definiciji stavljamo:

(1)

Izraz (Z) cita se: “n povrh (ili iznad) k”.

Za k = 1,2, 3 vrijednosti binomnih koeficijenata su:

ny _ n
@)_I_m

(n):n(n—l) nn—1)

2 -2 2 7
<n> _ nin—1)(n—2) _ nin—1)(n—2)
3 1-2-3 6 '

Izra¢unajmo nekoliko binomnih koeficijenata:

8\ 6
(3)_1-2-3_56’
8\ 8:7-6-5-4
<5>_1-2.3.4.5_56’
9\ 9:8:7-6:5
<5>_1-2.3-4-5_126’
12-11-10-9-8-7-6-5 12-11-10-9
(12): _ — 495,
8 o023 ed oS oo on 1-2-3-4

Zadatak 2. Tzratunaj: 1) (g) 2) (g) 3) (2) 4)(141>, 5)(125).

Zadatak 3. Skrati razlomke: 1)

25
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" Racunanje binomr

Vrijednosti binomnog koeficijenta (Z) za male brojeve n i k racu-

namo tako da najprije u nazivniku ispiSemo umnozak svih brojeva od 1
do k u rastu¢em poretku, a u brojniku umnozak brojeva u padajuéem
poretku pocevsi s n. Faktora u brojniku ima jednako kao u nazivniku.
Prije racunanja brojnik se skrati s nazivnikom.

Odredimo prirodni broj n tako da vrijedi jednakost:
n\ _(n+2
5(3)=("27):
Nakon raspisivanja i sredivanja, pratimo ekvivalentne jednakosti:

5. nin—1)(n—2) _ (n+2)(n+n(n—1)
6 24 ’
20n—2)=(n+2)(n+1),
n* —17n+42 = 0.

Kvadratna jednadzba ima dva rjeSenja: n =3 i n = 14.

Binomni je koeficijent uvijek prirodan broj. To nije ocito iz definicijske formule,
veé ¢emo to zakljuciti iz sljedecih svojstava binomnih koeficijenata.

B Svojstva binomnih koeficijenata NN

1. Prikaz s pomocu faktorijela

Brojnik i nazivnik u definiciji binomnog koeficijenta moZemo pomnoZiti s

(n—k)!'=1-2-...-(n—k). Dobit ¢emo:
ny nn—1)-...-(n—k+1) (n—k)-...-2-1 n!
(k)_ 1-2-... -k 12 (n—k  kn—k

Ova ‘jednostavnija’ formula nije prakti¢na u racunanju koeficijenata, jer se pritom
moraju dodatno skracivati brojnik i nazivnik:

(9)7 9! 9 9.8:7-6-5-4-3-2-1 9-8-7-6
4)  41(9—-4)! 451 1.2-3-4.1-2-3-4-5 1-2-3-4

Daljnjim skradivanjem i mnozenjem faktora u brojniku dobivamo broj 126.

Medutim, ova je formula korisna u sredivanju izraza u kojima se javljaju binomni
koeficijenti.



BINOMNI POUCAK

1.3

2. Svojstvo simetrije

Zaista:

<nﬁk> - (n_k)![nni =k (n —nllc)!k! - <Z)

Svojstvo simetrije koristimo pri raunanju binomnih koeficijenata za k > n/2:
6\ 6 (6 _
(5)=(625)=(7)=s5

(}g) - (151_513) = (125) = %: 15-7 = 105.
W Pascalov trokut NI

IzraCunajmo binomne koeficijente za male vrijednosti brojeva n i izraCunane
vrijednosti napi$imo u obliku sljedece sheme:

(o) (i

Ovaj se trokut naziva Pascalov ili kineski trokut. IspiSimo izracunane
vrijednosti s jos tri dodana retka:

Ovaj je trokut sa starog ruko-
pisa zaista primjerenije nazvati
kineskim...

n=1 1 1

n= 1 2 1

n= 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n= 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1

27
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Zadatak 4.

Povijesni kutak

1z Pascalovog trokuta vidimo princip ispisivanja sljedecih redaka: svaki element
tog trokuta jednak je zbroju elemenata u prethodnom retku, lijevo i desno od
njega (osim rubnih elemenata koji su jednaki 1). Tako, primjerice, vrijedi

<8)+(8)78-7-6+8-7-6~578~7-6<1+5>
3 4) 1.2-3 " 1-2-3-4 1-2-3 4
8-7-6 9 -8 ~67(9)
1-2-3 4 4 \4)
Ovo svojstvo vrijedi za bilo koji element Pascalovog trokuta. To se mozZe zapisati

formulom:
(e20)+ (0= (")

Dokazi ovu formulu!

Dokaz je najlakSe naciniti prateci racun u sljedecem primjeru:

12 12y 12! 120 5121 +8-12!
(4)+<5)_4!~8!+5!~7!_

5. 8!
13120 131 /13
- 51.8! _5!~8!_(5)'

O

BLAISE PASCAL

Blaise Pascal (Clermont-Ferrand 19. lipnja 1623. — Pariz, 19. kolovoza 1662.) fran-
cuski je filozof, matematicar i fiziCar. U Sesnaestoj godini napisao je Traité sur les
sections coniques (Rasprava o presjecima konika), u kojem proucava svojstva krivulja
drugog reda. U sljedece dvije godine konstruirao je stroj za zbrajanje i oduzimanje
koji se i danas ¢uva u PariSkom muzeju. Prvi je to¢no formulirao i primjenjivao princip
matematicke indukcije. Zasnovao je teoriju vjerojatnosti te sastavio shemu binomnih
koeficijenata (koja je jos otprije bila poznata Kinezima). U fizici je ostvario bitan
doprinos u proucavanju tlakova plinova i tekucina. Opisao je ovisnost tlaka zraka
o temperaturi i vlazi te se drzi zaCetnikom meteorologije. Po njemu su dobile ime
fizikalna jedinica za pritisak, kao i jedan programski jezik.

Autor je glasovitih Lettres provinciales (Pisma provincijalu). Kao filozof zastupa
tezu o ogranicenosti racionalnog misljenja te da se osnovne istine mogu spoznati tek
s pomocu snage vjere. Od 1658. do smrti odaje se vjerskim razmisljanjima rezultat
kojih je djelo Pensées (Razmisljanja) objavljeno nakon njegove smrti.
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B Binomni poucak I

Naziv binomnih koeficijenata i vrijednosti ispisane u Pascalovom trokutu suge-
riraju vezu izmedu tih brojeva i prikaza potencije binoma (a + b)". Za male
vrijednosti broja n dobro su nam poznate formule za potencije binoma:

(a+b)!' =1-a+1-b,
(a+b)?=1-a®>+2-ab+1-b,
(a+b)P=1-a*+3-a°b+3-ab®+1-b°.

Posljednje dvije nazivaju se kvadrat i kub binoma. Koeficijenti u ovim izrazima
upravo su binomni koeficijenti.

MnoZenjem izraza za kub binoma s a 4 b dobit ¢emo sljedecu jednakost:

(a+b)* = (a4 3a*b + 3ab® + b*)(a + b)
=a* +3a’b + 3d?b* + ab® + a’b + 3a*b* + 3ab® + b*
= a* +4a’b + 6a%b* + 4dab® + b*.
Uocimo da je zbroj eksponenata u svakom pribrojniku jednak eksponentu u po-

tenciji binoma. Nadalje, koeficijenti u ovom izrazu su binomni koeficijenti iz
jednog retka Pascalovog trokuta.

|_Binomni pougak
Zasvaki a,b € R, n € N vrijedi:
(a+b)" = (n)a”bo + (’11>a”_1b1 + (g)a”_zbz + <§>a”_3b3 +...

0
+ (")t (1)t

n—1

Dokaz poucka moze se provesti s pomoc¢u matematicke indukcije. Za n =1, 2,
314 pokazali smo da formula vrijedi.

Korak indukcije, prijelaz sa n na n + 1 dokazuje se na identiCan nacin poput
ovog koji ¢emo napraviti za prijelazs n =4 nan+1=25:

Pretpostavimo da je tvrdnja istinita za broj n = 4:
4_ (4N 4, (4 3 4\ 2,0 (4 3 4\ 4
(a+b) —(0>a —I—(l)a b—|—<2>ab —|—<3)ab —|—<4>b.

29
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Pomnozimo tu jednakost s @ + b. Dobivamo:
(a+b)*a+b) =

(8 (4o (S (Dt (2o
o (§)in () () (Do

+d*h+ (?)a%z + (g)a2b3 + (;‘)ab“ + (i)bS.

Koristeci svojstvo binomnih koeficijenata (svojstvo 2), grupirajudi ¢lanove ove
sume uz identi¢ne potencije, dobivamo:

e = (3t (Fan (o ($)owt+ (B + (S

Time je ovaj korak matematicke indukcije dokazan.

Zadatak 5. Dovrsite dokaz binomnog poucka dokazujudi korak indukcije za bilo koji prirodni
broj n.

Razvijmo po binomnoj formuli:

e ({2 () (2 (2 B+ ()

=% + 55" + 10 + 10x% + 5x + 1.

(= 2)’ = (€ + (D20 + (L)
(O (-0 + (92 (=)’
OO

1Y)

2)

=% —6x* + 152 — 20 +

Zadatak 6. 1) Odredi realni dio kompleksnog broja (1 — i)’ .
2) Odredi realni dio kompleksnog broja (1 + 7).

Zadatak 7. Izracunaj (2 — +/3)* koriste¢i binomnu formulu.
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B Znak sumacije. Op¢i €lan u razvoju binoma NI

Zapisivanje binomne formule mozemo pojednostavniti koriStenjem znaka za su-
maciju Z Taj znak je grc¢ko slovo X koje odgovara latinskom slovu S, i

pocetno je slovo latinske rijeci summa koju smo preuzeli i u hrvatskom jeziku.
Znak sumacije koristi se za jednostavnije zapisivanje razliCitih suma. Primjerice,

Syl
~k 23 45

Varijablu k£ nazivamo indeks sumacije, a ispod i iznad znaka sumacije nalaze se
granice unutar kojih treba naciniti zbrajanje: k mijenja se od 1 do 5, uzimajudi
za vrijednosti prirodne brojeve.

Broj pribrojnika moze biti neodreden:
n
>e
k=1
oznacava zbroj kvadrata prvih n prirodnih brojeva:
n
Y =1+2243" 4+ +n’

k=1

Izraz k* nakon znaka sumacije naziva se op¢i ¢lan.

Zapisimo binomnu formulu s pomocu znaka sumacije. Prvi ¢lan urazvoju binoma
ima oblik (g)a”bo , drugi (’f)a”*lbl ooy (k-+1)-vilan glasi (Z)akb"*k .
To je opéi ¢lan ove sume. Stavljajuéi k = 0, k = 1,..., k = n dobit ¢emo
redom sve ¢lanove u binomnoj formuli:

n

(a+b)" = Z(’]Z)an_kbk.

k=0

. . . . 10
Odredimo cetvrti ¢lan u razvoju binoma <\3/)_c o \/x3> .

To je ¢lan koji odgovara vrijednosti indeksa k& = 3 (jer je za prvi ¢lan
k =0). On iznosi

. . 4
(19) (¥ (Vo) = %x% X2 = 12056 .

Zadatak 8. Zbroj binomnih koeficijenata prva tri ¢lana u raspisu potencije (x — 2y)" jednak
je 46. Odredi onaj ¢lan koji sadrzi x°y .
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9
Zadatak 9. Koji ¢lan u raspisu potencije <\/)_c + \3/)_c> sadrzi x*?

1\ 12
Odredimo onaj ¢lan razvoja <x 1 —2> koji ne sadrzi x.
X

Op¢i ¢lan u razvoju iznosi:

<1k2>x12—k<)%>k _ <1k2>x12—k 2k <1k2>x12—3k.

TraZzimo onaj k za koji je eksponent jednak nuli. 1z 12 — 3k = 0 slijedi

k = 4. To je peti ¢lan u razvoju, a iznosi ( 142) =495.

1 3\n
Zadatak 10. U razvoju binoma (x 2 —3x2 ) binomni koeficijenti 3. i 7. ¢lana medusobno

su jednaki. Postoji li u ovom razvoju ¢lan koji ne sadrzi x?

_@ Kutak plus

STIRLINGOVA FORMULA

Pribliznu vrijednost funkcije n! za velike brojeve n moZemo izraunati pomucu rac¢unala na sljedeéi nacin. Vrijedi:
n
n!~2nn| -
e

Ova se formula naziva Stirlingova formula. Jo§ preciznije, vrijedi

n
1

n 1 n
n . n 1
\/27rn<—) cel2ntl < pl < \/27rn<—) cel2n,
e e

Za n = 100 na taj nadin dobivamo ocjenu: 9.332615093 - 1057 < 100! < 9.332621569 - 107, dok je totna
vrijednost (racunajuci s 10 to¢nih znamenaka) 9.332621544 - 1057,

1. Koristeci Stirlingovu formulu izracunajte pribliznu vrijednost broja 200! .

2. Koliko znamenaka u dekadskom zapisu ima broj 1000! ?

3. Koristeci Stirlingovu formulu izracunajte pribliznu vrijednost binomnog koeficijenta ( 150(? ) .
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f Kutak plus

IDENTITETI ZA BINOMNE KOEFICIJENTE

Binomni koeficijenti zadovoljavaju mnogobrojne identitete. Vecina tih formula moze se dokazati s pomocu veze dvaju
polinoma. Iz identiteta

(1+x)"(1+x)" = (1+x)>"

moZemo napisati:

() (D)oo G )+ (1) ()] =550

Polinomi slijeva i zdesna se podudaraju. Zato im se podudara koeficijent uz potenciju x" :

(8) ()« (1) () o () (3) = ()

Zbog svojstva simetrije binomnih koeficijenata, ova se jednakost moze napisati na nacin:
2 2 2 2
n n n\ _ (2n
(8) « (1) v () = ()

1) Rabeéi jednakost (1 4+ x)(1 4+ x)" = (1 4+ x)""! izvedi temeljnu rekuraziju za binomne koeficijente (na str. 28).

2) Rabeéi jednakost (1 +x)"(1 +x)* = (1 +x)" ™ izvedi Vandermondeov identitet:
i r s _(r+s
k n—k) n )
k=0
3) Rabedi jednakost: (1 —x)"(1+x)" = (1 —x%)", dokaZi identitet:

i(—l)"(’;ﬁ)z— Hﬁ(

k=0 0, n neparan

(g)—l——l—n(Z) —n.2" 0

Lin 1(n 1/n 1 n 2n+171
5) - = = == -
)1<0)+2<1)+3<2)+ +n+1<”) n+1

) , nparan

SR

o (5)+3(1)+s(3)+7(4) +- =20
P (8)() (1)) Gr) )= 6
o (8)(2) (1)) e (an0) () = ()
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Izracunaj:
1) 7' +8!4+9!; 2)
25!
=, 4
3) 20! )
Zapisi krace:
1) 18-17-16-15!; 2)
) (n+1)-n-(n—1);
4) (n—1)(n—-2)(n—23)!.
Skrati razlomke:
15!
1 ok 2)
n!
O Pk 4)
2n)!
5 2o 6)
n!
(n+1)!
7 .
) ot 8)
Izracunaj:
1 1
T 2)
5! + 4!
3 5 4)
50! 30!
5) - _
) 48!  28!° 6)
Izracunaj
1 1
Do (n+1)° 2)
(n=1)! (n=2)"
3 2 (n—3)!"
n! (n—1)!
Y (n—1! (n—2)!
Rijesi jednadzbe:
!
H (n+2)! — 7. 2)
n!
(k+1)!
3 =30; 4
) (k—1)! )

12! — 1;
— 6!
120

12-11-10!;

;2
(n+1)!
(n—1)1"
(n+k)!
(n+k—=2)"
2n(2n — 1)
(2n)!

1 1 1
st e
991 — 98!
97! ’
50! 2' 1'

b
(n—1)! n!’

k' 2k!
(k—4)
nl—m-1)"! 1

m+1)!  6°

Odredi posljednju znamenku zbroja

I 42030+ ... +99!.

&k—2)0’

10.

11.

12.

13.

Dokazi matematickom indukcijom da za svaki
prirodni broj n vrijedi jednakost:

1 2 n—1 1
1)—+2,+3'+ e B ek
2)1-1!'+2-21+3-314...+n-n!

=n+1) -1

i (9). (2): (%) (9): (8)
Izravnim ra¢unom provjeri jednakosti:

b (9)=(%): 2 (3)=(5):

5 (§)=(5): 0 (=)
Izravnim ra¢unom provjeri jednakosti:

D (3)+(a) = (5):

» (4)+(5)=(5):

» (7)+(5)=(%):

9 GEE ) = )

Odredi prirodni broj n tako da vrijede jednako-

> (=) 2=
o 1= (520 ()= (5%
53(,2) =5 1)

6 17(*" 1) =9(,",).

Odredi prirodni broj x tako da vrijede jednako-
sti:

b 2(3)=2(5)-(3):
9 30(5)+8(3)=21(3)-(3):
3 (3)+(G)=("3):
Y (3)+203)-(3").
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Dokazi sljedece identitete direktno, i koristeci
svojstva Pascalovog trokuta.

D ("¢%) =(ela)+2(2 1)+ (3):

2<k<n;
2)+3(c 1)

2 ("17) = (25)(,

n
+(k),3<k§n.
_’_

Prikazi pomocu binomne formule:

1) (x—1)%; 2) (2x+1);
4
3) (2x+1)5; 4) (x—l—%) ;
1 5
5) <—); 6) (1+y°)*;
X
)’ V3-v2)s
( X = %) > ) ( 7 ) .
Izracunaj:
1) Gx+ D)%+ (Bx—1)%;
2) (x+1)°+ (x—1)8.
1) Napisi tri prva ¢lana raspisa potencije
(a—2)10,

2) Napisi tri posljednja ¢lana raspisa potencije
(2x+1)°.

Odredi koeficijent izraza:

1) x3y* u raspisu potencije (2x — 3y);
2) x%y3 u raspisu potencije (x — 2y);
3) x%° u raspisu potencije (x + y)!!

U raspisu potencije (4x+3)" koeficijenti ¢lanova

koji sadrze X ix*su jednaki. Koliko iznose?

U raspisu potencije (2x+3)" koeficijenti ¢lanova

koji sadrze x° i x° su jednaki. Odredi n.

1 n

U prikazu binoma (x? + =) koeficijenti Cet-
X

vrtog i desetog ¢lana se podudaraju. Odredi onaj

¢lan koji ne sadrzi x.

1 12
Odredi onaj ¢lan razvoja binoma (E Vai+ \3/a—2>

uz potenciju a'3 .

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

U razvoju binoma odredi:
1) ¢lans x® od (x +2)8;
2) &lans x° od (v/x+/3)12

6
1
3) ¢lan od X+ —— koji ne sadrzi x;
) (\f %) ]
4) ¢lan od (x3/2 4+ x~1/2)8 koji ne sadrzi x.
Odredi imaginarni dio kompleksnog broja
=(1-3)7.

. . .. 15
Odredi 13. ¢lan u raspisu potencije (1 = z\/§>
gdje je i imaginarna jedinica.

13
Odredi 11. ¢lan u raspisu potencije (\/§ — i) ,
gdje je i imaginarna jedinica.

n
U raspisu potencije (%/; = %) je 12 ¢la-
nova. Vx
1) Odredi treci ¢lan raspisa;

2) Odredi slobodni ¢lan raspisa.

n
U raspisu potencije (x\/)_c 4k %) je 12 ¢lano-
va. Vx
1) Odredi Cetvrti ¢lan raspisa;

2) Odredi slobodni ¢lan raspisa.

Postoji i u raspisu potencije (\/E + (‘/E) 20 ¢lan

79
( x_i)ll
e

koji sadrzi x' ?
Postoji li u raspisu potencije <\/)_c T \/)_c> ¢lan
koji sadrzi x*?

Postoji li u raspisu potencije
&lan koji sadrzi x° 2

Zbroj koeficijenata prvog, drugog i treceg clana
n

1
razvoja binoma <x+ —> iznosi 37. Odredi
X
tre¢i ¢lan ovog razvoja.

Odredi zbroj koeficijenata u razvoju binoma
(5x2 — 4y3)7.

Odredi x ako je poznato da je treci ¢lan u razvoju

5
binoma (x + ylog X) jednak 1000 000.
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1 BROJEVI

m Prirodni, cijeli i racionalni brojevi

U skupu prirodnih brojeva posebnu ulogu imaju prosti (prim) brojevi.

B Prosti brojevi. Faktorizacija broja na proste faktore NI

Prirodni broj veci od 1 je prost ako je djeljiv samo s 1 i sa samim sobom. Broj
je slozen ukoliko nije prost, s izuzetkom broja 1 koji ne drzimo niti prostim niti
slozenim. Nekoliko prvih prostih brojeva su 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29,
31 itd. Svaki je slozeni broj nuzno djeljiv s nekim prostim brojem vecim od
1. Zapravo, svaki se prirodni broj moZze na jedinstven nacin napisati u obliku
umnoska prostih brojeva:

n=pip2:..."Pm-

Primjerice, 15 =3-5,42=2-3-7,90 =2-3-3-5 isl. Ovdje neki od
njegovih faktora mogu biti i jednaki. Grupiramo li ih zajedno, dobit ¢emo broj

oblika: L ,
n :pllpz2 . -pkk.

Primjerice, 90 =2-3%2-.5, 96 =27 .3 isl.

Koliko razli¢itih faktora ima broj 72 (ukljucujuci 1 i sam broj)?
PrikaZimo broj 72 kao umnozak prostih faktora: 72 = 2.2.2.3.3 = 23.32,
Svaki faktor ovog broja ima oblik 2" - 3™, pri emu je 0 < n < 3,
0 < m < 2. Tako primjerice, za n = 2 i m = 1 dobivamo faktor
22.31 =12,

Ukupan broj faktora je 4 -3, jer postoje 4 izbora za eksponent 7 i 3 izbora
za eksponent m . IspisSite sve te faktore poredajuci ih po veli¢ini!

Zadatak 1. Koliko razli¢itih faktora ima broj 300 ?
Zadatak 2. Zbroj svih faktora nekog prostog broja jednak je 998. Koji je to broj?

Zadatak 3. Koji broj manji od 100 ima najviSe razli¢itih faktora?

Broj 1005 nije prost. Zbroj njegovih znamenki djeljiv je s 3 pa je i sam
broj djeljiv sa 3. Nije prost niti broj 1006. On je paran. Jasno, nije prost
broj niti 1008. A Sto je s brojevima 1007 i 1009? Jesu li oni prosti?

36



PRIRODNI, CIJELI | RACIONALNI BROJEVI

1.4

Zadatak 4.

Pri provijeri je li neki broj n prost dovoljno je ispitati njegovu djeljivost
svim prostim brojevima p koji su manji ili jednaki broju /n. (Zasto?)

Broj 1007 nije djeljiv s 3 niti s 5. Izravnim dijeljenjem sa 7, 11 13 i
17 uvidamo da mu to nisu prosti faktori. Pri dijeljenju s 19, dobivamo
1007 = 19 - 53. Zato 1007 nije prost.

Provjera broja 1009 pokazuje da je on prost. Broj treba podijeliti svim
prostim brojevima manjim ili jednakim 31. (Uz ovdje spomenute, treba
provjeriti djeljivost s 23, 291 31.)

Koji su od sljedecih brojeva prosti: 901, 903, 905, 907, 909, 9117 Za one koji
nisu, napi$i faktorizaciju na proste faktore.

Prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

Dokaz. Jednostavan dokaz ove Cinjenice bio je poznat jo§ starim Grcima. Do-
kazujemo pretpostavivsi suprotno: skup P prostih brojeva je konacan. Neka su
mu elementi P = {py1,p2,...,pm}. Nacinimo broj n = pipr-...-py + 1. On
je veci od svih brojeva pyq,...,p, 1zato mora biti sloZen. To znaci da je djeljiv
s nekim prostim brojem p; iz skupa P. Kako je istim brojem djeljiv i umnozak
PiP2 - - .- Pm,iz togaslijedi daje s p; djeljivairazlika n —pip-...-pm =1,
$to je nemoguce. Dobili smo proturjecje s pretpostavkom da je skup P konacan.

B Relativno prosti brojevi NN

Brojevi koji nemaju zajednickih djelitelja nazivaju se relativno prosti. Njihova
najveca zajednicka mjera (najveéi zajednicki djelitelj) jednak je 1, Sto zapisu-
jemo ovako: M(x,y) =1.

Najvecu zajednicku mjeru dvaju brojeva mozemo odrediti poznavajuci faktori-
zaciju obaju brojeva. Najveca zajednicka mjera sadrzi zajednicke proste faktore
onoliko puta koliko se nalaze i u jednom i u drugom broju.

M(4,6) = M(22,2-3) =2,

M(24,36) = M(23 3,22 .32) =22 .3 =12,
M(378,693) = M(2-3%-7,3%.7-11) =3%.7 = 63,
M(72,175) = M(2® - 32,52 . 7) = 1.
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f Kutak plus

O PROSTIM BROJEVIMA

Otkrivanje sve vecih prostih brojeva oduvijek je bio veliki izazov matemati¢arima. Danas to ima vrlo prakti¢no zna-
¢enje. Najvaznije metode Sifriranja za slanje povjerljivih podataka elektronskim putem (poput elektronickog placanja
karticama) temelji se na svojstvima prostih brojeva. Klju¢ za Sifriranje i deSifriranje poruke temelji se na odabiru
prirodnog broja n koji je dobiven kao umnozak to¢no dva prosta faktora. Brojevi koji su u uporabi u standardnim
algoritmima imaju preko 300 znamenaka. Razbijanje Sifre svodi se na otkrivanje faktorizacije takvog broja n, §to je
problem koji niti racunala ne mogu obaviti u razumnom vremenu.

Utrka za otkrivanjem sve vecih brojeva zapocela je 1588. godine, kad je Pietro Cataldi provjerio da su 27 1i2¥ -1
prosti brojevi. Ako je broj n sloZen, tad je djeljiv s prostim brojem koji ne premasuje /7. Cataldi je svoj ratun
temeljio na tablici prostih brojeva manjih od 750, $to je bilo korektno jer je korijen broja 291 priblizno broj 724.
Takva je provjera mukotrpna, jer zahtijeva djeljenje sa svim prostim brojevima manjim od 724.

Brojevi oblika M, = 2 — 1 nazivaju se Mersenneovi brojevi. Da bi taj broj bio prost, nuzno je da p bude prost
(dokazi tu tvrdnju!). Cataldi je tvrdio da su i brojevi 2” — 1 prosti za p = 23, 29, 31, 37, ali to s pomoéu svoje
tablice nije mogao provjeriti. Godine 1640. Pierre Fermat je pokazao da prosti djelitelji broja 2” — 1 moraju biti oblika
2kp + 1 za neki prirodni broj k. Sad je bilo vrlo jednostavno vidjeti da M»3 nije prost, jer je djeljivs 47 (k = 1),
M37 jedjeljivs 223 (k= 3),a My s233 (k=4). Daje 231 — 1 uistinu prost, dokazao je L. Euler 1738. godine.
Medutim, interesantno je da je on tvrdio da su PALIS I A | prosti, $to nije istina.

Godine 1876. Lucas je otkrio da je 2127 prost broj. Taj broj ima 39 znamenaka: 170 141 183 460469 231731 687
303 715 884 105 727 Taj je broj ostao rekorder za narednih 75 godina, i ujedno je najveci prosti broj koji nije otkriven
s pomocu racunala.

Mersenneovi brojevi. Svi do danas poznati prosti brojevi oblika 2” — 1 dobivaju se za za p = 2, 3, 5, 7, 13, 17,
19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209,
44497, 86243, 110503,132049, 216091, 756839, 859433, 1257 787 (378 632 znamenke), 1398 269 (420 921 znamen-
ka), 2976221 (895932 znamenke), 3021377 (909 526 znamenaka), 6972 593 (2098 960 znamenaka), 13466917
(4053 946 znamenaka), 20996 011 (6 320 430 znamenaka), 24 036 583 (7 235 733 znamenaka), 25964 951 (7 816 230
znamenaka), 30402 457 (9 152 052 znamenaka), 32 582 657 (9 808 358 znamenaka), 37 156 667 (11 185272 zname-
naka), 42 643 801 (12 837 064 znamenaka), 43 112 609 (12978 189 znamenaka), 57 885 161 (17 425 170 znamenaka),
otkriven 25. sije¢nja 2013.

Digits in Largest Known Prime

Broj prostih brojeva. U knjizi “Tablice i formule: matematika, (microcomputer age)
fizika, astronomija, kemija” dan je popis prvih 3480 prostih brojeva 1000000000
(0d2do32423). Akoje m(n) broj prostih brojeva koji nisu veéi od
n,onda je 7(1000) = 168, 7(10000) = 1229, 7(10%) = 9592, 100000000
m(10%) = 78498, m(107) = 664579, m(10%) = 5761455,
7(10%) = 50847534, m(10'%) = 455052512 Za jako velike 10000000 }y

. e o n K
brojeve n, vrijedi priblizna formula 7(n) ~ Tt J— e

L 4

Na mreznim stranicama primes.utm. edu mozete pronaci tablicu 100000 .)‘ 1 )
prvih 15000 000 prostih brojeva (od 2 do 275 604 541) te linkove e
do stranica s najnovijim otkri¢ima u vezi s prostim brojevima. 10000 J )
Ovaj zanimljivi dijagram na toj stranici pokazuje korelaciju izme- 1000 | R —
du broja znamenaka najveceg prostog broja i godine otkrica. 1975 1980 1995 1890 1985 2000 2005 2010 2015
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Za svaki prirodni broj n broj n® — n djeljiv je sa 6. DokaZimo.
Napisimo broj u obliku
n—n=nn®—1)=@m-nn+1).

Brojevi n — 1, n, n+ 1 su tri uzastopna prirodna broja. Tocno jedan
medu njima mora biti djeljiv s 3. Barem jedan od njih djeljiv je s 2. Zato
je njihov umnozak djeljiv s 6.

Dokazimo da je zbroj kubova triju uzastopnih cijelih brojeva djeljiv s 9.
Najprije imamo: (n — 1)3 +n? + (n + 1) = 3n(n® +2). Ako je n
djeljiv s 3, onda je ovaj broj ocito djeljiv s 9. A ako n nije djeljiv s
3, tada je on oblika n = 3k + 1 te je broj n® + 2 djeljiv s 3. Naime,
(3k+1)2+2 =9k> + 6k +3 = 3(3k> £ 2k + 1).

Dokazimo da je za svaki prirodni n broj 322 4 26"+1 djeljiv s 11.
Broj mozemo napisati ovako:
322 L o6t —9.9" 1 2.64" =9 (11 —2)" 42 (66 — 2)"

Prikazemo li ove potencije s pomocu binomne formule, svaki ¢lan osim
posljednjeg biti ¢e djeljiv s 11. Posljednji pribrojnici u oba ¢lana u zbroju
daju:

9.(=2)"+2-(=2)"=11-(-2)"

pa je Citava suma djeljiva s 11.

Zadatak 5. Dokazi da je za svaki prirodni broj n broj 3** — 43" djeljiv sa 17.

Djeljivost sa 7. Za djeljivost s brojem 7 nema jednostavnog pravila. Moz-
da ¢e nekom biti prihvatljivo ovo: Udvostru¢i znamenku jedinica i oduzmi
je od pocetnog broja kojemu je prekriZzena znamenka jedinica. Postupak
ponovi potreban broj puta. Broj je djeljiv sa 7 onda i samo onda ako je
broj dobiven ovim postupkom djeljiv sa 7. Primjerice:

8303 — 830 — 6 = 824 — 82 — 8 = 74,
8792 +— 879 —4 =875— 87 — 10 =77
pa 8303 nije djeljiv sa 7, a 8792 jeste. Dokazimo ovaj kriterij.

Pocetni broj moZemo napisati u obliku 10x+y. Tuje y znamenka jedinica,
a x broj dobiven iz pocetnog kriZanjem te znamenke. Sada imamo

10(x — 2y) = 10x +y — 21y
Brojevi 7 i 10 su relativno prosti, pa je 10(x — 2y) djeljiv sa 7 onda i
samo onda ako je x — 2y djeljiv sa 7. No, desna strana je djeljiva sa 7

onda i samo onda kad je pocetni broj 10x + y djeljiv sa 7. Time je tvrdnja
dokazana.
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B Prosirenje skupa prirodnih brojeva IR

Operacije zbrajanja ( + ) i mnoZenja ( -) definirane su u skupu prirodnih brojeva
N. To znaci da je zbroj prirodnih brojeva ponovno prirodan broj, kao i umnozak
dvaju takvih brojeva. Njihova osnovna svojstva su:

xX+y=y+x, (komutativnost zbrajanja)
x+(+z2)=(k+y) +z (asocijativnost zbrajanja)

XY=y X, (komutativnost mnozZenja)
x-(y-z)=x-y) -z (asocijativnost mnoZenja)

1-x=x, (neutralnost jedinice za mnozenje)
x-(y+z)=x-y+x-z (distributivnost mnoZenja prema zbrajanju).

Operacije oduzimanja i dijeljenja nisu definirane u skupu prirodnih brojeva. To
znaci da ne mozemo uvijek oduzeti ili podijeliti dva po volji odabrana prirodna
broja tako da i rezultat bude prirodni broj. Zato vrlo jednostavna jednadzba

X+n=m
u kojoj su n i m prirodni brojevi, ne mora imati rjeSenje u skupu N.
Da bismo uvijek mogli rijesiti tu jednadZzbu, moramo skup N prosiriti nulom i
negativnim cijelim brojevima. Na taj nacin dobivamo skup Z cijelih brojeva:
Z={..-3-2,-1,0,1,2,3...}.

U ovom vecem skupu za operacije zbrajanja i mnoZenja vrijede ista svojstva
komutativnosti, asocijativnosti i distributivnosti kao i u skupu prirodnih brojeva.
Tim svojstvima dodajemo dva nova:

e x+0=x (neutralnost nule za zbrajanje),

e zasvaki x € Z postoji —x € Z takavdaje x + (—x) =0
(postojanje suprotnog broja).

Dakle, u skupu cijelih brojeva za svaki broj x postoji njemu suprotan broj —x
koji zbrojen s x daje nulu. Ako je x pozitivan, onda je —x negativni broj iste
apsolutne vrijednosti. Ako je x negativan, onda je —x pozitivni broj iste apsolut-
ne vrijednosti. Nadalje, suprotan broj suprotnog broja jednak je po¢etnom broju:
—(—x) =x.

Koristenjem pojma suprotnog broja u skup cijelih brojeva uvodimo izvedenu
operaciju oduzimanja:

y—x:=y+ (—x).

To znaci da je y — x samo dogovorni jednostavniji zapis za zbrajanje broja y sa
suprotnim brojem broja x.

Oduzimanje dvaju brojeva je zbrajanje prvog broja i suprotnog broja
drugog broja.
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Ovo nam svojstvo osigurava da je jednadZzba
xt+tn=m

u kojoj su n i m cijeli brojevi, rjeSiva u skupu Z. Njezino je rjeSenje cijeli broj
m+ (—n)=m-—n.

B Polje racionalnih brojeva IR

Ako su n 1 m cijeli brojevi, jednadzba
nx =m

nema uvijek rjesenje u skupu cijelih brojeva.

Da obuhvatimo rjesenja te jednadzbe, moramo skup cijelih brojeva prosiriti raz-
lomcima.

Racionalan broj je broj oblika n , pri ¢emu je m cijeli, a n prirodni broj. Skup

svih racionalnih brojeva oznacavamo s Q. Ocito je Z C Q.

" Aksiomi poa racic

U skupu racionalnih brojeva operacije zbrajanja i mnoZenja imaju slje-
deca svojstva’ :

Ry x+y=y+x, Vx,yeQ
(komutativnost zbrajanja),
Ry x+(+2)=@Ex+y)+z Vxyz€Q
(asocijativnost zbrajanja),
Ry x+0=x, ¥xeQ
(neutralnost nule za zbrajanje),
Ry (WxeQ)(A(—x)€Q)x+(—x)=0
(postojanje suprotnog broja),
R5 Xy=y-Xx Vx?)]GQ
(komutativnost mnoZenja),
R6 X‘<y'Z):(X'y)‘Z, an)’aZGQ
(asocijativnost mnozenja),
R; l-x=x, Yxe€Q
(neutralnost jedinice za mnoZenje),
Ry (x€Qx#0)(IA €Q)x -x=1
(postojanje reciprocnog broja),
Ry x-(y+z)=x-y+x-z, Vx,y,z€Q
(distributivnost mnozenja prema zbrajanju).

Kazemo da skup Q ¢ini polje.

3 Znak V dolazi od obratno napisanog pocetnog slova njemacke rijeci Alle (svi). Cita se: za svaki.
Znak 3 dolazi od obratno napisano pocetnog slova njemacke rijeCi Existieren (postojati), koja je nastala
po latinskoj rijeci istog znacenja. Cita se: postoji.

41



1

BROJEVI

42

1
Recipro¢ni broj x’ broja x je dobro nam znani broj — ili x~'. Tako rjeSenje
X

jednadzbe
a-x=>,

gdje su @ # 0 i b racionalni brojevi, moZzemo nakon mnoZenja s recipro¢nim
brojem pisati u obliku:
d(a-x)=d b
(d-ax=d b
x=d b
1 b
x=a'b==-b=".
a a
Time smo zapravo definirali novu operaciju, dijeljenje, koja je definirana u skupu
racionalnih brojeva: koli¢nik dvaju racionalnih brojeva (s djeliteljem razlicitim
od nule) ponovo je racionalni broj. Dijeljenje broja b racionalnim brojem a
zapravo se svodi na mnoZenje broja b recipro¢nim brojem broja a.

Dijeljenje je mnoZenje reciprocnim brojem.

Stoga kad isti¢emo definiciju skupa Q, spominjemo samo dvije operacije na tom
skupu zbrajanje i mnozenje. Druge dv1Je elementarne operacge oduzimanje
i dijeljenje, izvedene su operacije iz mnoZzenja i zbrajanja i predstavljaju sa-
mo jednostavniji zapis za zbrajanje sa suprotnim elementom, odnosno mnoZenje
recipro¢nim brojem.

B Q je uredeno polje NI

U skupu racionalnih brojeva moZemo definirati relaciju poretka < ovako:
a c c a
<= = 0< = — 1
b d 4 b M

Racunajudi razliku (1) zakljucujemo:

bc — ad
;—1<2<:>0< —— <= ad < bc. (2)
(Prisjetimo se da su nazivnici u zapisu racionalnih brojeva prirodni, dakle, pozi-
3
tivni brojevi.) Tako, primjerice, vrijedi: 7 < 5 ,jerje 7-5<3-12.
— ’ —

.

Cescée promatramo sli¢nu relaciju poretka <

x<y = (x=y ii x<y).
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4

Kutak plus

| Aksiomi relacije pore

Ryp y<xilix<y,

Ry akojex<yiy<x,ondajex=y,

Ry akojex<yiy<z,ondaje x <z,

Rz akoje x <y, ondazasvaki z € Q vrijedi x+z < y+z,
Ry akoje 0<xi0<y,ondaje0<xy.

Polje racionalnih brojeva je uredeno polje. Za svaka dva racionalna broja mo-
Zemo reci jesu li oni jednaki ili je jedan od njih veci (i koji je to). Medutim, to
nije uvijek jednostavno uciniti, vidi Kutak plus.

2 5 4
Poredajmo po veli¢ini brojeve x = 3Y=3%¢=7

Rije¢ je o jednostavnim brojevima (s malim brojnikom i nazivnikom) i
usporedbu nece biti tesko uliniti. Pritom neéemo usporedivati po dva
broja medusobno, ve¢ ¢emo, odredujuci najmanji zajednicki visekratnik,
odjednom odrediti poredak svih brojeva:

2 s %

168 YT 1687 YT 168
teje z <y <x.

Jednostavniji nacin za usporedbu ovih brojeva jest napisati ih u decimalnom
zapisu, koji dobivamo direktnim dijeljenjem ovih brojeva:

x=0.6666... y=0625  z=0.57143...

USPOREDBA RACIONALNIH BROJEVA

Poredajmo po veli¢ini brojeve:

L 1346269 5824280 10816520
T 2178309’

y= z

0423883 © 17501497

Tocan odgovor je: za ove brojeve vrijedi y = z < x. Na koji smo nacin to provjerili? Brojevi su preveliki da bi se
umnozak u 2) mogao izracunati s dovoljnom precizno$éu na dZzepnom racunalu. Izra¢unajmo umjesto toga (racunalom)
decimalni prikaz ovih brojeva. Dobivamo:

x = 0.61803398875 ... y = 0.61803398875 . .. 7 =0.61803398875 .. ..

Vidimo da odgovor na vrlo jednostavno pitanje moze biti poprili¢no sloZen.
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B Decimalni prikaz racionalnog broja NI

Pozicijski dekadski zapis brojeva moze se prosiriti i na racionalne brojeve. Takav

1
prikaz broja nazivamo decimalni prikaz. Tako, primjerice, broj 7 ima deci-

11 1
malni prikaz 0.5, broj 3 ima decimalni prikaz 1.375, Too = 0.01 itd. Ove

prikaze dobivamo dijeljenjem brojnika s nazivnikom.

» 1

Sto je s brojem = ? Njegov decimalni prikaz nije konacan. Dijeleci brojnik s
nazivnikom, dobivamo za medurezultate dijeljenja brojeve 0.3, 0.33, 0.333,
0.3333 itd. Dakle je

% = 0.333333...

a znamenka 3 se ponavlja u beskonacnost. Ovaj broj zapisujemo joS na nacin
0.3, gdje tocka iznad broja pokazuje da se znamenka 3 ponavlja.

Prikaz racionalnih brojeva moZze biti beskonacan decimalni broj sa znamenkama

1
koje se ponavljaju i na sloZenije nacine. Primjerice, broj 7 ima prikaz:

% = 0.1428571428571428 ... = 0.142857.

Ovdje se ponavlja skupina od Sest znamenaka. Kazemo da ovaj decimalni prikaz
ima period duljine 6, a pocinje neposredno iza decimalne tocke. Tocku stavljamo
na pocetnu i zavr$nu znamenku perioda. Ovakav se broj naziva ¢isto periodicni
decimalni broj.

Period ne mora pocinjati neposredno nakon decimalne tocke:

?—Z = 2.6428571428571428 ... = 2.6428571.

Za takav broj kazemo da ima mjeSovito periodi¢ni decimalni prikaz. Opéi oblik
takvog prikaza je:

X= ag...ap .by...by ¢1...¢
—_—

cjelobrojni dio  predperiod  period

U postupku dijeljenja dvaju prirodnih brojeva ostataka moZe biti samo konac-
no mnogo, jer su manji od djelitelja. Zato se postupak dijeljenja ili zavrSava
u kona¢no mnogo koraka (kad se dobije ostatak nula), ili od nekog trenutka
ponavlja.

Svaki racionalni broj ima konacan ili beskonacan periodi¢ni decimalni
prikaz.
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Vrijedi li i obratni zakljuc¢ak? Odgovara li svakom periodi¢nom decimalnom
broju racionalan broj? Odgovor je potvrdan. Pogledajmo najprije poseban slucaj
kad je cjelobrojni dio jednak nuli, a decimalni dio Cisto periodican. Neka je
x = 0.205.

x = 0.205 = 0.205205 ... .,

10° - x = 205.205205 . .. = 205 + 0.205205 ... = 205 + x,
205

1000x — x) = 2 ==
(1000x — x) =205 = «x 999

Vrijedi sljedeci prikaz:
. Cl1.-.-Cp _ cl...Cp
1P —-1 99...9
Svaki periodican decimalni zapis odgovara racionalnom broju.

0.¢1...¢

(3)

.03 1 .5 .12 4
0.3_5_5, 0.5_5, 0.12_®_§,

. . 238095 26455 2405 5-13-37 5
0.238095 = 999999 — 111111 10101 3-7-13-37 21’
. 4 944 13

ld=14+-="—"="2

+9 9 9’

- 74 2-999+74 2072 56

2.074 =2+ 555 = 999 T 999 27’
2.916:2.91+%—291 6 _291-9+6 2625 35

100 100 7900 ~ 900 900 12’
0.740 1215 740 1215 -999 4 740

12.15740 = 12.15 + 100~ 100 " 999-100 99900

1214525 48581 1313
= 229 (kratimo s 25) = ooon = 2222
99900 — (kratimo s 25) = <50 = 58

1249 — 1044 22 1249 12441 125 5

100 100 ' 9-100 100 100 4

Napomena. Prema prethodnom primjeru, vidimo da decimalne brojeve s ko-
nac¢nim decimalnim prikazom moZemo promatrati i kao brojeve s beskona¢nim
periodi¢nim prikazom, sa znamenkom 9 u periodu:

Z =1.25 =1.24999 ... = 1.249, 1=0.999...=09.
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Zadatak 6. ZapiSi u obliku razlomka racionalne brojeve 1.235, 0.01212. Provjeri raun
koristec¢i dzepno racunalo.

Izratunajmo: 1) 1.24 4+ 0.6213, 2) 3.823 +5.742.

Pretvaranje broja u razlomak nepotrebno bi otezalo racun. Umjesto toga,
decimalne znamenke ¢emo napisati tako da periodi pocinju istom decima-
lom i jednako dugo traju. Na taj ih na¢in mozemo zbrojiti:

1) 1.24 +0.6213 = 1.2444 + 0.6213 = 1.8657,

2) 3.823 +5.742 = 3.8233 + 5.7424 = 9.5657.

Tocan se rezultat moze naslutiti uporabom dzepnog racunala na sljedeci nacin:
3.82333333333 4 5.74242424242 = 9.56575757575.

Izradunajmo 0.125 4 0.47

0.125 + 0.47 = 0.125 + 0.474 = 0.599 = 0.59 = 0.6

Prevedite ove decimalne brojeve u razlomke i uvjerite se u to¢nost racuna.
Provedite racun i s pomocu dZepnog racunala.

Zadatak 7. Izratunaj x —y i x +y akoje x = 1.234, y = 0.815.

_é Kutak plus

FERMATOVI BROJEVI

Zan=20,1,2,3,4 broj F, = 2% 41 je prost: dobivamo redom brojeve 3, 5, 17, 257, 65537. Na osnovi toga je
P. Fermat tvrdio da su ti brojevi prosti za svaki prirodni broj n. Medutim, L. Euler je 1732. god. pokazao da je vec¢

s
sljedeci broj Fs = 2% 11 = 4294967297 djeljivs 641, F5 = 641-6700417 . Do danas nije pronaden niti jedan novi
prost Fermatov broj, a za mnoge se zna da su sloZeni (npr. svi brojevi za 5 < n < 16). U binarnom zapisu Fermatovi
brojevi imaju prikaze 11, 101, 10001, 100000001, 100...001 (15 znamenka 0) itd. Ti su brojevi interesantni jer
je poznato da se pravilni mnogokut ¢iji je broj stranica prost broj moZe konstruirati ravnalom i Sestarom onda i samo
onda ako je broj njegovih stranica Fermatov broj. Tako se, primjerice, mogu konstruirati pravilni trokut i peterokut, ali
ne moze sedmerokut. Ovu je tvrdnju dokazao Gauss, a tome u spomen svjedoci postolje njegovog spomenika u obliku
pravilnog 17-terokuta.
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- Zadatci 1.4.

1.

Ispitaj koji su od sljedecih brojeva prosti:
237, 839, 929, 5833, 17947, 22279, 28 709.

Uvijeri se da su svi brojevi izmedu 26960 i 26980
sloZeni.

Napisi faktorizaciju sljedecih prirodnih brojeva:
312, 556, 1001, 5828, 12481.

Neka je tvrdnja T: Ako je broj oblika 111...11
prost, onda mu je broj znamenaka prost broj.

1) Dokazi ovu tvrdnju.

2) Iskazi obratnu tvrdnju. Je li ona istinita?

3) Vrijedi 111 = 3 -37. Je li to u suprotnosti sa
tvrdnjom T? Objasni svoj zakljucak?

4) Vrijedi 1111 = 11-101. Je li to u suprotnosti
s tvrdnjom T?

5) PokusSaj pronaci barem dva prosta broja ovog
oblika. Za to ¢e biti nuzna pomo¢ racunala.

Koristeci algoritam djeljivosti brojem 7, ustanovi
koji od sljedecih brojeva su djeljivi sa 7

1) 10002000300020001 ;

2) 10003000400030001 ;

3) 10004000500040001 ;

4) 40004000300020001 .

(Brojevi su veliki da se do rezultata ne bi doslo
neposrednim dijeljenjem na dZepnom racunalu.)

Na koji nacin, koriste¢i dZepno racunalo, mozes
rijesiti prethodni zadatak pomocu samo dva dije-
ljenja?

Djeljivost s 13. Broj je djeljiv s 13 onda i samo
onda ako je s 13 djeljiv broj dobiven ovom trans-
formacijom: znamenka jedinica broja se ucetve-
rostruci i doda poc¢etnom broju kojemu je prekri-
Zena znamenka jedinica (ovaj se postupak moze
ponoviti). Dokazi ovaj kriterij.

Koristedi algoritam iz prethodnog zadatka, usta-
novikoji od sljedeca dvabrojaje djeljivs 13: x =
1000010000100007 ili y = 1000010000100009 ?
(Brojevi su veliki da se do rezultata ne bi doslo
neposrednim dijeljenjem na dZepnom racunalu.)

Na koji nacin, koriste¢i dZepno racunalo, mozes
rijesiti prethodni zadatak pomocu samo dva dije-
ljenja?

10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ako je zbroj prvih n prirodnih brojeva za 187
veci od zbroja prvih 2n prirodnih brojeva, koliki
je zbroj prvih 3n prirodnih brojeva?

—_— -

Ako umnosku cetiriju uzastopnih cijelih broje-
va dodamo 1, dobit ¢emo kvadrat nekog cijelog
broja. Dokazi!

Dokazi da broj n — 8 nikad nije djeljiv s 5.
Jesu li brojevi 444, 555, 99 potpuni kvadrati?

Rastavljanjem na faktore dokazi: 120 | n —
513 +4n,zasve n € N.

—_— =

Koliki mogu biti djelitelj i koli¢nik u postupku
dijeljenja cijelih brojeva ako je djeljenik 557, a
ostatak 857

Koliki mogu biti djelitelj i ostatak u postupku di-
jeljenja cijelih brojeva ako je djeljenik 1517, a
koli¢nik 75?

Povecanjem djeljenika za 52, a djelitelja za 4,
koli¢nik i ostatak se nisu promijenili. Izracunaj
koli¢nik.

Odredi najmanji cetveroznamenkasti broj koji pri
dijeljenju sa 2 daje ostatak 1, pri dijeljenju sa 3
ostatak 2, pri dijeljenju s 5 ostatak 4, a pri dije-
ljenju s 7 ostatak 6.

Za koje je cijele brojeve x,y i z ispunjena jed-
nakost

x=2)-(y+1):-(z=3)=1?

U skupu cijelih brojeva rijesi jednadzbu
(x—2)(x —=3)(x —4)(x—5) = 3024.

. U skupu cijelih brojeva rijesi jednadZbe:

1) x2—y?=105;

2) 2x% + 5xy — 12y% = 28;
I x+y=uxy;

4) x2+y2—2x—4y+4=0.
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22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Aritmeticka sredina 10 razli¢itih prirodnih broje-
va jednaka je 11. Koju najveéu mogucu vrijed-
nost moZze imati neki od tih brojeva?

Aritmeticka sredina 27 brojeva je 72. Ako su
dva od tih 27 brojeva brojevi 13 i 41, kolika je
aritmeticka sredina ostalih 25 brojeva?

Odredibroj c akojea:b=3:2,b:c=3:5,

te a+b+c—§
367

Broj 1708 podijeli na tri dijela a, b i ¢ tako da
budea:b=3:51a:c=1:2.
Akojea:b=2:3,b:c=1:2,koliko je
afb_bfcq

a+b b+c’

Ako je omjer razlike, zbroja i umnoska dvaju
brojeva jednak 1 : 2 : 6, koliki je koli¢nik tih
brojeva?

Broj 750 podijeli na dva dijela tako da 8 % prvog
dijela zajedno sa 24 % drugoga ¢ini 11.2 % od
danog broja.

_’_
r 3 5 7
Koii e broi vedi: A — - + > 20Dy
0]1;e T_]V?gzl 3+5+7+911
Bl=— et e
3+5+7

1 2 1 1
Koiiie broi vecis A= 14+ =4+ 24 — 4 — il
0]1 je broj veci +3+9+27+81 1l1
R T Y
39 27 81

Koji je broj veci:

n A:54311215 i :45311521_
54311216 45311522°

2) A= 1234512345 QB — 1234512346‘
4567845678 4567845679

Akoje a<b,a>0,b >0, c>0,ondaje

9 - EC el

< .
b b+c

1
Dokazi; akoje a+b > 1,ondajei a*t+pt > —.

o]

_’_

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.
41.

42,

43.
44,

45.

47.

48.

Odredi 100. decimalu u decimalnom zapisu raci-
onalnih brojeva § s i s i .
3°11° 7
Odredi period u decimalnom zapisu racionalnih
brojeva % , 13—1 , % . U svakom od primjera odredi
150. decimalu.

Zapisi u obliku razlomka racionalne brojeve
a=0.363636...
b=0.135135135...
¢ =0.133213321332....

Zapisi u obliku razlomka racionalne brojeve a =
0.63, b =0.135, ¢ = 0.125.

Dani su racionalni brojevi @ = 0.531531531 .. .,
b = 0.873873873 ... Prikazi zbroj a 4 b irazli-
ku a — b u obliku razlomka.

Izradunaj a + b i a — b za brojeve a = 2.134,
b =3.225.

Koliko je a : b akoje a = 0.875, b = 1.27?

Napisi umnoZak brojeva a = 0.916 i b = 0.36
u obliku razlomka.

—_— -

2 - 2m+1
Zakojejecijele brojeve m razlomak mo—omt ]
m—+2
cijeli broj?
Akoje x~! =371 + 471 koliko je x?
Odredi x ako je
1

1
=2 _ o
Dx =5+

1

Y xl=—m5—0.
VX = 3

Odredi brojeve x i y akoje x ! +y 1 =5 i
1.y 1=6.

. Napisi sedam racionalnih brojeva koji dijele in-

14
terval [E’ g} na osam jednakih dijelova.

Napisi decimalni prikaz nekog racionalnog broja
.. . . 3 24
koji se nalazi unutar intervala [ﬁ’ ﬁ} .

Nadi neki broj izmedu 3 i 2 koji je kvadrat ne-

77
kog racionalnog broja. Koliko rjeSenja postoji?
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m Realni brojevi

U svakodnevnom rac¢unu obi¢no se koristimo prirodnim, cijelim i ponekad ra-
cionalnim brojevima (kroz razlomke ili decimalne brojeve). Medutim, mnoga
racunanja imaju za rezultat novu vrstu brojeva, koju su ljudi u proslosti nazva-
li iracionalnim. Tako primjerice, povrSina kruga kojemu je duljina promjera
prirodan broj nije racionalan broj. Isto vrijedi i za njegov opseg.

Jos od starogrcke matematike poznato je da je dijagonala kvadrata nesumjerljiva
s njegovom stranicom. Prevedeno na jezik brojeva, time se iskazuje tvrdnja da je
dijagonala kvadrata kojemu je stranica 1 iracionalan broj. Uistinu, ta dijagonala

iznosi /2, a dobro je poznato da taj broj nije racionalan.

Ako je p prost broj, dokazimo da /p nije racionalan.

Pretpostavimo suprotno: za prirodne brojeve m i n vrijedi /p =

S |3

Pritom brojeve m i n po potrebi skratimo tako da na koncu budu relativ
prosti. Onda kvadriranjem dobivamo

m2 9

p=— tj. nzp =m".
n
Lijeva je strana djeljiva s p, pa je to onda i desna strana. Kako je p prost,
to je moguce samo onda kad je m djeljiv s p. Zato vrijedi m = kp za
neki prirodni broj k, pa dobivamo

=]

o

n2p = kzp2 tj. n? = k2p.
Sad na isti nacin zakljuCujemo da je i n djeljiv s p, Sto je proturjecje
s pretpostavkom da su m i n relativno prosti. Zato ,/p ne moze biti
racionalan.

Zadatak 1. Dokazi da je v/3 + /5 iracionalan broj.

Ako n nije potencija broja 10, onda je logn iracionalan.
Pretpostavimo suprotno: logn = L , gdje su p i g relativno prosti prirodni
brojevi. Ova jednakost ekvivalentna je jednakosti 10’ = n?. No ona je

nemoguca, ako n nije potencija broja 10. Zato je pretpostavka koja je do
nje dovela pogresna, pa logn nije racionalan.

Zadatak 2. Dokazi da je logs 2 iracionalan broj.
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Realne brojeve dobivamo upotpunjujuci skup racionalnih brojeva — dodaju¢i mu
iracionalne brojeve — ali tako da na novom skupu vrijede sva svojstva algebarskih
operacija koja su vrijedila medu racionalnim brojevima. Postoje dva jednostavna
nacina na koja mozemo intuitivno pojmiti realne brojeve:

Opis skupa realni

1. Geometrijski opis. Skup realnih brojeva mozemo poistovjetiti s
brojevnim pravcem: svakom realnom broju odgovara jedna tocka bro-
jevnog pravca i obratno — svakoj tocki s brojevnog pravca odgovara
jedan realni broj.

2. Algebarski opis. Skup realnih brojeva sadrZzi sve decimalne brojeve
oblika
iao.b1b2b3 ce bn ce

pricemu je ag neki prirodni broj (cjelobrojnidio), a by, b; .. . znamenke
decimalnog prikaza.

Zapamtimo da svaki racionalni broj ima konacan ili beskonacan periodicni deci-
malni zapis. Prema tome, broj zapisan beskonacnim neperiodi¢nim decimalnim
prikazom mora biti iracionalan.

H Intervali. Omedeni i neomedeni skupovi I

Najjednostavniji podskupovi brojevnog pravca su intervali. Postoje Cetiri tipa
intervala:

[a,b) = {x e R:a<x<b} (zatvoreniinterval — segment),

(a,b) ={x € R:a<x<b} (otvoreniinterval),

la,b) ={xeR:a<x<b} (poluotvoreni interval),

(a,b) ={xeR:a<x<b} (poluotvoreni interval).
Interval I odreden je svojim rubnim tockama a i b. a se naziva pocetak ili donji
rub intervala, a b je zavrSetak ili gornji rub tog intervala. Ovdje je a < b. Samo

kod zatvorenog intervala moZe se dopustiti da bude a = b, pri cemu je interval
[a,a] zapravo skup {a} koji sadrZi samo tocku a.

Moguce je da pojedina granica intervala bude beskonacna. Primjerice, ako je
b = oo, onda vrijedi [a,00) = {x € R:a <x},aza a = —oo imamo, na pri-
mjer, (—o0,b) = {x € R:x < b}. I¢tavskup R jeinterval: (—o0,00) =R.

S vrstom rubnih tocaka povezan je pojam omedenosti intervala. Interval je ome-
den ako su mu rubovi @ i b konacni realni brojevi.

Svaki broj m < a naziva se donja meda, a svaki broj M > b naziva se gornja
meda intervala /.
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L
a
‘ | | interval i primjeri njegovih
m donjih i gornjih meda

SN

Ako je neki od rubova intervala a, b jednak —oo ili oo, onda je interval
neomeden. Tako je, primjerice, interval

[1,00) ={xeR:x>1}
neomeden, jer nije omeden odozgo. Interval
(—00,—-2) ={xeR:x< -2}
je neomeden, jer nije omeden odozdo.
— ’ —
Pojmovi omedenosti te donje i gornje mede proSiruju se i na po volji uzete
podskupove brojevnog pravca.
Donja meda skupa S je svaki broj m manji ili jednak bilo kojem elementu skupa
S. Gornja meda skupa S je svaki broj M vedi ili jednak bilo kojem elementu

skupa S.

Naglasimo odmah da, kao i za intervale, donja i gornja meda nekog skupa ne
moraju postojati.

f Kutak plus

DECIMALNI PRIKAZ IRACIONALNIH BROJEVA

Brojevi v/2 i 7 su iracionalni, pa je njihov decimalni prikaz neperiodi¢an. Zakon nizanja njihovih znamenaka nam je
nepoznat:

V2 = 1.41421 35623 73095 04880 16887 24209 69807 85696 . ..
7 = 3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 . ..

Na temelju ovih znamenaka ne znamo odrediti niti sljedecu znamenku njihovog prikaza.

S druge strane, lako je opisati decimalni prikaz mnogih iracionalnih brojeva. Takvi su, primjerice:
0.1234567891011121314151617181920212223242526 . ..
0.1010010001000010000010000001000000010000000 . . .

U prvom su slu¢aju napisani redom svi prirodni brojevi, u drugom potencije 10" za n > 1. Oba su ova prikaza
neperiodi¢na, jer se u jednom i u drugom moze pronaci niz istovjetnih znamenaka po volji odabrane duljine, dakle dulji
od bilo kojeg unaprijed zadanog perioda.
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" Omedeni skupovi

Neprazan podskup S brojevnog pravca je omeden ako postoje brojevi
m i M takvi da za svaki x € S vrijedi

m<x <M.

Dakle, svaki omedeni skup ima konac¢nu donju i gornju medu. U pro-
tivnom, za skup kazemo da je neomeden.

B Minimum, maksimum, supremum i infimum skupa NI

Mede mogu ali ne moraju pripadati skupu. S tim u vezi definiramo pojmove
supremuma i maksimuma nekog skupa:

Supremum skupa S jest broj B sa svojstvima:
1) B je gornja meda skupa S
2) B je najmanja gornja meda.

PiSemo B = supS. Ako skup nije omeden odozgo, onda supremum ne
postoji pa stavljamo sup S = co.

Ako supremum f pripada skupu S, onda za njega kaZzemo da je mak-
simum skupa S ipiSemo § = maxS.

Analogno ovom, definira se pojam infimuma i minimuma skupa:

|_infimum skupa___

Infimum skupa S jest broj o sa svojstvima
1) o je donja meda skupa S.
2) «a je najveca donja meda.

Pisemo o = infS. Ako skup nije omeden odozdo, onda stavljamo
inf§ = —o0.

Ako « pripada skupu S, onda za njega kaZzemo da je minimum skupa
S ipiSemo o0 = min S.
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Uvjerimo se da za omedene intervale vrijedi:

I =[a,b], a=minl, b= maxl,
I={a,b], a=1infl, b= maxl,
I =a,b), a=minl, b=supl,
I={(a,b), a=infl, b =supl.

Koje svojstvo karakterizira supremum? Supremum je najmanja gornja meda
skupa. To znaci da svaki broj manji od supremuma viSe nije gornja meda tog

skupa.

Jednako tako, infimum je najveca donja meda skupa. To znaci da svaki broj veci

od infimuma viSe nije donja meda tog skupa.

Navedimo nekoliko primjera podskupova brojevnog pravca i odredimo
njihove gornje ili donje mede. Istaknimo pripadaju li one skupu ili mu ne

pripadaju.
S=(0,1) U(1,4],
S={xeQ:x* <2},

S={yeR:y= —42, x€R},
S=N={1,2,3..},

infS =0,
infS = —v2,
inf S = —o0,
minS =1,

max S = 4,
sup S = V2,
max S = 2,
sup S = oo.

Odredimo infimum, supremum, minimum i maksimum skupa

S={*+1:xcR, -1 <x<2}.

U rubnim to¢kama intervala, funkcija f (x) = x> + 1 uzima vrijednosti
f(=1)=2, f(2) = 5. Koordinate tjemena ove parabole su (0, 1). Zato
funkcija preslikava interval (—1,2) u interval S = [1,5) . Prema tome

je
infS = minS = 1,

Maksimum skupa S ne postoji.

supS = 5.
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B Skup racionalnih brojeva je gust I

Udaljenost dvaju uzastopnih cijelih brojeva iznosi 1. To znaci da u intervalu
duljine manje od 1 postoji najvise jedna cjelobrojna tocka.

Polozaj racionalnih brojeva na brojevnom pravcu bitno je drukdiji. Pokazat ¢emo

da izmedu svakih dvaju racionalnih brojeva postoji beskonac¢no mnogo racional-
nih brojeva. Vise je mogucih dokaza. ObrazloZimo dva sli¢na razmisljanja.

ST . . . . A b—a
Ako su brojevi a i b racionalni, tada je racionalan i broj x = —— . Promo-

10
trimo brojeve a, a4+ x, a+ 2x...a+ 10x = b. Svi su oni racionalni i leze
b—
unutar intervala [a,b]. To¢no je 11 takvih brojeva. Stavimo sad x = 0 Oa .

Ponovo su brojevi oblika a, a + x, a4+ 2x... a + 100x = b racionalni brojevi
unutar intervala [a,b]. Njih je sada 101. Dijelivsi razliku b — a na sve vise
dijelova, zakljuCujemo da mozemo pronaci po volji mnogo racionalnih brojeva
unutar ovog intervala.

Pogledajmo jo$ jednu konstrukciju. Podijelimo interval [a,b] na dva jednaka

b— b
dijela. Djeli$na tocka iznosi x = a + a_1a +

i to je racionalan broj. Sad

moZemo interval [a,x] ponovo podijeliti na dva jednaka dijela; djeli¥noj tocki
odgovara racionalni broj.

/ [ x x xxxxxxx | /

/ atx at2x /

e T 0 @ b
atx at X .

Izmedu svakih dvaju racionalnih brojeva postoji jos beskonacno mnogo racionalnih
brojeva.

U svakom koraku mozemo sve prethodne intervale podijeliti na pola djeliSnim
tockama koje su racionalni brojevi. Tako unutar intervala [a, b] pronalazimo jed-
nu, pa dvije, Cetiri, osam, Sesnaest itd. racionalnih to¢aka. Prema tome, izmedu
svakih dvaju racionalnih brojeva postoji beskonacno mnogo racionalnih brojeva.
Sli¢na tvrdnja vrijedi i za odnos realnih i racionalnih brojeva.

]
"l““iillllii”
Izmedu svakih dvaju racionalnih brojeva postoji beskonacno mnogo
racionalnih brojeva.

Izmedu svakih dvaju realnih brojeva postoji beskonacno mnogo raci-
onalnih brojeva. KaZzemo da su racionalni brojevi gusti na brojevnom
pravcu.
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B Skup R je potpun NN

|_Aksiom potpunost

Ri5 U skupu R svaki omedeni podskup ima infimum i supremum.

Po ovom svojstvu se razlikuje skup realnih brojeva od skupa racionalnih brojeva.
Naime, takvo svojstvo ne vrijedi u skupu racionalnih brojeva!

IPEUIgIr
| Skup racionalnih b
Supremum i infimum omedenog podskupa racionalnih brojeva ne mora
biti racionalan broj.

Tlustracija za to je sljedeéi skup racionalnih brojeva
{reQ:x* <2}

Njegov infimum je broj —v/2, a supremum +/2 i to nisu racionalni brojevi.

Zorno to zamisljamo tako Sto prihvacamo da unutar skupa racionalnih brojeva
(shvadenih kao tocke brojevnog pravca) postoje Supljine. Te Supljine upravo su
iracionalni brojevi. S druge je strane skup realnih brojeva je potpun, on nema
Supljina. To zami$ljamo tako da svakoj tocki brojevnog pravca odgovara neki
realni broj.

O

Povijesni kutak

REALNI BROJEVI

Realni su brojevi precizno opisani relativno kasno, tek krajem XIX. st. Najveéi su doprinos u tome imali njemacki
matematicari Wilhelm Dedekind (1831. — 1916.), Georg Cantor (1845. — 1918.) i Karl Theodor Wilhelm Weierstrali
(1815. - 1897.).

W. Dedekind G. Cantor K. T. W. Weierstraf3

Strogi opis skupa realnih brojeva dobivamo tako da propiSemo sustav aksioma koje realni brojevi moraju zadovoljavati,
a koji su dovoljni da potpuno opiSu skup realnih brojeva. To su svojstva R; —Rj4, navedena pri opisu racionalnih
brojeva. Ona se moraju nadopuniti aksiomom R;5 o potpunosti skupa realnih brojeva.
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10.

11.

12.

13.
14.

DokaZi da je broj v/3 iracionalan. DokaZi da su
iracionalni i brojevi % s {1/5

Ako su x i y prirodni brojevi takvi da je barem
jedan od brojeva /x ili /y iracionalan, onda je

iracionalan i broj \/x 4+ /y. Dokazi!

Dokazi: Broj a + bv/2 je iracionalan broj za
svaka dva racionalna broja @ i b, b # 0.

Dokazi; ako broj {/a,gdjejen e Nin>1,te
a € N, nije prirodan broj, on je iracionalan.

Dokazi da je broj /2 + v/3 iracionalan.

Dokazi da su sljedeci brojevi iracionalni:

1) V2+ V3, 2) V24+34+5;
3) VI1I+V2; 4) \1+V2+V3.

Dokazi da su brojevi

D (1-+v2)23+2v2);

2) (V3+1)%(4-2V3);

3 (Vo+4/5+V2+5) - vV2-+5

racionalni.

Brojeve /9 +4V/5 i \/17 —4v/9+4+/5 pri-
kazi u obliku x + /y.

Dokazi da su brojevi

1) 0.1234567891011 ...
2) 0.14916253649. ..

3) 0.248163264128...

4) 0.121221222122221 ...
iracionalni.

Odredi sve x € Q za koje je broj /4x2 +x — 1

racionalan broj.

Dokazi da su sljedeci brojevi iracionalni:
1) logy3; 2) log;g36.

Dokazi da su sljedeci brojevi iracionalni;
1) cos15°; 2) sin15°; 3) tg5°; 4) cos20°.

Dokazi da je broj cos 1° iracionalan.

Dokazi da je tg 1° iracionalan broj.

15.

16.

17.

18.

—_— -

Izracunaj:

D V243 V1-4V3;
2) V5v2—1- V7+5v2;

3 [167°% - 2v2)3] [167°% + (2v2)3 ]
4) [9‘% + (3\@)—%} [9—% _ (3\@)—%} ,

Dokazi:

1) VBl - v2) =34+2V2;
2-v2| - V8 -3
3—V3|—1|5—v27
V27 = 3| + 1 - V3]

4 — 18|+ |3 - V8

p WV B-VB_, o
14— V2| —|v8 -3

4) B/ = o/ =] =4v3-17.
V27 — 5|+ |2v/3 — 17|

Racionaliziraj nazivnik sljedecih razlomaka:

0 3v2—2V5 2v5+5V2
2V5+3v2’ 5vV2-2V5’

3) 2V3 . 4 1
V2+V3+V5' 1+V2+V3

Koliko je

1=V —|VZ—/3|= V3=V =~ [\/39—/100]2

19.
20.

21.

22.

Rijesi jednadzbu x - x| = 28.

Izracunaj:

V] + V2] + [V3] +...+ [V49] + [V50] ?

1
Za koji je najmanji cijeli broj k umnozak 22 -
5 2

3 k—1
22 .22 ....-272 veéiod?256?
Izracunaj L 4 ! S ! =F
zracunaj:

! VIHV2 VEItV3 VB VA
N e—— —

V99 + /100
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

_’_

Izradunaj broj v/5 to¢no na 4 decimale sluZzeci
se racunalom, ali koriste¢i samo operaciju mno-
Zenja.

Koristeéi samo operacije zbrajanja i mnoZenja

odredi v/2 + /3 s to¢no¥éu od 4 decimale.

Odredi niz uklopljenih intervala unutar kojih se
nalazi broj \3/§ Dopusteno je koristiti se dzep-
nim ra¢unalom, primjenjujuci samo operacije mno-
Zenja. Na taj nacin odredi broj ?/E s preciznoscu
od 5 znamenaka.

Napisi neki iracionalan broj koji leZi u intervalu
[0.12600011, 0.12600025] .

_’_

Odredi najmanji interval koji sadrzi skupove

D) {x?:1<x<3}; 2) {&?:—-1<x<3};
3) {¥* —3x:2<x<3};

4) {x*-3x:1<x<3};

5) {x¥* —3x:-1<x<3};

6) {x:x*—2x<3}.

Odredi infimum, supremum, minimum i maksi-
mum (ako postoje) sljedecih podskupovau R:
1) S={x€Z:—-6<x<3};

2) S={xeQ:-6<x<3};

3) S={xeR:—-6<x<3};

4) S={xeR:—-6<x*<3};

5) S:{xeR:x:@,m,neN,m<n}.
n

Odredi infimum, supremum, minimum i maksi-
mum (ako postoje) sljedec¢ih podskupovau R:

1) S={xeN:1<e" <20};
2) S={xeQ:1< e <20};
3) S:{XZGR:71<x<3};
4 S={x*cR:1<x<3}.

30. Utvrdi imaju li sljede¢i skupovi minimum, mak-

simum i odredi njihov infimum i supremum:

1 S:{n—lzneN};

n
2) S:{1+(7nl)n :neN};
3) S:{nil :neN}.

57



1

BROJEVI

m Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

58

Primjer 1.

B Algebarski prikaz kompleksnog broja [N

Rjesenja jednadzbe x*> 4 1 = 0 nisu realni brojevi. Skup realnih brojeva R pro-
Sirit éemo do skupa kompleksnih brojeva C tako da mu priklju¢imo imaginarnu
jedinicu: rjeSenje ove jednadzbe. Imaginarna jedinica i je takav kompleksan
broj za koji vrijedi i* + 1 = 0, tj. i> = —1. Pritom zahtijevamo da i u novom
skupu vrijede sva pravila R; —Rg za racunske operacije zbrajanja i mnoZenja u
skupu R.

" Skup komploksnih brojeva

Skup kompleksnih brojeva C sadrzi sve brojeve oblika
z=x+i, (1)

gdje su x 1 y realni brojevi. x nazivamo realni dio, a y imaginarni
dio kompleksnog broja z. PiSemo x = Rez, y = Imz. Prikaz (1)
naziva se algebarski prikaz kompleksnog broja z.

B Algebarske operacije NN

skupu kompleksnih brojeva definirane su algebarske operacije zbrajanja i mno-
zenja koje i 1ma]u svojstvo komutativnosti, asocuatlvnostl i distributivnosti. s po-
mocu zbrajanja i mnoZenja moZemo definirati i izvedene algebarske operacije
oduzimanja i dijeljenja.

Formule za mnoZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva ne treba pamtltl vec se

ove operacije izvode kao s algebarskim izrazima, uvazavajuci ¢injenicu da je
=—1.

Izvr$imo naznacCene operacije:

(4+2i)+ (=3 +i) =1+3i,
3—\/_1) (V24+i)=3-vV2—(V2+1)i
5+ 3i) - 2i = 10i + 6i* = —6 + 10i,

4% =17 — 4i,

2 =4+4i+i2=3+4,

(
(
(3—|—21)(1—21)—3—|—21 6i — 4
2+
(142> =14+6i+12>+8°=1+6i—12—8i=

—11 —2i.
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Vrjedi: #=—-1,P3=2.i=—i,*=3.i=-2=1,P=i*.i=i.
Dalje se ra¢un ponavlja.

Svaki se prirodni broj n moze napisati u obliku n = 4k + r, gdje je r
ostatak pri dijeljenju s 4, r € {0,1,2,3}. Tada je:
= l~4k+r _ i4k =

Primjerice, i%3 = i*3 -3 = 3 = —i, 2010 = /430242 — ;2 — _1 isli¢no.

Neka je z = x + yi bilo koji kompleksni broj. Sa Z oznacavamo broj
Z:=x—Yyi. (2)

Za brojeve z, 7 kazemo da Cine par kompleksno konjugiranih brojeva. Za
umnozak takvih dvaju brojeva vrijedi

2-2= (x+yi)(x—yi) =% —y?i* =+ (3)

Dakle umnozak kompleksnog broja i njemu kompleksno-konjugiranog broja je
uvijek realan nenegativan broj. Nadalje, z -Z = 0 ako i samo ako je x = 0 i
y =20, dakle, z=0.

Pri dijeljenju kompleksnih brojeva koristimo tu ¢injenicu u postupku koji je ana-
logan onom kod racionalizacije iracionalnih izraza:

Podijelimo kompleksne brojeve:

3-5i 3-5i i 3i—5% 3i+5 5 3.
2% 2 i 22 2 2 2"
342 3+2 142 342i+6i+4% —1+8i
1-2i 1-2 1+2i  1-42 5
1 8.
——§+§l.

B Kompleksna ravnina NI

Svakom kompleksnom broju z = x + iy odgovara uredeni par realnih brojeva
(x,y) . Zelimo li grafi¢ki prikazati kompleksni broj, prirodno je takvom broju pri-
druziti tocku M(x,y) u ravnini. Tako skup C moZemo poistovjetiti s ravninom
u kojoj je uveden Kartezijev koordinatni sustav.

Os Ox Kartezijevog sustava u ravnini naziva se realna os u C. Na njoj (i samo
na njoj) leze realni brojevi. Os Oy naziva se imaginarna os i ona sadrzi imagi-
narne brojeve — kompleksne brojeve ¢iji je realni dio jednak nuli. Ovu ravninu
nazivamo kompleksna ravnina ili Gaussova ravnina.
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Povijesni kutak

O

KARL FRIEDRICH GAUSS

Karl Friedrich Gauf3 (Braunschweig, 30. travnja 1777. — Gottingen, 23. veljace 1855.)
po mnogima najveci matematiCar svih vremena (princeps mathematicorum). S 19
godina rijesio je problem konstrukcije pravilnog sedamnaesterokuta. S 22 godine prvi
je dokazao osnovni stavak algebre, po kojem svaki polinom ima barem jednu (kom-
pleksnu) nul-tocku. Djelom Disquisitiones arithmeticee (1801.) postavio je osnove
suvremenoj teoriji brojeva. Bitno je doprinio svim podru¢jima matematike, tako da
mnogi pojmovi i tvrdnje nose njegovo ime. Od 1807. g. vodi katedru matematike
i astronomije na Gottingenskom sveuciliStu i upravlja mjesnom zvjezdarnicom. Bio
je i veliki prakticar. S 24 godine izracunao je putanju planetoida Ceresa koji se bio
izgubio iz vida nedugo nakon $to je bio otkriven, a zatim i planetoida Palade. Priredio
je 1 matematicke tablice koje su bile u uporabi preko stopedeset godina.

Vrijednost
ol = V2 2= Vx2+)? (4)

nazivamo modul ili apsolutna vrijednost kompleksnog broja. Vrijednost |z
oznacava udaljenost tocke T'(x,y) od ishodiSta koordinatnog sustava, a |z; — zp|
udaljenost dviju tocaka Ty(x1,v1), T2(x2,y2) koje odgovaraju kompleksnim
brojevima z; i zp.

S142i imaginarna os
=1 /

o= M(x,y)y=x+iy

Svakoj tocki M(x,y) Karte-
zijeve ravnine odgovara kom-
2. 1-i realna os pleksni broj z = x+1iy. Na

osi apscisa nalaze se realni
brojevi, na osi ordinata ima-
ginarni.

Q
tOY S

B Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja RN

Pokazat ¢emo kako se sloZene operacije s kompleksnim brojevima (mnoZenje,
dijeljenje, potenciranje, korjenovanje) mogu jednostavnije racunati ukoliko iz-
aberemo drukdiji, poneSto neobi¢an prikaz kompleksnog broja. Taj se prikaz
zasniva na koordinatnom sustavu u ravnini koji se razlikuje od Kartezijevog —
na polarnom sustavu.
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PoloZaj tocke M opisuju
Kartezijeve koordinate
(x,y), ali i polarne
koordinate (r, Q).

veza izmedu Kartezijevih i
polarnih koordinata

Neka je M(x,y) toka Gaussove ravnine koja odgovara broju z = x + iy, pri
¢emu je z # 0. Njezin poloZaj mozemo odrediti i s pomocu sljedeéih dvaju
podataka:

e udaljenosti » tocke do ishodiSta O,

ekuta ¢ izmedu spojnice OM i pozitivnog dijela x -osi.

Broj r je realan pozitivni broj, a za mjeru kuta ¢ uzimamo vrijednost unutar
intervala [0,27) . r i @ nazivaju se polarne koordinate kompleksnog broja z
(slika). Te su koordinate jednoznacno odredene tockom z. Vrijedi i obrat: ako
su r; 1 @ polarne koordinate broja z;, a rp i ¢, polarne koordinate broja z
paje r; # rp ili @1 # @, onda je nuzno z; # zp (razmislite zasto!). Za broj
z=0 vrijedi r = 0, akut ¢ nije odreden.

Zabroj z = 1+ i vrijedi r = v/2, jer je to udaljenost tocke T(1,1) do
ishodista. Takoder ¢ = g Nacrtajte sliku!

Trigonometriis

Kartezijeve i polarne koordinate vezane su relacijama:

X =rcos Q,
y = rsin Q.

(5)

Prikaz kompleksnog broja z u obliku
x+iy=r(cos@ +ising). (6)
naziva se trigonometrijski prikaz broja z.

Modul r kompleksnog broja iznosi:
r=lz| = Vx2 + 2. (7)

Kut ¢ nazivamo argument kompleksnog broja i oznacavamo s
@ = arg(z) i odredujemo iz veze:

g = )y_c (8)

Jednadzbom (8) kut ¢ nije potpuno odreden. Naime, ova jednadZba ima dva
rjeSenja unutar intervala [0, 27) (koja se medusobno razlikuju za 7). Koje je od
njih ‘pravo’, odredujemo s pomocu predznaka brojeva x i y, odnosno na osnovi
informacije o kvadrantu u kojem se nalazi broj z. Ako je x = 0, tada je broj
imaginaran, pa je njegov argument /2 za y > 0, odnosno 37/2 za y < 0.
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Zadatak 1.

Prikazimo u trigonometrijskom obliku sljedece brojeve:

1) V3+i 2) —2i; 3) V2 4) 2;
5 1—i: 6) —V2+V2i; 7)) —1—V3i; 8 —1+2i
D r=V3+i=v3+1=2,

T .. T
1 T T - z:2<cos—+lsm—>
tg‘P:%:tgg,‘PZE 6 6

3 3 3

2 r=|-2i=2; o= 7” tejez:Z(cosg—i-isin?n)

3) r=|-v2|=Vv2, ¢=m z=Vv2(cosm+isinm)

4) r=1[2/=2, ¢=0,z=2(cos0O+isin0)

1 F |
1 A |
/ D
c \
| E
B
odredivanje trigonometrijskog prikaza kompleksnog broja
5 r=+1+1=+/2. Vrijedi tg@ = —1, a kako je broj u &etvrtom
kvadrantu, vrijedi ¢ = 2w — g = TE , te slijedi:
7 7
7= ﬂ(cos%—i—isin%).
6) r=+2+4+2 = 2. Vrijedi ponovo tg¢ = —1, ali je broj u drugom
. 3n 3m . . 3¢
kvadrantu paje ¢ = — . Dakle z = 2<cos — 4 sm—) .
4 4 4
7 r=+1+3=2. tge = /3. Kut je u treéem kvadrantu pa je
*717—!—5 = 4% Dakle *2<cos4—n+isin4—n>
$=TTIES = 3 3 )

8) r=|—14+2]=+5tgp = -2. Iz tgp = 2 slijedi ¢ =
63°26'6” . Broj je u drugom kvadrantu pa je ¢ = 180° — 63°26'6" =
116°33'54" . Dobivamo z = /5(cos 116°33/54” + sin 116°33/54")
(vidi sliku).

Zapi$i u trigonometrijskom obliku brojeve z; =2 — 2i, 7o = —1 + 3i.
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1.6

Prikazimo u trigonometrijskom obliku kompleksne brojeve:

T ..
1) z:cosg—lsm—;

1)

2)

2n T . Sm
3 2) Z:—Zcosg—Zism?.

b4 b4
Broj z mozemo zapisati u obliku z = cos 3~ isin 3 Modul bro-

ja z jednak je 1. Valja joS odrediti njegov argument. No broj je u

St
kompleksnoj ravnini smjeSten u IV. kvadrant pa je arg(z) = ¢ = 3

b4 T
Broj z mozemo zapisati u obliku z = 2(— cos 3 isin E) . Modul

broja z jednak 2. Broju z u kopleksnoj ravnini je ravnini pridruZena

7
to¢ka u III. kvadrantu pa je arg(z) = ¢ = Fn’ .

r r
Tako je konacno z = 2(cos 3 + isin ?) .

Odredimo sve tocke kompleksne ravnine za koje je

1Y)

D

2)

n .

ﬂ:<ar <
6 ~HetS g

2) 1< 7] <3.

Neka je z = r(cos@ + isin@). Vrijedi ¢ = argz. Uvjetom

b4 b4
5 <argz < 1 postavljen je samo uvjet na kut ¢, ali ne i na modul

r. Dakle, r moZze biti bilo koji, a ¢ se mora nalaziti unutar intervala

<g, %) . Trazeni je skup kut u kompleksnoj ravnini odreden zrakama
¢:%i¢:%@%ﬂmm)
1) 2)
a T
s / b
/ - / \\
/ 1
rad G S
-z | \ |1 3
__ g \ /
~_| 7

Prikazimo ponovo kompleksni broj z u trigonometrijskom obliku:
z=r(cos@ +isinp). Sadaje |z| = r iuvjet prelaziu 1 < r < 3,
dok nema ogranicenja na kut ¢. Stoga je uvjetom odreden kruzni
prsten na slici desno. Rubovi nisu ukljuceni u podrucje.
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Odredimo skup svih kompleksnih brojeva z odredenih uvjetima
D |z—1|=lz—i; 2) |z—il+lz+il=4.

1) Ovaj skup Cine sve tocke koje su jednako udaljene od (1,0) i (0,1).
Taj je skup pravac, simetrala duZine kojoj su 1 = (1,0), i = (0,1)
iy krajnje tocke.

2i lz—1| =|z—1i|,

ﬁx (k=12 +y* =2+ (- 1)

-1
—2x = =2y,

-2i
y=2x
2) Ovaj skup Cine sve tocke z = x + yi za koje je zbroj udaljenosti do
to¢aka i, —i jednak 4. Rije¢ je o elipsi sa zariStima u i = (0,1) i
—i = (0, —1), ¢iju jednadZbu mozemo dobiti ovako:
e+ = Dil + |+ (v + )i = 4,
|-l

¢ VRO D22 (12 =4,

e VRHO-12=4- R+ 0+ 12,

\1 x2+y2—2y+1:16+x2+y2+2y+1—8\/m,
y+4=2\/m7

¥2 + 8y + 16 = 4x> + 4y* + 8y + 4,

45 4 3y = 12.

B MnozZenje kompleksnih brojeva NN

Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja vrlo je pogodan za opis operacije
mnozenja, a onda potenciranja i korjenovanja kompleksnih brojeva.

Izaberimo bilo koja dva kompleksna broja (razli¢ita od nule) i prikazimo ih u
trigonometrijskom obliku:

71 =11 (cos oL+ sinq)l),
= rz(cosq)z +1i sin(pz).
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1.6

Koristenjem adicijskog teorema za trigonometrijske funkcije, za njihov umnozak
dobivamo izraz:

12y =11 (cos @1 + i sin (pl) (cos @y + 1 sin q)z)
= r1rp[cos @ cos @ — sin @y sin @,
+ icos @ sin @, + isin @) cos @]
= rirafcos(@r + @2) +isin(@1 + @)]. )

Formule (9) predstavljaju trigonometrijski prikaz broja z1z;. Njegov je modul
riry, aargument @ + ¢, . Zato vrijedi

lz122] = |z1] - |22], (10)
arg(z1zp) = argzy + arg 2. (11)

" Ninozenie kompleksr

Kompleksni brojevi prikazani u trigonometrijskom obliku mnoze se
tako da im se pomnoze moduli, a argumenti zbroje:

2122 = rirafcos(@y + @) + isin(@ + @2)].

Zadatak 2. Izracunaj umnozak brojeva

1 = ﬁ(congrisin%), = ?(Cos%—i—isin%).

@ Kutak plus

NEJEDNAKOSTI U SKUPU C
MoZemo li za dva kompleksna broja reci koji je vedi, a koji manji? Je li broj 4 + 3i vediod 1+ 2i?

U skupu kompleksnih brojeva ne postoji relacija poretka koja ima svojstva Rig— R4 relacije poretka u skupu realnih
brojeva. Ta svojstva govore da za svaki broj z # 0 mora vrijediti to¢no jedna od relacija z < 0 ili z > 0. Nadalje,
relacija poretka ima sljedece svojstvo:

<0 = 0< -z
Zaista, po svojstvu R;3 slijedi

72<0 = z+(—2) <0+ (—2) . 0< —z.

Ako u polju kompleksnih brojeva postoji relacija poretka <, tada za broj i mora vrijediti i < 0 ili 0 < i. U
posljednjem slucaju, po R4 vrijedilo bi 0 < 2= —1,3%0 je proturjecje. Ako je pak i < 0, tadaje 0 < —i i odavde
0 < (—i)?> = —1, pa ponovno dobivamo isto proturjecje.

Prema tome, nije moguce definirati relaciju poretka u polju kompleksnih brojeva. Stoga kompleksne brojeve ne
moZemo usporedivati po veli¢ini.
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H Dijeljenje kompleksnih brojeva NN

Formula sli¢na onoj za mnoZenje vrijedi i za operaciju dijeljenja.
2 _n (cos Qo+ sin(pl)
2 (cos @y + 1 sin q)z)
(cos @1 + 1 sin (pl) Cos ( — isin @y
ra(cos @y + i sinq)z) cos @y — isin @,
( )

r

_ ri(cos —+ 7 sin @y (cos )+ s1n(—(p2))
- ra(cos? @y + sm2 »)
r . .
= é[cos((pl — @) +isin(Q; — @)]. (12)

1z ovog prikaza vidimo da je modul ovog broja n , aargument @ — @ :
2

21

Z Z
= u, arg<—1> =argz —argz. (13)
22 22

|22

m nje kompleks

Kompleksne brojeve dijelimo tako da im podijelimo module, a argu-
mente oduzmemo

S Dicos(gr — @) + i sin(gr — ¢2)].
22 r

(14i)(1 —iV3)
(1-D)(WV3+i)

Izracunajmo

PrikaZimo brojeve u trigonometrijskom obliku:

1+i:r1(cosq)1+isin(p1) :\/E(cos——f—z sin — )

l—i\/§=r2<cos(p2+isin(p2 <cos—+zsm—>

7
1—i=r3<cosq)3+isin(p3> <cos—+zsm%>
\/§+i=r4(cos(p4+isin(p4) (cos—+tsm Z)
Stoga je traZeni broj jednak:

"2 (cos(gr + @2 — 93— g4) + i sin(@1 + 92— 93— 1))
r3r4

~t [ (G TR (G T F)

=cos0+1isin0=1.
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Kutak plus

FRAKTALI

Teorija fraktala je jedna od najnovijih teorija kojim su matematic¢ari
obogatili svijet. Vjerojatno niti jedno drugo podruc¢je moderne mate-
matike nije imalo toliki utjecaj kod “laika” poput ovog. Razlog je vise
nego jasan. Geometrijska interpretacija fraktala stvara dotad nevidene
slike u kojima se mijeSa imaginacija zamiSljenih svjetova s detaljima
koje priroda stvara svuda oko nas. List paprati, plod cvjetace (da ne
spominjemo Senon — krizanca cvjetace i brokule....) morska oba-
la, zorni su primjeri kako je fraktalno ponaSanje ugradeno u prirodne
zakone.

Sto je to fraktal? Neprecizna, ali intuitivno jasna definicija kaZe da je
fraktal lik povecavanjem kojeg se otkriva sve veca i veca sloZenost.

Slike na ovoj stranici dobro opisuju tu sloZenost. Slike u desnom
stupcu prestavljaju dijelove istog fraktala, vjerojatno najpoznatijeg od
svih, Mandelbrotovog skupa. Ime je dobio po zacetniku ove teorije
Benoitu Mandelbrotu (roden u VarSavi, 1924., skolovan u Francus-
koj). Taj se lik dobiva promatranjem rekurzivnog niza kompleksnih

brojeva z,.1 = 22 + 2. Ovisno o ponasanju tog niza (modulu 7 -tog
¢lana) svakoj se tocki zg pridjeli jedna boja iz unaprijed priredene pa-
lete. Fraktalno svojstvo skupa ocituje se u njegovoj izrazito nepravilnoj
granici. Uocit ¢ete da duboko unutar Mandelbrotovog skupa postoje
mali djeli¢i koji su po obliku potpuno sli¢ni ¢itavom skupu. Svaka
sljedeca slika tek je neznatni djeli¢ prethodne (mozete li otkriti na ko-
jem mjestu?!). Prva slika obuhvaca 3.1 x 10° puta vecu povrsinu od
cetvrte slike! Moglo bi se pronaci barem milijun razlic¢itih interesant-
nih slika istog reda veli¢ine, skrivene unutar pocetne slike. Daljnjim
smanjivanjem, taj broj neograniceno raste.

Izborom razli¢itih rekurzivnih formula z,.1 = f (zx) dobivaju se mno-
gi drugi fraktali. Stotine mreZnih stranica posvecene su fraktalima.
PotraZite galerije slika fraktala na internetu!

Druga slika u gornjem redu nije kompjutorski generirana, ve¢ snimka
mjeseCevog kratera u infracrvenom dijelu spektra.
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| Zadatci1.6.
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1.

Izracunaj:

1) (3-—150)+ (—2+3i);

2) 3-2)(1+)(2+3i);
3) (3+2i)3;

4) 2+

5y 1+i+#+...+2+il0;
6) (1+P%)(1—ah);

i it

£}

7
)i—l i

i—1 i+1
i—2+i—|—2'

8)

Odredi realni i imaginarni dio sljedecih komplek-
snih brojeva:

S 1 0\2 14+7)°
y (512 g XD

i +1 (1-14)3

2 4
3 (——=)
1+iV3
Pokazi da operacije zbrajanja i mnozenja komp-
leksnih brojeva imaju sljedeca svojstva:
21 +22 =22 +21,
(komutativnost zbrajanja)
(21 +22) +z3 =21 + (22 + 23),
(asocijativnost zbrajanja)
<122 = 2221
(komutativnost mnozenja)
(z122)z3 = 21(2223),
(asocijativnost mnozenja)
21(z2 + 23) = 2122 + 7123~
(distributivnost mnozenja).

Odredi skup svih to¢aka z u kompleksnoj ravnini
koje se mogu prikazati u obliku z = cosz+isinz.
—1
Neka je w = Z+—1, z # £1. Dokazi da je
z
Rew = 0 ako i samo ako je |z| = 1.

Odredi skup svih tocaka z u kompleksnoj ravnini

.. (2 2
za koje je (—) realan.
Z

7.

10.

11.

12.

Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi

7=2.

Odredi skup svih kompleksnih brojeva z odrede-
nih uvjetima

1) Imz? =2;

3 z-1=|z—1;
5) |z—3|+|z+3|=8;

2) |z—i|+|z+i]=4;
4) Re(l+z)=|z;
6) |z—l|—|z+1|:l;

z—2 -2
7) R =0; 8) Im =0;
) ez—2i ) —2i
9) Re>"*L —0; 10 Im—zl:O.
Al ) 2= 2]

Odredi skup svih kompleksnih brojeva z odrede-
nih uvjetima

D |z—1|>1;
3) 1<|z—i| <3;
5) |z >2+1Imz;

2) |z—3i+2|>2;
4) m<argz<3m/4;
6) 2z > |1+ 72%.

—_— -

Prikazi u Gaussovoj ravnini sljedece brojeve:

1) z=cosmw+isinm;

2) z=2<cos37n+isin3—n>;

2
3 .. 3w\
3) Z—\/E(COST—FlSlnT),
e .. T¢y
4) Z—\/g(COS?—FlSln?),
11z . llx
5) z—3<cosT+ls 3 )

Odredi i nacrtaj tocke zadane polarnim koordina-
tama r i @:

n (1,5: 2) (2,—7)
) 3,7 9 (2,7);
Smy.

5 (L,-%); 6) (3,%):
7 (V2,3 8 (V3. 1)

Za tocke iz prethodnog zadatka odredi Kartezije-
ve koordinate.
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13.

14.

15.

16.

17.

Odredi argumente kompleksnih brojeva:

1) z=—1+1; 2) z=-1-iV3;
1
3) z=+V3—1i; 4)z:f§+3i.

Odredi modul i argumenti zapiSi u trigonometrij-
skom obliku sljedecée brojeve:

1) i; 2) —2i; 3) 4;
4 —6; 5 —1+i; 6 —1—iV3;
7) 142  8) 3-2i.

Zapisiu trigonometrijskom obliku sljedeée komp-
leksne brojeve:

1) z=1-1i; 2) z=—i;
3) z=2; 4) z=3+i;
1, V3 V2 V2
5) Z__§+l7, 6)Z————7
Kompleksne brojeve
7
1) 11:2005%72i5inz;

—COS — + isin —
i

3) ;3= —2<cosg + isin g) ;

2) zp =

4) z4 = 73<cosg fising);

2 2
5) Z5=1+cos?n+isin?n

zapisi u trigonometrijskom obliku.

Zapisi u trigonometrijskom obliku sljedece kom-
pleksne brojeve:

11
1) z:3cosTnf3isiniTn;
2) z—fcos%Jrlsmll

n n
3) z= 3<s1nE —lCOSE>

Sm 11
4) 7= —v2cos i iv/2 sin Tn?
107 107r
5) z=1 — i
) 2 + cos 9 -+ isin =

5 5
6) z-l—cos{—lsmg

18.

19.

20.

21.

IzraCunaj:
1) (cos T + isin E) (cos T + isin l)
8 8 12 12
T .. T St . 5w
2) \/§<cos §+l sin §> . \/6<cos ?—H sin ?> ;
3 31 3 3 5 5
3) £(cos T—i— isin Trc) . \é—(cos Tn—i— sin TE) ;
4) \/E(COSE + ising) . \/§<cos7r+isin7r> ;
11
5) \/_<cos —+z sin _7[) . \/§<cos 3—n+i sin 3_7[) .
4 8 8
Koliko je:
ﬁ(cosg + isin g) .
0.5(cos 110° 4 isin 110°) °
cos i + isin z
2) - L
\/§<cos 11_7r + isin 11_7r>
6 6
Zapisi u trigonometrijskom obliku brojeve:
i—1
D= cosz—i—isinE ;
3 3
1+iVv3
2 z— +iV3 :
2i<cos 5_7r — isin 5—7[)
3 3
V3 —i
Vs (cos L sin 77r> ,
 isin—
6 6
i—1
Vs '(1 cos 27r> + sin 2n
i1 — = =
5 5
Odredi umnozak i kvocijent brojeva napisanih u

trigonometrijskom obliku:
1) 71 = ﬁ(cosg +isin§),
= ﬁ(cosg + i sin g) ;
2) 21 = 2(cosg +i sin g)
:3(0055 + i sinz> ;
2 4 4)
3)z1 = 3<cosg + i sin%) ,

2<cos i + i sin n)
p— l R
2 21 21
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Potenciranje i korjenovanje kompleksnih brojeva

B Potenciranje kompleksnih brojeva IR

Pokazali smo da se kompleksni brojevi z; i z mnoZze ovako:

2122 = rirzfcos(@r + @2) + isin(@r + ¢2)].
Uvrstimo ovdje z; = zo . Dobivamo

22 = r*(cos2¢ + i sin2¢). (1)
Primjenom iste formule slijedi:
2= 7= rz(cos2(p +i sian)) . r(cos ¢ +isin (p)
=1 (cos 3¢ + i sin3¢).
Indukcijom ¢emo dobiti opcenitu formulu.

" Potenciranje kompleksnih brojeva

Potencija broja z napisanog u trigonometrijskom obliku, racuna se De
Moivreovom* formulom:

7" = r"(cosng + i sinng). (2)
1z nje ¢itamo:
" = [l", 3)
arg(z") = nargz. (4)
Primjer 1. Izradunajmo (—1 + iv/3)%.

Prikazimo —1+iy/3 u trigonometrijskom ob-
liku. On se nalazi u drugom kvadrantu i vrijedi

r=y(=12+(V3) =2,

V3 n
tg(”—(P):T—tgg‘
2
Dakle, r = 2, <p=?”:
2 2
—l+i\/§:2<cos?n+isin?n>.

4 Abraham de Moivre, (1667. — 1754.) engleski matematicar
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1.7

Zadatak 1.

Sada mozemo primijeniti de Moivreovu formulu (2):
2 2
(=1 +iV/3)%0 = 260 [cos<60 : ?” ) i sin(60- ?” )}

= 20 [cos(40m) + i sin(40m) | = 2.

T v/ 3 3n
Akoje z1 = 2(COS§ +isin§), 7 = COST +isinT,k01ik0je z? ~z%?

B Korjenovanje kompleksnih brojeva INIIEEEE

S pojmom korjenovanja upoznali smo se jo$ u prvom razredu, kad smo govo-
rili da je to operacija inverzna operaciji potenciranja. Medutim, ogranicili smo
se na korjenovanje pozitivnih realnih brojeva, pri ¢emu takav korijen ima samo
jednu vrijednost i ta je vrijednost pozitivan realni broj. Tako, primjerice, vrijedi

V4 =2,/5=2236... itd. Isto se dogada za bilo koji parni korijen pozitiv-

na broja, primjerice V16 = 2, /16 = 1.587.... Govorili smo da i neparni
korijen takoder ima samo jednu vrijednost, medutim, ona moZe biti i negativna:

B = 2,ali /=8 = —2. Ovako izraunane vrijednosti korijena nazivamo
aritmeticki korijen realnog broja.

Pojam korijena vezan je uz rjeSavanje nekih jednadzbi. Tako primjerice, jednadz-
ba x* — 3 = 0 ima dva realna rjesenja, od kojih je jedno /3, a drugo suprotnog
predznaka, —/3. Jednad’ba x> + 4 = 0 ima takoder dva rjeSenja suprotnih
predznaka: 2i i —2i. U ovom slucaju pri rjeSavanju moramo odrediti vrijednost
korijena negativnog broja —4.

n-ti korijen kompleksnog broja z je svako rjeSenje jednadzbe w" = z.
Pisemo w = {/z.

Ovaj se pojam korijena razlikuje od prije navedenog aritmetickog korijena (iako
se zapisuje na isti nacin).

Odredimo sve brojeve w za koje je w> = 8.

TraZeni brojevi su rjeSenja jednadzbe w® — 8 = 0. Kako je to jednadzba
treceg stupnja, oCekujemo da ée ona imati tri rjeSenja. Ta su rjeSenja
ujedno nul-tocke polinoma w? — 8. Jedna njegova nul-tocka je wi = 2.
Dijeljenjem polinoma sa w — 2 dobivamo, po formuli za razliku kubova

w? — 8= (w—2)(w? + 2w+ 4).
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Preostale dvije nul-tocke dobivamo rjesavajuci jednadzbu

w4 2w+4=0 = wy3=—1=£iV3,
i to su kompleksni brojevi.

Uvjerimo se da za njih uistinu vrijedi w® = 8. Imamo:
(—14iV3)? = (=13 4+3(=1)%ivV3+3(=1)2(V3)?+(V3)*i®
=—1+3V3i+9-3V3i=8.
Na isti se na¢in dobiva (—1 —iv/3)? =

Prema tome, treci korijen u skupu kompleksnih brojeva ima tri razlicite
vrijednosti:

w =8 «— wi =2, w2:—1+i\/§, W3:—1—i\/§.

Pokazat ¢emo da za z # 0 uvijek postoji n njegovih razli¢itih n-tih korijena.
Uobicajeno je da se korijen kompleksnog broja oznacava istim simbolom kao i
aritmeticki korijen realnog broja i to ponekad moze izazvati zabunu. Tako, pri-
mjerice, ako je z realan broj, primjerice z = 8, tada je 2 jedini aritmeticki treci
korijen ovog broja, dok kompleksni korijen /8 ima tri vrijednosti: 2, —1 +iv/3
i—1-iV3.

Vrijedi:

(1+i)* = (1+2i+i%)? = (2i)* = -4,
(—1+i)* =1 —2i+#)? = (—2i)? = -4,
(—1—%= (1 +2i+ 7272 = (22 =4

(1—)* =1 —2i+2)? = (-2i)% =4

Vidimo da su brojevi 1 +i, —1+1i, —1 —i, 1 — i Cetvrti korijeni broja
—4.

—_— —

Odredimo sad 7 -ti korijen kompleksnog broja z, z # 0. Stavimo w = {/z, tj.

z=w" iprikazimo te brojeve u trigonometrijskom obliku:

Z:r<cosq0+isin(p),

w:p<cosy/+isiny/).



POTENCIRANJE | KORJENOVANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA 1 -7

OJ
ZH

Svi n-ti korijeni kompleksnog
broja razlicitog od nule vrhovi
su pravilnog n -terokuta sa sre-
distem u ishodistu. Polumjer n -
terokuta iznosi {’/; a argument
prvog od njih je @/n.

Tada iz
r(cos @ +1isin (p) =p" (cos ny + i sin nl[/)
slijedi:
pl=r == p= 1,
¢+ 2kr

ny =@+ 2kn = y = .

U ovoj je formuli {/r aritmeti¢ki n-ti korijen pozitivnog broja r, to je pozitivan
realni broj.

U izrazu za argument Y, k uzima sve cjelobrojne vrijednosti. No to ne znaci da
¢emo dobiti beskona¢no mnogo razli¢itih vrijednosti za argument y, jer ée se
nakon nekog vremena te vrijednosti razlikovati za visekratnik od 27 pa Ce stoga

definirati isti argument. UvrStavanjem redom za k = 0,1,...,n — 1 dobivamo
sljedece razlicite vrijednosti argumenta y :
o o+2rm o+2(n—)rm
;7 n ... n .
o . o+2nT @ . .0
Prvasljedeca vrijednost je ——— = — + 27 ionadaje isti argument kao1 —.

n n n
Sve sljedece vrijednosti mogu se takoder dobiti iz gornjih vrijednosti dodavanjem
visekratnika broja 2m. Isto vrijedi i za negativne brojeve k.

n-ti korijen kompleksnog broja z = r(cos @ + i sin @) ima tono n
razlicitih vrijednosti:

wE= Uy (Cos O+2km e O+2km
n

), k=0,1,...,n—1.  (5)

Svi ti brojevi imaju isti modul {/r. Oni leZe na kruZznici sa sredistem u ishodistu
i polumjerom {/r. Argumenti uzastopnih dvaju brojeva razlikuju se za 27/n.
Zato tih n brojeva odreduje pravilan n-terokut u kompleksnoj ravnini.

Odredimo sve vrijednosti korijena 1) \3/ —1+1i; 2) \4/ 16;
i prikazimo ih u kompleksnoj ravnini.

1) Napisimo broj —1 + i u trigonometrijskom obliku:

3 3
—1+i= \/§<cos—7r +i sin—n>.
4 4
. . 3n . .
Prema tome, vrijedi |—1 + i| = V2, ¢ = o L1po formuli (5)
dobivamo sljedece vrijednosti:
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3/ 3n/4 + 2k 3w/4 + 2k
V-1+i= ﬁ(cos%—i—isin#)
6 T 2km . . 2km
=2 [COS(Z + T) + i sm(z + T)}’ k=0,1,2.
Uvrstavanjem zadanih vrijednosti broja £ dobivamo sljedece tri vri-
jednosti ovoga korijena:
k=0: z1= %(cosg—i—ising),
11 117
) 211;43 k=1 : Zz:%(COSl—;+l sin E),
(0]
6 197 197
k=2 : = V2 — g
23 \/—(cos D + i sin 12)

treci korijeni broja —1 + i

Cetvrti korijeni broja 16 leze u
vrhovima kvadrata sa sredistem
u ishodistu, Ciji je jedan vrh u
tocki (2,0).

2)

Ti su brojevi prikazani na slici.

Broj 16 u trigonometrijskom obliku ima prikaz
16 =16 (cos0+i sin0),
pa je
0+ 2k 0+ 2k
\/41 = \4/16(005 + n—l—ism + n),

k
:2(cosg+ising), k=0,1,2,3.

Ovdje moramo razlikovati broj V16 s lijeve strane jednakosti: to je
cetvrti korijen kompleksnog(!) broja 16 i on ima Cetiri vrijednosti.

S desne strane jednakosti /16 nalazi se etvrti korijen pozitivhog
realnog broja 16, koji ima samo jednu (pozitivnu) vrijednost.

Uvrstavanjem vrijednosti za k, dobivamo:

k=0: 2z =2(cosO+isin0) =2,
k=1 2(cos—+ls1ng):2i,
k=2 : =2(cosw+isinm) = -2,
k=3 : 2(cos—+zsm3—”):—2i.

2

Vidimo da smo \/ 16 mogli pronadi i bez upotrebe De Moivreove for-
mule, znajudi da je jedna vrijednost broj 2, a sljedece tri predstavljaju
preostale vrhove kvadrata sa srediStem u ishodistu (slika).
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N

g(cos z71: + isin z77:)
3 5 57/
3 Sg ., Sm . 3. 4
zZ:Z(cos?—ﬂsm?).lzracunaj 77125,

Dani su brojevi z; =

Izracunaj:

1) ( 14— 1n1)6'
cos 75 is z) 8.

10
[ cos 18° + isin 180)} :

[ (cos——Hsm%)r; 9

SN\ 142
[ (cos — +isin Eﬂ .

Izracunaj sljedecée potencije:
1) :2<cos§+isin§>r;
2) :2(cos§+isin§>r;
3) :\/f(cos§+i sin%)}
4) :\/f(cos§+i sin%)}
5) :4(cos§+isin§ }_2,

6) :3(cosg + i sin g)}_“.

Koliko je z{z : zg ako je

o= VE(

cos r + isin 377:)
Z 4 jsin —
4 4 )

i2V/2 cos — ‘7

22—2\/§sm1—6 16

Izracunaj:

D (i—

2r 2
Akoje z = cos ?4—1 sin — = ,kolikoje (1+z)"?

4-
6. 11.

12.

13.

- Zadatci 1.7.

Dokazi:
1) (1+0)"= (\/E)”(cos n4_7r + isin ?) ;

2) (V3-i) —2"(005?” —zmnE)

6

1 3

Ako je z1 = ) +i§
izraCunaj 7| + 25, n € Z.

> 22 = — — 1

£}

1_ V3
22

Izracunaj:

1) [\/g(cos VB isin 51—7;)} ;

1 2 i . 4m\—
2) ( 2COSE—§SIHE>

. Zapisi u trigonometrijskom obliku broj:

2 6 i—1
) <i\/§—1>’ ) Ari
o 1 1 1 1
1+i 1—i’ 1—-ivV/3 iV3+1

Odredi argument i modul kompleksnog broja:

14+iV3

2i(cosz+isin E>’
3 3
i—1
AR T

.. 5S¢
cos?+ls1n—

6
3) z=(V2-9)10 (1-iv2)%;
— i35
4) z= 0=0/3 77

—\/_(COS g — isin T)

1 z=

Koriste¢i De Moivreovu formulu dokazi sljedece
identitete:

3 2

o — 3 cos o sin

sin’ o;

1) cos3a = cos o;
2) sin3a = 3cos? o sin o —

4 4

o — 6.cos? asin? o + sin
3

3) cos4o = cos o

4) sindo = 4cos3 osin o — 4 cos asin’ o .

1 1
Akoje x+ — = 2cosa, dokazidaje x" + — =

X X
2cosno.
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14. Izradunaj naznacene korijene:

1 V=i 2) V3+4i; 3) V1+iV3.

15. Nadi sve vrijednosti korijena i predo¢i ih u Ga-
ussovoj ravnini:

n V=1 2 VB 3) VT
4 Vi 5 VI 6 Vi
7 V=2+2i;8) vV—-1; 9 V=TI,
10) ¥—T1.
16. Odredi sve vrijednosti sljedeéih korijena:
1 4%4‘/;; 2 V2t
1—1i
3 8 :
V3+i
17. Izratunaj:
14 1—1i
Y ; 2) ¢ ;
V3—i 1+iV3
1
3 2 :
) 1-iV3
— ’ —

18. Odredi sve kompleksne brojeve z takve da je:

2
1) z4:cos?”fisin§;
3
2) z3=—cos§+isinfn.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

25.

PrikaZi u trigonometrijskom obliku kompleksne
T 3n
brojeve z = 1—iv3iw = —3cos Z—3isin ik

Izratunaj 20 i ¢w.

PrikaZi u trigonometrijskom obliku kompleksne
2 4r
brojeve z = —v/3 —i i w:cos? —isin?.
Izradunaj 3/z i w°.
Sm i
Ako je z = —4 cos 3 + 4 sin ra izracunaj
2 i ¥z
2 4
Ako je z = —cos ?n + 1 sin ?7[ , izraCunaj P

i VzZ.

Odredi ona rjesenja jednadzbe z’ +7 =0, z € C
za kojaje Im(z) > 0.
Pokazi da vrijedi
(71 +i\/§>" N <71 = i\/§>n
2 2
_{ 2, akojen = 3k,
=1 -1,

akojen =3k £ 1.

Rijesi jednadZbe:

1) 5+64=0;

2) #A+1=0;

3) P2+ +1=0;

4 7 +i=0;

5 22 —i=0;

6) 2—-1=0.
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