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1.1. Brojevna kruznica

Neka je k kruZnica srediSta O i polumjera r=1, a tocka [
neka je tocka kruZnice k.

Uocimo brojevni pravac p koji dira kruznicu & u tocki / koja
je ujedno i ishodi$na tocka pravca p. Neka je jedini¢na duzi-
na /E brojevnog pravca p jednaka polumjeru kruznice k, pri
¢emu je toc¢ka E postavljena tako da ako se krecemo od tocke
O do tocke E preko I, gibanje ima pozitivan smjer, tj. smjer
suprotan od smjera gibanja kazaljke na satu.

namatanje pravca na kruZnicu

Pravac p namotajmo bez klizanja i rastezanja na kruznicu k tako da
polupravac s pozitivnim brojevima namatamo u pozitivnhom smjeru,
a polupravac na kojemu su smjeSteni negativni brojevi u negativnom
smjeru. Kako je svakom realnom broju pridruzena to¢no jedna tocka
pravca p, ovim namatanjem smo svakom realnom broju pridruZili
to¢no jednu tocku kruznice. Ovo pridruZivanje zovemo eksponenci-
jalno preslikavanje pravca na kruznicu i oznacavamo s E.

Brojevna kruznica

Kruznicu k zajedno s eksponencijalnim preslikavanjem E : R — k nazivamo brojevna ili trigo-
nometrijska kruznica.

Broju 0 je pridruZzena tocka /. Kako je duljina jedini¢ne kruZnice jednaka 27, to se broj 2w preslikava
opet u tocku 7. Dalje, broj 4 preslikava se u tocku 1.

Duljina jedini¢ne polukruznice je 7w, pa

C=E (%)2 se broj 7 preslikava u tocku 7 (vidi sli-
ku) koja je dijametralno suprotna tocki /.
Ali isto tako, i brojevi 3w = & + 27,
Sk =mn+2-2xm... se takoder preslika-
vaju u toc¢ku 1.
.=EQm)=E(m)=I 5 [=E(0)=EQ2m)=...
Cetvrtina kruznice ima duljinu g , pazna-
E(O)=E(#+2km) ¢idase utocku C preslikava broj g ,ali
3 77:
E(F)=E(F)-. ibrojevig+2n,g+4n’...
Dakle,
I =E(0)=EQ2n) =E(4n) = E(2m) = ..., tji. 1= E(2km), keZ,

E(—m) =E(3m) =E(57m) = ..., tj.

1 T) = I
T T T . T
C—E(E)—E(§+2n)—E(§—2n>—..., . C—E§+2kn>, kel




Opcenito moZemo zakljuciti da se svake dvije tocke koje su na pravcu udaljene za 2m ili za viSekratnik
broja 27 namatanjem stope u jednu tocku kruZznice, tj. vrijedi

E(t+2km) = E(r) zasvakit € Rik € Z.
. PRIMJER 1.

Nacrtajmo E(t) ako je ¢ jednako:

a) r 2r 3m S5m Irm b n 2r 4m Sm 0 n 2r 3m 4m S¢;
4° 47 4° 4° 4 3737373 667 6" 6" 6
mEC a) 2n b) 2n o <)
X £(%) i £(F) £(%) iy E(E) o
£(%) £(3) E(§) —1=L(%)
Sn
E(%) 5(%)
E () 0 1
0 ! E(m) - I
5 In 4n Sm
£(%) 5% W £(¥)

Cetvrtina polukruznice ima duljinu Trecina polukruZnice ima duljinu Tocke E (E) yooon E (%) dijele
i Tocke E <E> E <3_71'> z Tocke E (E) i E <2_71'> gornju polukruZnicu na Sest
4 4)’ 4 ) 3’ 3 3 Jednakih dijelova.

St I L . dijele gornju polukruZnicu na tri

18 =) 18 e dijele Cetvrtine Jjednaka dijela.

kruZnice na jednake dijelove.

. PRIMJER 2.

1
Za realni broj ¢ = % nadimo brojeve #; € [0,2m), t, € [6m,8m), takve da vrijedi
E(f) =E(t)) = E(tp) .

19 3 3 3 3n
- KakOjeTn=4n+Tn iTne[O,%r) tojen:%. 4
Broj t, ra¢unamo ovako:
197 3n
T=(47T+T>—67t+67t "
3n\_,(Lom
3n E(38)=£(3 )
= (4w —6m) + (677: + T) _p (2
()
2Tr
=2+ —,
4 Oo I
27r 19 37 27rw
paje t, = = € (67, 87) . Brojevi —— T
preslikavaju se uistu tocku trigonometrijske kru- )

Znice.




ZADATCI 1.1.

1. Nabrojevnoj kruznici odredi tocke E(f) ako je t:

(a B 3 & 20057 [ d ¥4 e [BRY1
\o 2 I sx I 16267 M —2r Y
T orm 20057 T orn
2 iy 0= o3 o7
2. Na brojevnoj kruznici odredi tocke E(r) ako je :
b2 2r T 21
a| 3 b | 3 c | 3 d | Z”
171 1998 289 1999
——n | ——n ——T —T.
5] h i
5 7 3 3
3. Na brojevnoj kruZznici skiciraj poloZaj tocke E(z) ako je :
[a B [ 12.65 16.785 [ 1988
~0.23 r1-1103 Y —30.28 o672
pri ¢emu uzmi da je w ~ 3.14159.
4. Odredi t € [0,27) takav daje E(f) = E(x) ako je zadan x:
1
B 1327 32137 [ -11x fl —-42x e | %
5. Odredi t € [0,27) takav daje E(f) = E(x) ako je zadan x:
12ix 14327 127n 15467 237n
0 | 6 | = a-=
6. Odredi 7 € [0,27) takav daje E(f) = E(x) ako je zadan x:
El 16.28 3 32.14 & -10.31 k-8 3 101
pri cemu uzmidaje 7w~ 3.14.
7. Odredi t € [-27,0) takav daje E(r) = E(x) ako je zadan x:
25 1235 132
FY 137 M -1434r @=C a-——" p==
4 6 17
8. Odredi t € [107, 127) takav daje E(r) = E(x) ako je zadan x:
2r 257

T
a;

3n T
oy o3 o> BF

K 20037
P8 —238x

s _20(2)177:‘

19997

3Tr

q-- .
W-75

i -751,

2187w

._25‘

35
[



1.2. Definicije trigonometrijskih funkcija

BB Funkcije sinus i kosinus

Brojevnu kruznicu (O, r = 1) smjestimo u koordinat- sintT
ni sustav u ravnini tako da se ishodiSte koordinatnog
sustava podudara sa srediStem O kruZznice k, a os x
neka se poklapa s pravcem OI .

Sada je brojevni pravac p paralelan s osi y, a njegove
tocke I i E imaju koordinate (1,0) i (1,1) redom.
Kao $to smo ve¢ opisali, realnom broju ¢ pridruZena je k
tocka E(z) kruZnice k. r

Kosinus i sinus realnog broja

Apscisa to¢ke E(f) naziva se kosinus broja 7 i oznacava se s cos?.

Ordinata tocke E(r) naziva se sinus broja 7 i oznaCava se sa sint.

Funkcija koja broju ¢ pridruZuje broj cos ¢ naziva se kosinus i oznacava se s cos, a funkcija koja broju #
pridruzuje broj sint naziva se sinus i oznacava se sa sin.

Funkcije kosinus i sinus definirane su na skupu R, a kodomena im je [—1, 1] jer su koordinate tocke E(?)
brojevi ne veéi od 1 po apsolutnoj vrijednosti.

Funkcije sinus i kosinus

cos: R — [—1,1] sin: R — [—1,1]

t+— cost t— sint

. PRIMJER 1.

Nacrtajmo to¢ku E(¢) i izratunajmo sinus i kosinus od ¢ ako je 7:
325

a)m b) 1998x c) —477r d) TTL’. y 5
£(337)

mmn sint =0, cosm=—1

sin 19987 = 0, cos 19987 = 1 Em £ (1998m)

. E (—477m) o *
sin(—477r) = 0, cos(—477m) = —1
325
SinTﬂ: 1,cos—m=0.




- PRIMJER 2.

Nacrtajmo to¢ku E(7) i izraunajmo sinus i kosinus od ¢ ako je 7:

4k + 1 4k + 3
a) (2k+ )7 b) 2km ) T+7r d) T+7r.
(1 ¥
£(*5H) .
sin(2k+ 1)r =0,
cos(2k+ )w = —1,
E ((2k+1)m) E (2km) sin2kmr =0, cos2km =1,
0 X Ak 41 4k + 1
sin t=1,cos——m =0,
2 2
sin4k+37r— 1 cos4k+37t— 0
4k+3 2 T T
£(*%n)
. PRIMJER 3.
Nacrtajmo tocke E(¢) za koje vrijedi:
1 1 2 1
a) sintzi b) sint:—§ c) cost:§ d) cost:—Z.
1
MR Zatocke E(t;) i E(f2) vrijedi sing; = sinty = = 4
1
Zatocke E(13) i E(ty) vrijedi sinzz = sinzy = ~3-
y
E(ty)
| E(t))
| 3 . . _ 2
) 2! ¥ Zatocke E(f;) i E(fp) vrijedi cost; = cost, = 3
4 3|
1 | . N 1
; | Zatocke E(t3) i E(t4) vrijedi costz; = costy = ——.
‘ E (1) “
E(1,)




BB Funkcija tangens

Funkcija tangens, u oznaci tg, definira se s pomocu funkcija
sinus i kosinus ovako:

sint
tgt = ——, cost # 0.
g cost 7
Za koje brojeve t vrijedi cost # 07

Jedine tocke na brojevnoj kruznici s apscisom 0 su toc-
ke C(0,1) i D(0,—1). Brojevi koji se namatanjem pres-
n St 9¢m —3r
2 b 2 b 2 bR 2 b
—Tr . T y o
— L. C= E(E —|—2k7r), k € Z. Zatocku D vrijedi

3
D = E(Tn + 2k7t> , k € Z. Dakle, tangens je definiran za

likavaju u to¢ku C su brojevi

T
sve realne brojeve ¢ razlicite od 5 +km, keZ.

Funkcija tangens

C:E(gukn)

D=E(3+2kn)

C i D su tocke trigonometrijske
kruznice s apscisom 0.

tg:R\{g+kﬂ:k€Z}—>R

Gdje se na brojevnoj kruznici pojavljuje tangens broja ¢ ? Neka
jet € R\ {g +km ke Z} takav da E(¢) pripada prvom

kvadrantu. Oznacimo sa E; ortogonalnu projekciju tocke E(r)
naos x,asa F presjek pravca p ipravca OE(t).

OCcito je da su trokuti OFE(t) i OIF sli¢ni, pa vrijedi
[FI| _ |EE®)
o1 |OE| ’

tj. uvazavajuéi da je |0I| = 1, |E\E(t)| = sint, |OE| =
cos t, dobivamo

sint
=1

cost N

-
.

geometrijska interpretacija
broja tgt

Dakle, to¢ka F ima koordinate (1,tg¢), tj. tangens broja ¢ je ordinata tocke dobivene presjekom pravca
p ipravca OE(t). Promotrimo sluéaj kad je E(¢) u drugom

y kvadrantu, tj. kad je sint > 0 i cost < 0.

Definirajmo opet tocke E; i F kao u prethodnom slucaju.
Vrijedi AOEE(t) ~ AOIF , pa je

E@0) |F1| _ |E\E(1)|
! I o1 |E0| ’

E O X ) sint ) .

tgt tj. |FI| = Teost] = |tgt|. Dakle, udaljenost od F do x-osi

F iznosi |tgt|, a kako je F u &etvrtom kvadrantu, ordinata joj

je negativan broj, paje F = (1,—|tgt]) = (1,tgt) jer je tgt
negativan zbog negativnosti kosinusa od 7. Znaci i u ovom

slucaju je tgt ordinata tocke F'.




U sluCajevima kad E(z) pripada treCem, odnosno, éetvrtom kvadrantu uz analogni postupak imamo isti
zakljucak koji posebno i istaknimo.

Tangens broja ¢

Tangens broja ¢ je ordinata tocke dobivene presjekom pravca p i spojnice tocaka O i E(z).
Pravac p nazivamo tangensnom osi.

- PRIMJER 4.

Nacrtajmo E(z) na trigonometrijskoj kruznici Y on
i tg¢ na tangensnoj osi ako je ¢: P (3_) E (T)
or b 3n 4 . .
R i) o - (-3)
o) 19987 b —“— x
4 E (1998m)
e
3n
(-5

BB Funkcija kotangens
Funkcija kotangens, u oznaci ctg, definira se ovako

cost

tgr = —— int #£ 0.
cié sing’ o 7

Brojevi za koje je sin7 = 0 su oni koji se preslikaju u to¢ke /(1,0) i I(—1,0). Kakoje I = E(2kn),k € Z
i I = E(m+ 2km), k € Z, brojevi za koje je sint = 0 su oblika km, k € Z pa je domena funkcije ctg
skup R\ {km: k€ Z}.

Funkcija kotangens

ctg: R\ {kmr: k€ Z} — R ctgr = —.

Neka je ¢ tangenta brojevne kruznice k u to¢ki C(0,1). Uz-
mimo takav realan broj ¢ kojemu namatanjem pridruZena tocka 9q
E(?) koja pripada prvom kvadrantu.

Neka je E, ortogonalna projekcija tocke E(f) na y-os, a G
presjek pravea ¢ i pravea OE(t). Trokuti OE,E(¢) i OCG su
sliéni i kako je |E,E(t)| = cost,|OC| =1 i |OE;| = sint, to
. |CG| |EE(r)] . cost ) )
= 4. |CG| = === = ctg 1, tj. koordinat
e o) 0] j. |CG| iy — cte?, U koordinate

tocke G su (ctgz,1).

U 9sta11m s.lvll(':a]c?w.ma lggda E(r) pquildfl ostalim kv?drantlma geometrijska interpretacija
nacin razmiSljanja je slican, pa zakljucujemo sljedece: kotangensa broja t



Kotangens broja ¢

Kotangens broja 7 je apscisa tocke dobivene presjekom pravca g i spojnice tocaka O i E().

Pravac g nazivamo kotangensnom osi.

- PRIMJER 5.

Nacrtajmo E(z) na trigonometrijskoj kruznici
i ctgt na kotangensnoj osi ako je 7:

11

a) 4 b) LN

) lot O 3 E (L
) 3" T

- PRIMJER 6.

1.

2.

3.

Odredimo predznake trigonometrijskih funkcija u pojedinim
kvadrantima.

Ako je E(t) u prvom kvadrantu, tada su obje koordinate
te tocke pozitivne, tj. sint > 0, cost > 0, te sui tgz i
ctgt pozitivni. Za ostale kvadrante vrijedi ova tablica:

ZADATCI 1.2.

Nacrtaj E(z) iistakni sinus i kosinus od ¢ ako je 7 jednako:

321x
K 32n I -14r: @& -197x: d| -
Nadi sint, cost akoje t:
21
Bl 27n I -18n 384r d | 5
Nacrtaj na trigonometrijskoj kruznici to¢ke E(f) za koje vrijedi:
. 3 . 1
t="> t=—
B sin 2 I3 sin S
El cost = ! A cost = !
B 2

1417
o=
43
B-gr
B sint = —

T

2
cost:—g.

33n
i —.
L

1997
ihl——rn.




4. Nacrtaj E(¢) iistakni tangens i kotangens od ¢ (ukoliko postoje) ako je ¢ jednako:

19 —123 145
£ 367 [ 437 e d| 2” nT”

5. Istakni na trigonometrijskoj kruZnici to¢ke E(z) za koje vrijedi:

Elter=1 Migr=2 =3
Elctgr=1.5 Bctgr=-18 Elctgr=2.

6. IzraCunaj:

T 3
CcoS T — cos4m + sin — - cos(—7 sin — — CcOS T + Sin 7T
2 2

17
tg 14m + sin(—in)

in 1 — 1 1
sin 19967 — cos 19977 + tg 19987 R T P

. 197 ,( dm
SIn —= +cos <_7> cos® 7w — 2sin* 7m
inz( 197r> + (5”) cos? 17z + 2sin? Ll
s 5 cos( = 5 5

1.3. Trigonometrijske funkcije kutova

237w
o-==

B Kuti mjere kuta

Kutom <aOb nazivamo dio ravnine odreden polupravcima a
i b sa zajednickim vrhom O koji bi prebrisao polupravac a
pri rotaciji u pozitivnom smjeru oko tocke O do polupravca
b.

Polupravac a zovemo prvi ili pocetni krak kuta SaOb, a po-
lupravac b drugi ili zavrSni krak kuta.

L aO0b
& £ bOa a

Kutovi aOb i 4bOa zajedno Cine puni kut.




Opisimo oko vrha O kuta %aOb kruZnicu k jedini¢nog polu-
mjera sa srediStem u O. Ta kruZnica sijece krak a utocki A,
akrak b utocki B.

S pomodu luka AB mjerimo kut JaOb. Naime, vrijedi slje-
deca definicija.

Glavna mjera

Glavna mjera u radijanima kuta JaOb jest duljina luka AAB pri cemu se od dva moguca luka
odredena tockama A i B uzima onaj na kojem je kretanje od tocke A do tocke B u pozitivnom
smjeru.

Kazemo da smo kut <aOb izmjerili u radijanima i piSemo |<%aOb| = 1y rad, gdje je o duljina luka AB.
Tako, primjerice, nul-kut <aOa ima glavnu mjeru O radijana, $to krade zapisujemo O rad, pravi kut SaOb,

a L b, ima glavnu mjeru g rad, ispruzeni kut <aOb, gdje je a U b pravac, ima glavnu mjeru 7 rad.

a b m a a
0 o o

Pravi kut ima glavnu mjeru % radijana ili 90° ; ispruZeni kut ima mjeru m radijana ili 180° ;
nul-kut ima mjeru 0 radijana ili 0° .

Povijesno gledano, stariji na¢in mjerenja kutova jest mjerenje u stupnjevima. U tom slu¢aju je glavna mjera

ispruzenog kuta jednaka 180 stupnjeva, $to krace zapisujemo sa 180°, a kut s mjerom od ¢ radijana ima
180

e

s =
T

1
stupnjeva. Pri toj pretvorbi obi¢no koristimo i manje dijelove stupnja: minute (1’ = 0 stupnja) i sekunde

1
(1" = % minute). U nekim dijelovima svijeta u upotrebi je i mjerenje kutova u gradima. U tom je slucaju
glavna mjera ispruZenog kuta jednaka 200 grada.

U sljedecoj tablici navedene su mjere nekih kutova u stupnjevima i u radijanima:
mjera u stupnjevima  0° 30° 45° 60° 75° 80° 90° 270°

St 4_7: b4 3

mjera u radijanima O T i
! ! 6 12 9 2 2

i
3

&~




Uvedimo koordinatni sustav (O;x,y) tako da se vth O kuta Y
JaOb podudara s ishodiStem O, a prvi krak a s pozitivnim
dijelom x-osi, te neka je k trigonometrijska kruZnica. B=E(t)
Sjetimo li se postupka namatanja pravca na kruznicu, zaklju-
cujemo da je

B=F (l‘o)

gdje je 7y glavna mjera kuta, tj. duljina luka AB. Ali, vrijedi o
i B = E(ty + 2kr) za svaki cijeli broj k. Brojeve fy + 2k7,
k € Z nazivamo mjere kuta <aOb .

Mjera kuta

Ako je tp glavna mjera kuta JaOb onda svaki element skupa
{to + 2km; k € Z}
nazivamo mjerom tog kuta.

11
Dakle, kad kazemo “kut od 30°”, “kut od g rad” ili “kut od 390°”, “kut od —Tﬂ: ” radi se o istom

11
kutu, ali s razli¢itim mjerama: 30°, % rad, 390°, _?n rad. Ukoliko u mjeri kuta ne piSe kratica “rad”,

podrazumijeva se da se radi o radijanskoj mjeri.

. PRIMJER 1.

Sljedeé¢im kutovima nadimo glavne mjere u radijanima:

431
a) 328w b) Trc ¢) 1081° d) —213°.

mmn a) Kako je 328w = 0+ 2 - 164, to je glavna mjera tog kuta jednaka O radijana.

431 71-6+5 5 5
b) Iz Tﬂ = %ﬂ: = §7r + 71 - 2r slijedi da je glavna mjera jednaka §77: radijana.
¢) 1081° = 3 -360° + 1°, pa je glavna mjera jednaka 1°, tj. % rad.
47

1
d) —213° = —360° + 147°, te je glavna mjera jednaka 147°, tj. 180

. PRIMJER 2.

Kutu od 75° napiSimo radijansku mjeru koja pripada intervalu
a) [0,2m) b) [—10m, —8x) ¢) [122x, 124r) .

rad.

75 5
ME™ ) Pretvorimo 75° u radijane: 75° = Fg = 1—7; i to je glavna mjera u radijanima.

S Lo . . 1157
i traZena mjera iz tog intervala je — —

5w 5w 1157
b) 22 — 107 + (—10n+ E) — 107 —

14697 e e trafena mier 14697
[ - tejetraZena mjera ———.

5w 5w
T (122 —) = _122
c) 2 T+ T+ D T+




. PRIMJER 3.

Danu radijansku mjeru kuta napiSimo u stupnjevima:

a) 1 rad b) 34 rad ¢) —28.2 rad.
a) Koristec¢i formulu imamo
g= %t = @ = 57.295779°.

Takoder, mogli smo se koristiti i dZepnim racunalom tako da u stanju upiSemo dani broj u

radijanima, tj. 1, te prelaskom u stanje dobivamo broj u stupnjevima. Uobicajeno je ovaj
broj zapisati i s pomocu minuta i sekunda. Broj minuta dobivamo tako da oduzmemo cjelobrojni
dio i razliku pomnoZimo sa 60: 0.295779° - 60 = 17.74674’. Oduzmemo li od ovog broja cjelo-
brojni dio i ostatak pomnozimo sa 60, dobit éemo sekunde: 0.74674’ - 60 = 44.80". Dakle, mjera
u stupnjevima kuta od 1 radijana iznosi 57°17’45"”. Ovaj postupak pretvaranja stupnjeva u minute

1 sekunde je na vecini dZepnih rac¢unala takoder automatiziran (tipka ).
b) 34 rad = 1948.056503° = 1948°3/23" .
c) —28.2rad = —1615.740982° = —1615°44/28" .

. PRIMJER 4.

Napi§imo 35°2'14" u radijanima.

2 14
®E™ Prvo je potrebno dani broj pretvoriti u stupnjeve: s = 35°2'14"” = 35+ 0 " 3600 = 35:037222°,
ST
tim t = — = 0.611515 rad.
a zatim 180 ra
I ova pretvorba iz oblika “stupnjevi-minute-sekunde” u stupnjeve, te u radijane moze se vrSiti s
pomocu dzepnog racunala. Naime, racunalo postavimo u stanje te unesemo podatak u
obliku 35.0214 . Pritiskom na tipku dobivamo 35.037222, a zatim prelaskom u stanje
taj broj se pretvara u radijane.
BB Trigonometrijske funkcije kuta y
b
Promotrimo sada $iljasti kut <aOb. Dakle, to¢-
ka B je u prvom kvadrantui B = E(z). B=E(t)
Do sada smo naucili da su uz taj kut vezana dva
pojma vrlo sli¢nih naziva: o C a x

e trigonometrijske funkcije 3iljastog kuta %aOb
e trigonometrijske funkcije broja 7.

Ta dva pojma definirali smo nezavisno. Prvi
pojam definiran je u 2. razredu. Ponovimo te

definicije.




B U pravokutnom trokutu ABC vrijedi

p sina:g:cosﬁ,
c

a < b .

coso = — =sinf,
c
o a

tgo = - =ctg 8,

c b A o=y =ciep
b

ctgor = — =tgf.

a

Drugi pojam definiran je u prethodnim poglavljima. Tako je sinus broja ¢ ordinata tocke B = E(¢) trigono-
metrijske kruznice, kosinus istog broja ¢ je apscisa tocke B, tangens broja ¢ je kvocijent sinusa i kosinusa
od ¢, a kotangens broja ¢ je kvocijent kosinusa i sinusa od #. PoveZimo sada trigonometrijske funkcije
kutova s trigonometrijskim funkcijama realnih brojeva.

Promotrimo opet sliku $iljastog kuta na prethodnoj stranici. Sinus broja ¢ je duljina |BC|. Ali, uo¢imo li

BC
pravokutan trokut OCB, vidimo da je sinus kuta <aOb omjer ﬁ , §to je jednako |BC| jer je kruZnica

jedini¢na.
Dakle, ta dva pojma: sinus $iljastog kuta i sinus njegove mjere se podudaraju. Isto se moze pokazati i za
ostale trigonometrijske funkcije, tj. vrijedi sljedece.

Trigonometrijske funkcije Siljastog kuta i trigonometrijske funkcije bilo koje mjere tog kuta se
podudaraju.

t(°) t(rad) sinz cost tgr ctgt

Siljastih kutova.

LY.

1
3()° T Z é é V3
6 2 2 3
Ovdje je mjesto i vrijeme da se prisjetimo T V2 2
i trigonometrijskih funkcija nekih znacajnih 45° 1 > 1 1
V3
2

<%

T

60° =

3

Uspostavili smo vezu izmedu trigonometrijskih funkcija Siljastih kutova i trigonometrijskih funkcija realnih
brojeva. Prirodno proSirenje te veze na trigonometrijske funkcije bilo kakvih kutova dano je sljedeCom

definicijom.

Trigonometrijske funkcije kuta

Neka je ¢ bilo koja mjera kuta JaOb u radijanima. Vrijednost trigonometrijske funkcije kuta
JaOb jednaka je vrijednosti te trigonometrijske funkcije realnog broja 7.

b1
Istaknimo: sinus pravog kuta jednak je sin 5 tj. 1; sinus ispruZenog kuta jednak je sin 7, tj. O itd.




. PRIMJER 5.

[zra¢unajmo:
31
a) sin =" b) cos 750° .
3lm; 7-4+43 3n .. 3rm . 3l . 3m
a) - = Tﬂ = 47 + Dk Glavna mjera je < Dakle, smT = sm7 =—1.
b) Prvo nadimo glavnu mjeru tog kuta: 750° = 2 - 360° + 30°. Glavna mjera je 30°. Tada je
cos 750° = cos 30° = g

N ZADATCI 1.3.

Pretvori u stupnjeve, minute i sekunde:
EY 1.8 rad Y 21.35 rad 3 4.2 rad.

Pretvori u radijane:
Y 10°21743” Y 31°2/59” M 121°1”.

Napisi joS bar 4 mjere kuta u radijanima ¢ija je jedna mjera zadana, te pretvori sve te mjere iz radijana u
stupnjeve:

T 8 197 141
a ] 2 b | g” e - T”-

Napisi joS bar 4 mjere u stupnjevima kuta ¢ija je jedna mjera zadana, te pretvori sve te mjere iz stupnjeva
u radijane:

K 330° Iy —-60° & 1440° N —1998°
Odredi glavnu mjeru u radijanima kutova kojima su dane mjere:

13 148 872
n-- [ R [ [ty Kl - 1447,

2 5 3

Odredi glavnu mjeru u stupnjevima kutova kojima su dane mjere:
Y 1080° [ 456° 3 12345° N —345°.
Odredi glavnu mjeru i sinus danog kuta:
K 390° [y 1110° @ -330° Il 3630° & 420° 780°
il —-300° I 2580° I 405° Bl 765° —315° BN 3645°.

Odredi glavnu mjeru i kosinus kuta:

or T or 8lrm r T

o [ m-; m--- [\F o -2
T 431 131 T 131 1331
A 0O-5F i R i-7 - | B




1.4. Parnost kosinusa, neparnost sinusa,
tangensa i kotangensa

BB Parne i neparne funkcije p

Promotrimo funkciju f (x) = x* — 5x? + 4. Za nju vrijedi
f(=x) = (=x)* = 5(-x)* + 4
=x' =57 +4=f(x),

tj. vrijednosti funkcije jednake su ako su argumenti suprotni 1t
brojevi. Funkciju s takovim svojstvom nazivamo parna funk-
cija. Graf je parne funkcije osnosimetrican s obzirom na y-os.

-2 -1 0 1 2 x

Parna i neparna funkcija

Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je parna ako za svaki x € Dy vrijedi f (—x) = f (x).
Za funkciju f : Dy — R kaZemo da je neparna ako za svaki x € Dy vrijedi f (—x) = —f (x).

1
S druge strane, za funkciju g(x) = — vrijedi y
X
1
g(—x) = (=g =—g(x), xeR\{0},

tj. u suprotnim brojevima g poprima suprotne vrijednos- e
ti. Funkcije s tim svojstvom nazivamo neparne funkcije.
Graf je neparne funkcije centralnosimetrican s obzirom ; ;
na ishodiste koordinatnog sustava. -1 0 1

Napomenimo da veéina funkcija nije ni parna ni neparna. -7

M Parnost kosinusa, neparnost sinusa

y
Promotrimo sada tocke na brojevnoj kruznici ko-

E@) jima su pridruZeni brojevi ¢t 1 —t¢.

; Tocke E(t) i E(—t) simetri¢ne su s obzirom na

| x-0s, stoga imaju jednake apscise i suprotne or-
1o) ! X dinate. Dakle, vrijede sljedece tvrdnje.

|

|

E(-1)




Za svaki realni broj ¢ vrijedi cos(—t) = cos?, tj. kosinus je parna funkcija.

Za svaki realni broj ¢ vrijedi sin(—z) = — sin¢, tj. sinus je neparna funkcija.

. PRIMJER 1.

Ispitajmo parnost funkcija
a) f1(x) = sin2x b) f2(x) = sin* 8x — cos x.
mmn a) fi(—x) = sin(—2x) = —sin2x = —f(x), te je f1 neparna.

b) f2(—x) = sin*(—8x) — cos(—x) = (—sin8x)* — cosx = sin*8x — cosx = f>(x), paje f»
parna funkcija.

BB Neparnost tangensa i kotangensa

Koristeci definiciju tangensa, parnost kosinusa i neparnost sinusa imamo
sin(—f)  —sin¢

g(=) cos(—t)  cost &b ®
Dakle, tangens je neparna funkcija.
Y y
ctg () ctg (1)
E(1)
tgt
£ ()
(0] 1 X 0 I X
tg (1) E(-1)
E(-1)
Tangensi brojeva t i —t su suprotni brojevi. Kotangensi brojeva t i —t su suprotni brojevi.

Na isti nacin dobivamo da je kotangens takoder neparna funkcija. Naime,

ctg(—1) = cos(—t)  cost

= = —ctgt.
sin(—z)  —sint g

Neparnost tangensa i kotangensa

Funkcije tangens i kotangens su neparne, tj. vrijedi

tg(—1) = —tgt, Ve R\ {g +k7r:keZ},
ctg(—t) = —ctgt, Vi R\ {kn:keZ}.




HE ZADATCI 1.4.

1. Pojednostavni izraze:

X sinxcos(—y) + sin(—x) cos(—y) ) sinzcosu — sintcos(—u)
& tgactg(—p) —ctgortg(—p) N tgxsiny — ctg(—x) sin(—y).
2. Provjeri jesu li sljedece funkcije parne:
B f(x) =x0+8x* -2 B f(x)=11x*-23 & 7 (x) = cos5x
[l £ (x) =3cosx & f(x) =7cosllx I3 £ (x) = sin?x.
3. Dokai jesu li sljedece funkcije parne:
B (x) = |x| + 2+ I3 f(x) =2cosx+ 13cos’x @ f(x) = sin’x + ctg’ x
cos 2x cosx — ctg? x
[l f (x) = sin* 2x Bfx= P fx)= T Tcosx
4. Provijeri jesu li sljedece funkcije neparne:
BN f(x) =x" —3x° +4x 2 f(x) = 8xtt + 124° A £ (x) =sin7x
[l £ (x) = 4sin2x B f(x) =sin’x F3 f (x) = sinxcosx.
5. Dokazi da su sljedeée funkcije neparne:
Bfx)=Jx—x I f(x) =tgx+sinx A f(x) =3tgx —4ctgx
1— c0s4x X +tgx
—2tgx —si SIS X () = .
B/ () = 2tgx—sinxcosx  [f() = Hr="1%
6. Ispitaj parnost ovih funkcija:
EY f(x) = x +sin2x I3 f (x) = sin® 3x - cos 5x .f(x):—s1n2x—§
Flfix)=tglx] -1 B f(x) =x* +cosx(1 +sinx) [l f(x) = 2|sinx| — ctg? 3x
— cosx cosx - sin2x x + sin® x
Ask) = 1+cosx I-'uf(x)_tg)c—i—cthx B/ = tg4x
cosx — sin*x 1 —ctgx
nf( )= ctg? x .f( )= sinx + cosx “f( )= tgx+ctgx
5cos’ x X+ tg(x® +4)
mf(x)—m I'.ilf(x)—w.

1.5. Periodicnost trigonometrijskih funkcija

M Periodiénost sinusa i kosinusa

Kao $to smo ve¢ na pocetku spomenuli, brojevi koji se razlikuju za viSekratnik broja 27, pridruZeni su na
brojevnoj kruZznici istoj tocki, tj. vrijedi
E(t) = E(t+2kn) VieR, VkeZ.




Napisemo li tu nejednakost s pomocu koordinata, dobivamo
sint = sin(r + 2km),
cost =cos(t + 2km), VteR, VkeZ, (D

tj. sinus i kosinus su periodi¢ne funkcije. Izrecimo to svojstvo za opcenitu funkciju.

Periodi¢na funkcija

Ako za funkciju f : Dy — R postoji 7> 0 takav da je

f(x+1)=f(x), zasvakixe€ Dy, (2)

tada funkciju f nazivamo periodi¢na funkcija.

Pozitivni brojevi 7 za koje vrijedi (2) nazivaju se periodi funkcije /. Ako postoji najmanji takav pozitivan

broj 7, tada se taj T naziva temeljni period.
X

y y
grafovi nekih periodickih funkcija

o X o

Dakle, iz relacije (1) zakljucujemo da su periodi za funkcije sinus i kosinus 27, 47w, 67. . .

BB Temeljni period za sinus i kosinus

e PokaZimo da je 27 temeljni period funkcija sinus i kosinus.
Neka je 7 > 0 temeljni period funkcije sinus. Uvrstimo li u

(2) x = g . dobit éemo

in(r—f—n)— inn
S > =3 >

T T
Kako je sin 5= 1, ordinata tocke E (t + E) jednaka je 1. Na
brojevnoj kruZnici jedina tocka kojoj je ordinata jednaka 1 je

3r 5Sm Irw FS =10 MHz
tock 01’ joj idruZeni broj ._7__7_7__7
oc¢ka (0,1), anjoj su pridruZeni brojevi 3 5 5
o
5o Dakle, 7 € {0, —2m, 2%, —4m, 47 . ..}, a najmanji pozitivni element tog skupa je 27, §to znaci da

je 2m upravo temeljni period.

e Pokazimo da je 27 temeljni period i za funkciju kosinus.




U relaciju f (x + t) = f (x) uvrstimo f = cos i x = 0 pa dobivamo
cosT = 1.

Na brojevnoj kruZnici tocka s apscisom 1 je to¢ka I = E(2krm), k € Z. Dakle, periodi za kosinus su
2w, 4w, 67 . .., anajmanji od njih je upravo 27.

BB Periodiénost tangensa i kotangensa

Pokazimo da je tangens takoder periodi¢na funkcija. 1z relacije (1) vrijedi
sin(¢ + 2km)  sint
cos(t + 2km)  cost

¢ime je dokazano da je tangens periodi¢na funkcija. Njeni periodi su 2kr, k € N. Ali, period tangensa je
i broj 7. Uvjerimo se da je to stvarno tako.

tg(r + 2km) =

=1tgt, 1€ Dy, k€Z,

Spojnice ishodiStaitodaka E(t) i E(t+7) sijeku pravac d

p uistoj to¢ki P, a kako su tangensi brojeva 7 i t + 7
upravo ordinata tocke P, slijedi da je tgr = tg(t + m), E (1)

tj. 7 je period funkcije tangens. tat=tg (t+m)

Y
ctgt=ctg(t+m)
q Cl—"—
E (1)
E(t+m)
19) X Tangensi brojeva t i t + m su jednaki.

Za funkciju kotangens situacija je vrlo slicna. 1z geome-
E(t+m) trijske interpretacije kotangensa (vidi sliku) vidljivo je
D da brojevi ¢ i t 4+ 7 imaju iste kotangense. Dakle, 7 je

I kotangensi brojeva t i t 4+ & su jednaki. period i funkeije kotangens.

BB Temeljni period za tangens i kotangens

e Dokazimo da je 7 temeljni period za funkciju tangens.

Oznacimo sa T temeljni period od tangensa. Dakle, vrijedi

tgt =tg(t+ 1) Vi€ Dy. (3)
Uvrstimo 1i u (3) ¢ = 0, dobit éemo tgT = 0. Tocke E(r) za koje je tgz = O su one Cija spojnica s
ishodistem O presijeca pravac p u tocki /I, tj. to su tocke I i I. Tocki I priduZeni su brojevi oblika

2k, k € Z., atocki I brojevi m+ 2km, k € Z. Dakle, T € {kx : k € Z}, a najmanji pozitivni element tog
skupa je 7.

e Dokazimo da je 7 temeljni period i za funkciju kotangens.

Oznacimo sa T temeljni period kotangensa. Dakle, vrijedi
ctgt =ctg(t+ 1) Vit € Dy (4)




Uvrstimoliu(4) ¢t = g , dobit ¢emo ctg(%—i—r) = 0. Tocke E(x) zakoje je ctgx = 0 su one ¢ija spojnica

s ishodiStem O presijeca kotangensnu os g u tocki C,tj. E(x) = C ili E(x) = D. To¢ki C pridruZeni su
3 3
brojevi oblika g+2k7t, atocki D brojevi 7”+2kn, k € Z. Dakle, gﬂ e {g+2kn, 7”+2kn; ke z},

tj. T € {2km, w + 2km; k € Z} . Najmanji pozitivan element tog skupa je 7, ¢ime smo dokazali da je &
temeljni period kotangensa.

Izrecimo te tvrdnje u obliku poucka.

Poucak

Trigonometrijske funkcije su periodicne. Temeljni period za sinus i kosinus je 27, a za tangens i
kotangens je 7.

Za periodi¢ne funkcije vrijede ova svojstva:
1. Ako je 7 temeljni period funkcije f (x), tada je i temeljni period funkcije f (ax).
a
2. Ako je T period od f ,tadajei nt periodod f, n € N.

T
3. Neka je f periodi¢na s periodom 7;, a g periodicna s periodom 7, , pri ¢emu je T—l € Q. Tada

2
je njihova kombinacija off + Bg periodi¢na funkcija, o, B € R, pri ¢emu je period od ab + Bg
zajednicki viSekratnik brojeva 7; i ;.

Koristeci se ovim svojstvima izracunajmo sljedeci primjer.

. PRIMJER 1.

Odredimo period funkcije
f(x) = sin2x — 3 cos 5x + tg 3x.

. . 2z . T L o
®E®" Prema prvom svojstvu vrijedi dasu T, = T, T = — i T3 = 3 temeljni periodi funkcija sin2x,

cos 5x 1 tg3x. Prema treCem svojstvu period njihove kombinacije je zajednicki viSekratnik brojeva
Ty, To 1 73, a uovom slucaju to je

2 157 6m Sm 30m
V(#53) =G5 5s) =15 =2
Dakle, period od f je 2.

N ZADATCI 1.5.

o . . . 3
1. Koristeéi neparnost i periodi¢nost sinusa, te podatak sin 3= izracunaj:

7 181 17
a | sin(—§> [ sin ?n sin il d —3”.
. TooNV2 . .
2. Akoje cos -3 koristeéi parnost i periodi¢nost kosinusa izra¢unaj:
7 1999 15
a | cos(—g) I3 cos Tﬂ ¢ | cos(— 2 7':) d | cos(——4n) .




3. Akoje cos 10° = 0.9848, izratunaj:

Y cos370° Y cos 1070° 3 cos(—10°) Il cos(—710°).
4. Akoje sin25° = 0.4226, izradunaj:

EY sin385° [ sin1105° I3 sin(—25°) il sin(—1465°).
5. Akoje tg6 = —0.291, izracunaj:

B tg(-6) [ tg(6 + 147) 3 t2(19997 — 6) Il tg(6 — 5737).
6. Pojednostavni izraze:

EY sin(147 — x) — cos(147m + x) [ cos(x + 187) — tg(x — 97)

sin(x + 187) — 4 sin(x — 27)
cos(207m + x) + 3 cos(22m — x)

sin(2w — x) — tg(x + 1)
cos(4m — x) + ctg(x + 7)

3 cos(167 + 2x) + cos(907 — 2x) d |

tg(x — 157) — Stg(l6mw — x)
ctg(x + 17m) + 2 ctg(x — 187)

e

2
7. Dokazida je 7n temeljni period funkcije f (x) = sin7x.

8. Dokazi da su sljedece funkcije periodi¢ne i odredi im temeljni period:

B/ (x) = 3sin2x [ £ (x) = 7sin 8x f(x):2cos(7x—§>
1 5

£ (x) =  cos 15 B £ () = 41 Ox B f () = Vacig(V3x— 1).

9. Dokazi periodi¢nost funkcija:
1
Y f(x) = sinx + cos x 'b §i€3) :sin4x—8cos(§x+7r)
1 4

@ f(x) =tgx+2ctgx ﬂf(x)ztggx—3ctg8x+sin§x.
10. Dokazi periodi¢nost funkcija:

Y f (x) = sinx - cosx I 7 (x) = | cosx]| A 1 (x) = log(cosx)

E £ (x) = 2sinx 3 f(x) = cos’x I3 £ (x) = cos? |x| + sin® x.

7
11. Zakoju realnu vrijednosti broja n funkcija f (x) = sin —x ima temeljni period 37 ?
n

1.6. Osnovne relacije izmedu
trigonometrijskih funkcija

Uoéimo pravokutan trokut OE;E(z) . Prema Pitagorinom poucku vrijedi
O + |EE(1)* = |OE (1) ?
cos’t+sin’r =1 @Y
jerje |OE | = |cost|,a |[E{E(t)| = |sint].

Izraz (1) je osnovna relacija koja povezuje sinus i kosinus broja 7. 1z nje mozemo lako dobiti joS dvije
formule.




Podijelimo li obje strane osnovne relacije (1) s cos®¢
dobivamo E(t)

1+tg2t=

)

cos? ¢

a ako obje strane u (1) podijelimo sa sin® ¢, dobivamo

2
ctgt+1=— .
£ sin? ¢

1
I konacno primijetimo da je ctgs = tg_t ,t. tgt-ctgt =
1, Sto je takoder jedna od osnovnih veza izmedu trigo-

nometrijskih funkcija. Primjenom Pitagorina poucka na pravokutni trokut
OE|E(t) dobivamo osnovnu relaciju.

Osnovni trigonometrijski identiteti

cos?t 4 sin’t =1 tgt-ctgt =1
1 +tg?t=

ctg?t+ 1=

cos? ¢ sin? ¢

Koristeci ove identitete moguce je s pomocu jedne vrijednosti trigonometrijske funkcije broja ¢ odrediti
vrijednost ostalih trigonometrijskih funkcija broja 7.

. PRIMJER 1.

11 3w
Odredimo cost,tgt,ctgt ako je sint = 3 te <7,2ﬂ:>.
mmn Iz relacije (1) slijedi
cost = ++/1 — sin?t,

pri ¢emu predznak korijena ovisi u kojem se kvadrantu nalazi tocka E(z). U ovom slucaju E(z) se
nalazi u ¢etvrtom kvadrantu pa je

cost =1/1 ( 11)2—60
- 61/ 61
Sada'ett—smt— 11ict t= L%
et = ost ~ 60 g_tgt_ 11’
. PRIMJER 2.
i 1 2
Dokazimo da vrijedi jednakost bl —|—.cosx = ——, sinx #0.
1 4 cosx sinx sinx
[T sinx 1—|—cosx_sin2x+(1+cosx)2_sin2x+1—|—2cosx+coszx_ 2 4+ 2cosx 2

I4+cosx  sinx  (l4cosx)sinx (14 cosx) sinx (1—|—cosx)sinx:sinx'




N ZADATCI 1.6.

1. IzraCunaj vrijednost ostalih trigonometrijskih funkcija broja ¢ ako je sint jednak:

4 14 63 3r
= i _» R >
B3 ez 05 e (72
12 T 1 T
550 ¢ 07_> — I <_7 >
m 5 e (03 i ey
2. Izracunaj vrijednost ostalih trigonometrijskih funkcija broja ¢ ako je cost jednak:
8 T 7 T
B e (03) O 55 1€ (-3:9)
5w 21 T
ﬂ—O.S,te<7,3n> ﬂ—2—9,t6<5,7r>.
3. Izradunaj vrijednost ostalih trigonometrijskih funkcija broja ¢ ako je tg ¢ jednak:
12 14 9 137
= t 07 _> N’ t <6 ) —>
| e(0; 055 re(om—
5w 11x
[@-075 t¢ <7,37r> (d V= <—57r,—7>.
4. IzraCunaj vrijednost ostalih trigonometrijskih funkcija broja ¢ ako je ctgs jednak:
3 T 21 3r
- I 07 _> Ao L < ) _>
a3 X 2 M5 re(m3
7 5w 8 T
nﬁ,t€<2n,7> ﬂ_l_S’t6<§’”>'

S 7 3my
5. Akoje sint = ~35° te <77:, 7>,1zracunaj.

sint — cos ¢ tgt(1 — cost)

b ctgr+tgt+ cost
(1 +sin)(1 — cosr) '

sin ¢

a

sin? ¢
6. Akoje tgx =2 — /3, izratunaj sinx, cosx i ctgx pri demu je E(x) element treCeg kvadranta.

7. Akoje tgt = 3, izraCunaj:

b sint + 3 cost sin’ ¢t — cos’ ¢ sin?¢ — 4 cos?t

tgt tgt —— C
Eler+ote 2sint — 3 cost (<] (sinz — cost)3 o

2sin?t — cos?t’
8. Akoje ctgx = —2, izradunaj:

sinx - cosx 8 sinx + 2 cosx 3sin®x — 2 cos? x
By tg?x + 2ctg’x b | [ c|

sin?x — cos? x 11sinx — 2cosx 5cos?x +sin?x

9. Akoje tgx = 4, izratunaj:

1
[a| I cos®x

cos? x

sin?x + 1 i 2 sin? x4+4 cos? x—1
2sin?x + 3 S5sin2x—cos2x+2°




10.

11.

12.

13.

14.

15.

Dokazi da vrijedi:

Y (sinx +cosx)?> = 1+ 2sinxcosx

1
[ sinxcosx = 5((sin)c+cosx)2 —1)

sinx — cosx = 4/(sinx + cos x)2 — 4 sinxcosx.

.. + .
Ako je sinx 4 cosx = — izracunaj:
EN sinx - cosx I tgx +ctgx

.. | O
Ako je sinx - cosx = —5- izracunaj:

EY sinx + cosx I sin® x — cos’ x

Dokazi da izrazi ne ovise o broju x:

Y cos* x + sin* x 4 2sin® xcos® x

I3 sin* x+ cos* x+2 sin x cos* x+2 sin* x cos® x

sin® x — cos” x El sin®x

[ sin’ x
W tgx +ctgx .
£ £ sin* x

I sin® x + cos® x + 3 sin® xcos® x

+cos?x.

+ cos®x

—cos*x’

il sin® x(3 — 2sin? x) — cos* x(2 cos® x — 3).

Koristeéi osnovne trigonometrijske relacije dokazi sljedece jednakosti:

P cosxsin®x + cos® x = cosx

sin? x + ctg? x + cos’ x =

sin? x
I3 1 +sinx — cos?x = sinx(1 + sinx)

I sin®z + sinzcos?t = sint

Il tgxcosx — tgxcos® x = sin’ x

2

cos*x + sin*x = 1 — 2sin? xcos® x.

Koristeéi osnovne trigonometrijske relacije dokazi sljedece jednakosti:

1 — (sinx — cosx)?

=2tgx

B cos? x £
(cosx — 1)2 4 sin’x 5
cosx — 1 o

cost cost

1 —cost 1+ cost

=2ctg’t

1 — (cosx + sinx)?

- = —2ctgx
1 sin? x £
i1 (sinx + 1)* + cos’x
sinx + 1 o
sinx sinx

1+ sinx 1 —sinx

16. Koristeéi osnovne trigonometrijske relacije dokaZi sljedece jednakosti:

1—(sinx+ cosx)*

2 4cos? x st
_— 3 3
(sinx cosx; :II(SIHx+ cosx)” _ 142 cos® x
inx

0 (sinx— cosx)*+(sinx+ cosx)*—2

= 2tg’x.

— = 8cos®x
sin? x
P 3 (g 3
il (sinx cosxgcos(smﬁ—cosx) C l2sinx.
x

17. Na osnovi veza izmedu trigonometrijskih funkcija svedi na jednostavniji oblik sljedece izraze:

EY sinx — sinxcos®x

I3 (sinz — cos?)? + (sint + cost)?

3 (1—cosx)(1+ cosx) — (1—sinx)(1+ sinx)

) cost — costsin’ ¢
[l (cosx + sinx)® — (sinx — cosx)

V1 —sinty/1 +sint.

3




18. S pomocu osnovnih trigonometrijskih identiteta svedi na jednostavniji oblik sljedece izraze:

1 —cos?t 1 sin? ¢ 1+ cos?x — sin®x
oot —— —cost | [
sinfcost cost cost sin? x
4 1 n 1 1] cosx cosx sina 1+ cosa 1
1+cost 1—cost 1 —sinx 1+sinx 1+ cosa sina sina
B cos 2x 1 — sin2x o 1 cos? o 1

1 + sin2x cos 2x cos2¢  sinfo sin?a

19. S pomocu osnovnih trigonometrijskih identiteta svedi na jednostavniji oblik sljedece izraze:

t —sint
Y tgx — tgxsin?x I (1 + tg?x) cosx cost —sint
1 —ctgt
1+tg2x 1 tg[ 1
e ; -
m1+ctg2x u(1+tgx)2+(1_tgx)2 .1—|—tg2t 1+ctg2t
1—tg®x 1—ctgx 5 ,
: tg?t +etg?t — ————.
A 1 —tgx I —ctgx M’ +oe sin2 7 cos? ¢

1.7. Adicijske formule

B Adicijske formule za kosinus

U ovom poglavlju prikazat ¢emo formule s pomocu kojih kosinus zbroja odnosno razlike dva realna broja

x 1y izrazavamo s pomocu trigonometrijskih funkcija brojeva x i y.

X y
E(x) E(x-y)
E(y)
o y 0 I x
Brojevima x iy pridruZene su tocke E(x) i Broju x —y pridruZena je tocka E(x —y).
E(y). Duljina luka od E(y) do E(x) jednaka je

duljini luka od I do E(x —y).

Neka su x i y dva realna broja iz intervala [0,27], te neka je x > y. Brojevima x,y,x — y pridruZene su

redom to¢ke E(x), E(v), E(x —y) na brojevnoj kruZnici.

O¢ito je duljina luka od to¢ke E(y) do tocke E(x) jednaka duljini luka od I = E(0) do tocke E(x —y),

pa su i pripadne tetive jednake duljine, tj. vrijedi
[E()EX)] = [IE(x = y)|-



Kako je
E(y) = (cosy,siny), E(x) = (cosx,sinx),
E(x —y) = (cos(x — y),sin(x —y)), [=E(0)=(1,0)
koristenjem formule za udaljenost dviju to¢aka i njenim kvadriranjem dobivamo niz identiteta:

\/(cosx — co8y)? + (sinx — siny)? = \/(cos(x —y) — 1)2 + (sin(x — y) — 0)?
c0s® x—2 cos x cos y+ cos® y+ sin? x—2 sin x sin y 4 sin” y= cos? (x—y)—2 cos(x—y) 41+ sin? (x—y),
2 —2cosxcosy — 2sinxsiny =2 — 2cos(x — y),

pri ¢emu je iskoriitena osnovna trigonometrijska relacija sin”¢ 4 cos’>¢ = 1.

1
Dodamo li —2 na obje strane jednakosti, te pomnoZimo li je s — 3 dobit ¢emo

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsin y. (1)
Time smo dokazali formulu za kosinus razlike dva realna broja x, y € [0,27], x > y.

Pokazimo da formula (1) vrijedi za bilo koja dva realna broja x i y.

Prvo uklonimo uvjet “x > y”. Naime ako je y > x, x,y € [0,2n] tada je prema (1) cos(y — x) =
cos ycosx + sinysinx, a kako zbog parnosti funkcije kosinus vrijedi
cos(y — x) = cos(x — y),
toiza y > x vrijedi (1). Dakle, za sada smo dokazali da relacija (1) vrijedi za svaka dva broja iz intervala
[0, 27].
Ako x ili y ne pripadaju intervalu [0, 27], tada postoje brojevi xo,yo € [0,27) i k,m € Z takvi da je
X = Xxo + 2k, y = Yo + 2mm.
Kako su xp, yo € [0,27), kad primijenimo na njih relaciju (1), dobit éemo
cos(xg — Yo) = €0s x( €os yo + sinxg sin yp,
abududidaje xo =x —2km i yo =y — 2mm, imamo
cos(x —y + 2mm — 2km) = cos(x — 2km) cos(y — 2mm) + sin(x — 2kn) sin(y — 2mm),

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny,

pri ¢emu je iskoriStena periodi¢nost funkcija sinus i kosinus.

Tako smo dokazali da relacija (1) vrijedi za svaka dva realna broja x i y.

Adicijska formula za kosinus razlike

Za svaka dva realna broja x i y vrijedi

cos(x —y) = cosxcosy + sinxsiny.

Ukoliko u gornju relaciju umjesto y stavimo —y i iskoristimo parnost kosinusa i neparnost sinusa, dobit
é¢emo

cos(x — (—y)) = cosxcos(—y) + sinxsin(—y)
cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny,

tj. dobili smo formulu kojom je kosinus zbroja dva broja prikazan s pomocu kosinusa i sinusa tih brojeva.

27




Adicijska formula za kosinus zbroja

Za svaka dva realna broja x i y vrijedi

cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny.

Zaizvod odgovarajucih adicijskih formula za funkciju sinus potrebno nam je poznavanje formula koje pove-

zuju vrijednosti trigonometrijskih funkcija argumenta x+§ s trigonometrijskim funkcijama argumenta x.

. s
BB Formule redukcije za argument z + 5

Neka je A = E(x) tocka brojevne kruznice dobivena
eksponencijalnim preslikavanjem broja x € R, a A’
neka je njena ortogonalna projekcija na x os. A=E(x)

=

Zarotiramo li trokut OAA’ za 90° u pozitivnom smjeru,
T
tocka A preslikat ¢e se u tocku D = E (x + E) .

Kako rotacija ¢uva udaljenost to je

|OD'| = |0A'| i |DD'| = |AA'|.

Iskazano u terminima trigonometrijskih funkcija imamo

. T T .
s1n<x+ 5) = cos X, cos(x+ 5) = —sinux.

Sad je lako izvesti formule za tangens i kotangens:

. 4
b2 sm(x—|— E) cosx
tg(x—l— —) = = —ctgx

2 cos(x—l— g) —sinx

b4 1 1
ctg(x—l— —) = = —tgx.

= — =
2 te (x 4 _) ctgx
2
Dakle, vrijede sljedece formule
™
Formule redukcije za = + E
. T T
sm(x—l— E) = COosx tg(x—|— E) = —ctgx

14 : 14
cos<x+ 5) = —sinx ctg(x—l— 5) = —tgx



Bl Adicijske formule za sinus

Poznavajudi upravo izvedene formule redukcije i adicijske formule za kosinus dobivamo sljedece

sin(x +y) = —cos((x+y) + g) = —cos(x—l— (y+ g))

b1 b1
= — COSXCOS (y + E) + sinx sin(y + 5) = cosxsiny + sinxcos y. (2)
Ako umjesto y stavimo —y i iskoristimo svojstva parnosti, dobivamo
sin(x — y) = cosxsin(—y) + sinxcos(—y)
= —cosxsiny + sinxcosy = sinxcosy — cosxsiny. 3)
Formulama (2) i (3) prikazan je sinus zbroja, odnosno sinus razlike dva broja s pomocu kosinusa i sinusa

tih brojeva.

Adicijske formule za sinus

Za svaka dva realna broja x i y vrijedi
sin(x + y) = sinxcosy + cos xsiny
sin(x — y) = sinxcosy — cosxsiny.

. PRIMJER 1.

. . T
Izvedimo formule redukcije za argument — — x.

2
Ot o 5 . . e .. . T
EEE Koristimo adicijske formule za sinus i kosinus, te ¢injenice sin 5= 1, cos 5= 0.
y
sin(E —x) =sinzcosx—cos—sinx=cosx E(l—x)
2 2 2
cos ( i ) cos i €Os X + sin — sin sin T
— — X)) = o~ X - X = X
7 2 Sl E ()
=] |
. (T 7 |
b4 sin (E B x) cosx 0 x
tg(E — x) = A = — =ctgx cosx
cos(— _ x) sin x
2
¢ <7r ) 1 1 )
ctg( - —x) = 7 = =tgx
2 tg (5 — x) ctgx Istaknuti trokuti su sukladni.

. PRIMJER 2.

Dokazimo da vrijede sljedece formule redukcije:

sin(m — x) = sinx sin(m + x) = —sinx

cos(m — x) = —cosx cos(m +x) = —cosx
tg(mr—x) = —tgx tg(mr+x) =tgx

ctg(m —x) = —ctgx ctg(m + x) = ctgx.




sin(m — x) = sin T cos x — cos wsinx = sinx ’
COS(7T — X) = COS T COS X + Sin TSN X = — COS X
tg(m —x) = sin(m—x) _ sinx —tgx E (n-x) E@)
cos(r—x) —cosx | |
1 1 X
ctg(m —x) = = = —ctgx 0
tg(m—x) —tgx
y

E(x) sin(7 + x) = sinwcos x + cos wsinx = — sinx
|
‘ 1 cos(TT + x) = cos Tcosx — sinwsinx = — cosx
| [0) X . . .
E () : tg(m + x) = tgx, jer je m period za tg
mTTX o o .
ctg(m + x) = ctgx, jer je mw period za ctg.

. PRIMJER 3.

Koristeci se adicijskim formulama, formulama redukcije i vrijednostima trigonometrijskih funkcija

brojeva rz i z izracunajmo:
jeva g g 1 3 Aracunamo:
. 197 2r r
a) sin - b) tg 3 ¢) cos o
19 1
WEE ) sin _671' = sin(377:+ g) = sin(ﬂ—l— g) = —sing =3
2 T b4
b e =tg(r-3) = —wz=—V3
7 2 1 2 3 2
c) cosl—g =cos<§+§) =cos§cos§ —sin%sing = % . E—% . g = %(1—\/5)
. PRIMJER 4.
. T T
sm(— —|—x> — cos(— —|—x>
Dokazimo g g = tgx.
sin(— —|—x> + cos(— —|—x>
4 4 3
2
Koristec¢i adicijske formule i da je sin% = cosg =5 imamo
(T ™ V2 V2 . V2 V2 .
sm(——l—x) —cos(——i—x) —— COSX + —— SsInx — (— COSX — —smx)
4 4 _ 2 2 2 2 —tox
T T :
(2 jad 2 2 2 2
s1n(4 +x) +COS(4 +x> %cosx—i—gsinx—i— (%cosx—%sinx)




Bl Adicijske formule za tangens

Koristeci adicijske formule za sinus i kosinus imamo

sinxcosy  cosxsiny
sin(x+y)  sinxcosy+cosxsiny  cosxcosy cosxcosy  tgx+4tgy
cos(x+y) cosxcosy—sinxsiny ~ COSXCOSY  SIMXSINY | _(oytgy’

tg(x+y) =

COSXCOSY  COSXCOSY

Budu¢i da je tangens neparna funkcija, zamjenom y — —y dobivamo

tgx + tg(—y) tgx —tgy
te(x —y) = = )
gbx=) 1 —tgxtg(—y) 1+tgxtgy

Adicijske formule za tangens

Za svaka dva realna broja x,y € Dy zakoje jei x £y € Dy, vrijedi

tgx ttgy
tgxty) = ———.
g(x£y) 1 Ttaxigy

Bl Adicijske formule za kotangens

Mozemo ih izvesti na sli¢an nacin kao formule za tangens koristec¢i formule za sinus i kosinus. Mi ¢emo ih

dokazati koristeci relaciju koja povezuje tangens i kotangens: ctgx = Pt Naime, vrijedi
ox

1 1

1 1 Ftgxtgy ctgx ctgy ctgxctgyF1
tgxty) = = = = , v, X £y € Dy
ctglr+y) tg(x+y) tgxttgy 1 " 1 ctgy + ctgx HYAEYE P
ctgx  ctgy

Adicijske formule za kotangens

Za svaka dva realna broja x,y € D¢, zakojejei x &y € D, vrijedi

ctgxctgy F 1

tg(x £y = .
ctglx+) ctgy &+ ctgx

. PRIMJER 5.

. L Sm 5w
Pojednostavnimo izraz: tg (T + x) —tg (T — x).

mme Koristeci adicijske formule za tangens pojednostavnimo svaki od pribrojnika:
5w 5w tg tgx  tgx —tgx
o) (o) - EE e u¥ e
4 4 I —tg=Ftgx 1+tg=tgx
Cl+tgx  1—tgx 14+ 2tgx+tg?x—1+2tgx—tg?x 4tgx
1 —tgx  14tgx 1 —tg’x ol —tg?x




BB Trigonometrijske funkcije dvostrukog argumenta

Za argument 2x vrijede sljedece formule:

Trigonometrijske funkcije za dvostruki argument

2 2

sin 2x = 2 sinx cos x COS 2x = cos” x — sin” x
2tgx ctg?x — 1
tg2x = tg2x =
s 1 —tg’x s 2ctgx

Naime, kako je 2x = x 4 x koriste¢i adicijske formule za zbroj imamo

sin2x = sin(x + x) = sinxcosx + cosxsinx = 2sinxcos x,

2 2

cos 2x = cos(x + x) = cosxcosx — sinxsinx = cos”x — sin” x,

tgx+tgx  2tgx

tg2x:tg(x+x) = 1—tgx~tgx - l_tg2x7

ctgxctgx —1 ctg’x — 1
ctgx+ctgx  2ctgx

ctg2x = ctg(x +x) =

. PRIMJER 6.

Dokazimo da vrijedi
2 sin® x + cos 2x

2 cos? x — cos 2x

mmn Koristeéi formulu za kosinus dvostrukog argumenta i osnovni trigonometrijski identitet imamo

2 2

2 sin? x + cos 2x 2sin? x + cos?x — sin%x sin? x + cos? x

= - = — = 1,
2cos2x —cos2x  2cos?x —cos?x+sin2x  sin?x + cosZx
- PRIMJER 7.
Izvedimo formule za sinus i kosinus trostrukog argumenta.
(T
sin3x = sin(2x + x) = sin2xcos x + cos 2x sinx
= 2sinxcosxcosx + (cos® x — sin® x) sin x
— 2sinxcos’ x + sinxcos® x — sin® x = 3 sinxcos’ x — sin’ x

3

= 3sinx(1 — sin’x) — sin® x = 3sinx — 4sin’ x,

cos 3x = cos(2x + x) = cos 2x cos x — sin 2x sinx

2 3

= (cos® x — sin® x) cos x — 2 sin? xcos x = cos® x — 3sin® xcos x
= cos®x — 3(1 — cos?x) cosx = 4¢cos’ x — 3 cos x.




BB Trigonometrijske funkcije argumenta %

.. 1 —cosx S . .. .. ) X Lo X
Transformirajmo razlomak koriste¢i osnovnu trigonometrijsku relaciju 1 = cos 3 + sin 51
. 2 X 5 X
formulu za kosinus dvostrukog kuta cosx = cos 3~ sin 3
X X X X
2r a2 2A a2t
1 — cos x (cos > -+ sin 2) (cos > sin 2) X

2

=sin” -.
2

. . X . . . . - L
Na taj smo nacin sinus argumenta > izrazili s pomocu kosinusa argumenta x. Na sli¢an nacin izvodimo i

X . S
formulu za cos 7 Naime, vrijedi

2 X .o X 2 X .o X
1 + cos x COS” — +s1n” — | + | o8 = — sIn” —

2 2 2 2) _ 2t
> = cos” .
Sada se lako dobiju formule za tangens i kotangens polovi¢nog argumenta jer je
. g X

x S5 1 —cosx 5 X 1 1+ cosx

tg —_ = X = N Ctg —_ = X = .

2 o2 l+cosx 2 22 1—cosx

2 &3

Trigonometrijske funkcije polovicnog argumenta

.2X 1 —cosx
sin® - = ———

2 2
co2 X — 1+ cosx
2 2

. PRIMJER 8.

Odredimo cos g .

S

T
1 — 1
~+ cos 7 o

24+42

cos? = = = =

8 2 2
V242
——

cosE>0 a'ecosz—
8 ’p.] 8_

»x 1 —cosx

tg° s = ———
=7 1+ cosx
Ct2x_1+cosx
& 27 T cosx

T
Kako je E (§> u prvom kvadrantu, to je




. PRIMJER 9.

T T
1. Koristeéi adicijske formule i vrijednosti trigonometrijskih funkcija brojeva 3

Dokazimo:
X 1 —cosx X 14 cosx
fgs = ———- b) ctgs = — =
a) g2 sin x )cg2 sin x
I —cosx _ il — (cosz;—c—sin2]2£> _ (1 —COS2)§C> +sin2§ - 25in2)2—c :tgf
SINLY ZSin;—CCOS%C 2sin]2—ccos§ 2sin§cos)2—c 2
e 1—|—cos2§ — sinz;—c 20052)—; cosg
sinx 2 sin > cos = N 2 sin > cos = N sin = ~ 83
2 2 2 2 2

ZADATCI 1.7.

trigonometrijskih funkcija sljedecih brojeva:

2r dr 3r
o [ b [ [

T, R .
1 izracunaj vrijednosti
5w r 3r
a e m-=

Koristedi adicijske formule i vrijednosti trigonometrijskih funkcija brojeva 30°, 60°, 45° izraCunaj
vrijednosti trigonometrijskih funkcija sljedecih brojeva

Bl 120° 3 240° 300° [l 150°
& 210° 330° Fq 135° [N 225°.
Izracunaj vrijednosti trigonometrijskih funkcija kutova:
Y 480° 3 1200° 510° Fl —1950° 3 405° —585°.
Izracunaj vrijednosti trigonometrijskih funkcija od:

177 237w 31x 11x 197 3w

— — — - — i ——.
m- o= @ m--"- @\- -
Izracunaj:
ﬂsinz—f—cosz—t L [ﬂcosz—n—sinz—n—i—t &r—ct Bn

3 3783983 3 3 183 TN
7

ﬂ25in2g—cos3g—sin§ ﬂ3tg2g+4sin§cos§.

Izracunaj:
EY sin30° — cos 30° + tg 30° — ctg 30°

sin? 120° + cos 150°

4sin? 30° — 5 cos? 150°
e 5
2cos 60

¥ 3cos 120° — 25in 60° + 5sin 150°
Il 2 cos?210° — sin? 135°

tg? 315° + 3 ctg’ 405°
sin 135° — 2 cos(—405°)




10.

11.

12.

13.

14.

1 3r
Akoje sint=——, t € <—, 27'c> , koriste¢i redukcijske formule ili adicijske formule izracunaj:

61 2
T . T

BN cos(r — 5) I sin(r + 7) tg(z + t) Bl ctg(mr—1).

. 24 T S . o
Ako je cost = 35" te <0, §> , koristeci redukcijske formule izracuna;j:

. T T
Bl sin(z — n) (b | cos(t—i— §> tg(z —t) Bl ctg(m +1).
Pojednostavni izraze:

3 3
As cos(%—x) +7 sin(g+x) [ 2sin(r—x)+ sin(m+x) 4 sin(;—f—x) -2 sin(%—x)
5 5 3 3 in(90° 90°—
() () Do) -coe( ) O O]
Koristedi adicijske formule dokaZi sljedece jednakosti:
T T
PY 1 —2sinxcosx = 2sin2(Z —x) I3 1+ 2sinxcosx = 2COS2(Z —x)
2
cos(% — x) = %(cosx + sinx) Il sin(30° + x) + sin(30° — x) = cos x
e | tg(E —|—x) = m c0s(45° — x) + cos(45° 4+ x) = v/2cosx.
4 cosx — sinx

Pojednostavni izraze:

T
AufJeelio)  maCEea(Ee) mE S
g\g ¥

T T
& 1 + ctg(45° + x) & tg(z +x) - tg(z —x) ctg(135°+x)— ctg(135°—x)
1 — ctg(45° — x) (E ) T _ ctg(135°+x)+ ctg(135°—x)
el +x +tg(4 X)
4 12
Ako je sinx = 3 isiny= IER X,y € <0, g>,kolik0je:
Y sin(x +y) [ cos(x —y)?

2 3 3
Ako je cosx = 1—\/0_ icosy= 5 X € <7n,27t>, y e <0, g>,kolikoje:

Y sin(x —y) [ cos(x +y)?

Izracunaj vrijednosti trigonometrijskih funkcija broja 2x ako je:

4 60 3 3
Asinc=2ve(05)  Doine=-2 e (Zon) Beosr=—L xe(Ln)

3
El cosx = 5 X€ <g,r:> & tgx= -2, x € (90°,180°) tgx = /3, x € (0°,90°) .




15. Dokazi da vrijedi:

2 cos? x + sin 2x sin? 2x + 4sin* x 5

Ao Al = Ctgx m Tl A Al = tg X

2 sin? x + sin 2x sin? 2x + 4 cos* x

sin 2¢ 1 sin% 27 — 2 sin® ¢ .

[l ————————— =2sin%r.
cos 2t

sinz + sinzcos2r  cost

T T
16. Koristedi trigonometrijske funkcije broja 3 izraCunaj vrijednosti trigonometrijskih funkcija broja — .

12
T . 5%
17. Izratunaj vrijednosti trigonometrijskih funkcija brojeva 3 i o
. 8 TN . ..
18. Akoje sinx=—, x¢€ <0, —> , izratunaj:
17 2
ﬂsin;—c [ﬂcos% tg;—c ﬂsin;—c.
12 3
19. Akoje cosx=——, x € <7t, _7'c> , izratunaj:
13 2
X X x . X
ﬂsmi mcosz tgi ﬂsmz.
20. Dokazi:
X X
2ctg 3 tgx - tg 5
—x = sinx ——= =sinx
1 tg” — t —tg =
+ctg 3 gx —1g 3
14+ tgxtg al
xtg = .
2 (n x)l—smx_
— £ tg(=+= =1
ot X gx d & 4 + 2 COSX
gx +tg )

1.8. Jos neki trigonometrijski identiteti

BB Pretvorba umnoska trigonometrijskih funkcija u zbroj

Promotrimo adicijske formule za sinus zbroja, odnosno razlike:
sin(x 4+ y) = sinxcosy + cosxsiny
sin(x — y) = sinxcosy — cosxsiny.
Ako zbrojimo te dvije jednakosti i dobivenu relaciju podijelimo s 2, dobit ¢emo

. 1. .
sinxcosy = 5 (sm(x +y) + sin(x — y)) ,
tj. dobili smo formulu kojom se produkt sinusa i kosinusa pretvara u zbroj.

Na analogan nacin, zbrajajuéi odnosno oduzimajuci adicijske formule za kosinus zbroja i razlike dobivaju
se formule pretvorbe umnog$ka trigonometrijskih funkcija u zbroj.




Formule pretvorbe umnoska trigonometrijskih funkcija u zbroj

sinxcosy = % (sin(x +y) + sin(x — y)) (1)
COSXCOSy = % (cos(x +y) + cos(x — y)) (2)
sinxsiny = % (cos(x —y) — cos(x —|—y)) (3)

. PRIMJER 1.

NapiSimo u obliku zbroja umnozak
cos(60° + 2¢) cos(60° — 2¢).

mm= Koristeéi formulu (2) dobivamo

1
c0s(60°+427) cos(60°—2¢) = —(cos(60°+2¢t+60°—2¢) + cos(60°+2t—60°+2¢
2

1 1,1 1 1
= =~ (cos 120° 4f) = ~(—= 4f) = —— + = cos4t.
2(cos 0° + cos 4t) 2( 5 T cos 1) 7 T 5 cosdr

BB Pretvorba zbroja trigonometrijskih funkcija u umnozak

Uvedimo u formuli (1) ove zamjene u =x+y i v=x—y. Tadaje x = M‘2|'V’ y= ”;V i
sin cos LY — 1(sin + sinv)
p T pumeTm sy,
odnosno n
u+v u—v
sinu + sinv = 2sin cos — (4

Ako ove supstitucije provedemo i u formulama (2) i (3), dobit ¢emo
u—v
2
u—v
2
Formulu za razliku sinusa dobit ¢emo tako da u formuli (4) umjesto v uvrstimo —v. Tada imamo

u—v u-+v
cos .
2

u-+v
cosu + cosv = 2cos cos

L u+v .
COSV — cosu = 2sin sin

sinu — sinv = 2sin

Formule pretvorbe zbroja i razlike u umnozak

sinx + siny = ZSinx+ycosx;y cosx 4 cosy = 2005x+ycosx;y
' . Xy Xty . Xty . x—y
sinx — siny = 2sin cos — cosx —cosy = —2sin sin —




. PRIMJER 2.

CcoS X + cos 2x + cos 3x

Svedimo na Sto jednostavniji oblik

COS X — cOs 2x + cos 3x

Koristimo pogodnu grupaciju pribrojnika u brojniku i nazivniku, te formulu za transformaciju

zbroja kosinusa u produkt:

cosx 4 cos2x +cos3x  (cosx + cos3x) +cos2x  2cos2xcosx +cos2x  2cosx + 1

cosx —cos2x + cos3x  (cosx + cos3x) —cos2x  2cos2xcosx —cos2x  2cosx— 1

N ZADATCI 1.8.

Napisi u obliku zbroja ove umnoske:

. X y
sin = COS =
B sin 5 cos 3

Il cos(x +y)cosy

Pojednostavni:

A sin(g —|—x) sin(g —x)

cos(120° — x) cos(120° + x)
sin(30° — x) sin(30° + x)

Napisi u obliku produkta izraze:
a | sin(g + x) + sin(g - x)
I3 cos(30° — x) + cos(30° + x)
Dokazi:

EY sin(x +y) + sin(x — y) = 2sinxcosy

sin?x — sin? y

cos?y —cos?x
Svedi na $to jednostavniji oblik:
sinx + siny
n .«
sinx — siny
sin(3x + y) + sin(x + 3y)
sin 2x + sin 2y

Svedi na $to jednostavniji oblik:
sinx -+ sin 2x + sin 3x

sinx — sin 2x + sin 3x

sin x — 2 sin 2x + sin 3x
sin x + 2 sin 2x + sin 3x

1 — cos2x + sin2x

1 + cos 2x + sin 2x

I sin3xcos4x
3 cos(o + B) cos(2a + B)

I3 sin(x + y)cosy

(b | sin(g —x) sin(g +x)

Il cos (30° + 1) cos(30° -

t)'

2

b | cos(g —x) - cos(g +x)
Fl cos(60° — x) — cos(60° + x).

I cosx + cos(2x +y) = 2 cos

3x+y cos

Fl cosx + sinx = \/fcos(g —x) :

COSX + Ccosy

COSX — COSy

cos(3x —y) —cos(3y — x)
cos 2x — cos 2y '

cosx — cos 2x + cos 3x
sinx — sin 2x + sin 3x
sinx+ sin y+ sin(x+y)
1— cos x+ cos y— cos(x+y)
1 + cos 8x — sin 8x
cos8x +sin8x — 1~

sin(o — B) sin(a — 23) .

xX+y
2




1.9. Odredivanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija

BB Racunanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija s pomocu raunala

U drugom razredu odredili smo trigonometrijske funkcije nekih posebnih kutova.
Isto tako naucili smo odredivati vrijednosti trigonometrijskih funkcija Siljastih ku-
tova s pomocu racunala. I za ostale kutove postupak je isti.

Ponovimo! Prvo, rac¢unalo treba biti u odgovarajuéem stanju (modu): ,

, , ovisno o tome unosimo li mjeru kuta u stupnjevima, radijani-
maili gradima. Zatim se unese broj, te pritisne tipka odgovarajuce trigonometrijske
funkcije. Na zaslonu se pojavljuje vrijednost trigonometrijske funkcije upisanog
broja.

Napomenimo da na racunalu ne postoji tipka za funkciju kotangens. U slucaju
kad Zelimo izracunati kotangens broja x, prvo izraunamo njegov tangens, a zatim

recipro¢nu vrijednost upotrebom tipke ili . Ovdje je opisan rad s

jednom vrstom kalkulatora. Drukcija vrsta kalkulatora zahtijevat ¢e nesto drukciji
postupak. Zato svatko treba prouciti upute za rad upravo svojeg racunala.

. PRIMJER 1.

Izracunajmo sin 325°3/28" .

mmn Racunalo dovedemo u stanje , upiSemo broj 325.0328, te upotrijebimo tipku
Na zaslonu se pojavljuje broj 325.0577778, §to je decimalni zapis upisanog broja. Dalje, pntlskom

na tipku pojavljuje se sinus zadanog broja, tj. —0.572750101 .

BM [zraéunavanije broja ako je dana vrijednost neke trigonometrijske funkcije tog broja

PokaZimo ovaj postupak na jednom konkretnom primjeru.

. PRIMJER 2.

IzraCunajmo broj 7 € ( —90°,90°) ako je zadano sinz = 0.2345.

mmr Neka je racunalo u stanju . UpiSimo u racunalo broj 0.2345 i pritisnimo tipku koja se nalazi

na istom mjestu kao i tipka za funkciju sinus, ali je oznacena s ‘ ili

. Na zaslonu

e se pojaviti rezultat 13.56215133. Ovo je rezultat u stupnjevima. Ukoliko Zelimo rezultat izraziti

jos 1 u minutama i sekundama, upotrijebimo tipku koja automatski prebacuje rezultat
u stupnjevima u rezultat u stupnjevima, minutama i sekundama. Dakle, ¢ ~ 13°33’44” . Ukoliko

je racunalo bilo u stanju rezultat ¢e biti 0.236704194 radijana.

Sli¢no se postupa ako je zadana vrijednost kosinusa ili tangensa realnog broja ili kuta. Ukoliko je dana

vrijednost kotangensa broja, prvo primjenom formule tg¢ = e izraCunamo vrijednost tangensa, te zatim
cig

i sam realan broj ¢.




Primijetimo da ako je zadana vrijednost sinusa, rezultati se uvijek nalaze u intervalu [—90°,90°], ako je
dana vrijednost kosinusa tada je rezultat iz intervala [0, 180°], a ako je dana vrijednost tangensa, tada je
rezultat element intervala ( —90°,90°) .

. PRIMJER 3.

Odredimo sve realne brojeve ¢ za koje vrijedi sin# = 0.3566. Rezultat iskazZimo i u stupnjevima.

Upotrebom racunala dobivamo: # = 20.8915° = 20°53/30” Y
ili 1, = 0.3646 rad, (Cetvrta decimala, odnosno druga zna-
menka sekundi su zaokruZzene vrijednosti). Iz formule reduk-
cije znamo da je sin(wr — x) = sinx, tj. x i T — x imaju
isti sinus (vidi sliku). Konkretno u ovom slucaju brojevi #; i
th =m—1 =2.777rad= 159°6'30" imaju isti sinus. I kona¢no,
bududi da je sinus periodi¢na funkcija, dobivamo da su trazeni
brojevi 0.3646 + 2km i 2.777 4 2k, k € Z, odnosno zapisani u
stupnjevima: 20°53'30” + 360°k i 159°6/30" + 360°k, k € Z.

. PRIMJER 4.

Odredimo sve realne brojeve x za koje vrijedi cosx = —0.94328.

S pomocdu racunala dobivamo rezultat iz intervala [0, 7] : E(x))
x; = 2.8032 rad= 160°36’36”. Bududi da vrijedi
cosx = cos(—x), to i broj x, = —x; ima kosinus jed-
nak —0.94328. I konac¢no, kako je kosinus periodi¢na
funkcija, trazeni brojevi su: +2.8032 + 2k, odnosno, u
stupnjevima +160°36'36" + 360°k, k € Z.

}—0.94328
|

. PRIMJER 5.

T
Napomenimo jos da je trigonometrijske funkcije brojeva 0, A

Odredimo sve realne brojeve x za koje vrijedi

a) tgx =2 b) ctgx = —1.8.

a) S pomocu racunala dobivamo rezultat iz intervala <—g, g> : x = 1.1071 rad= 63°26'6".

Tangens je periodi¢na funkcija s periodom 7, pa svi brojevi oblika 1.1071 + k7 imaju tangens 2.

1
b) Prvo izracunajmo tangens: tgx = o —0.5556, pa ponovimo postupak iz prvog dijela
ctgx

primjera. Svi brojevi kojima je kotangens jednak —1.8 su —0.5071 + km ili, u stupnjevima
—29°3'17" + 180%, k € Z.

Wy

T, .. ey . .y
> 1 njihovih viSekratnika uobica-

jeno pisati u obliku razlomka, a ne u decimalnom zapisu.




BB ZzZADATCI1.9.

Popuni tablicu:

Rezultate zaokruZi na Cetvrtu decimalu.

Izracunaj:
¥ sin36°20" + cos 39°10/

sin? 25°50" — cos® 52°10/ d |
I cos42°13' — sin32°18’
[ t221°1 — ctg 89°39/

Popuni tablicu

Odredi 1 € [0,360°) ako je zadano:
Y sins = 0.3284 [ sint = —0.3423

[ cost = 0.7821 3 cost = —0.4567

Odredi 7 € [0,180°) ako je zadano:
Eligr=2 3 tgr=—-4.375
Elctgr=1.18 Bctgr=-23

Odredi sve realne brojeve ¢ za koje vrijedi:
Y sinr = 0.1234 [ sint = —0.432

[l cost = —0.932 Bwer=3

I t232°50" — ctg 30°20/
sin? 63°30’ — c0s30°20’

tg? 80° - ctg? 50°20/
cos?30°15’ + sin? 60°45’

3 Vcos72°44" - sin81°22' .

sint = 0.7071
cost = 0.31313.

tgr =0.7178
ctgt = 0.9763.

cost = 0.717
ctgt =0.5.




1.10. Graficki prikaz trigonometrijskih funkcija

BB Graf funkcije sinus

Podsjetimo se kako se opCenito definira graf neke funkcije f : Dy — R.

Graf funkcije f

Graf funkcije f : Dy — R je skup {(x,f (x)) :x € Ds}.

U sluéaju kad je f(x) = sinx, graf funkcije sinus nazivamo si-
nusoida. Dakle, sinusoida je skup tocaka ravnine kojima je prva
koordinata realan broj x, a druga koordinata je ordinata tocke E(x)
dobivene namatanjem pravca na kruZnicu.

Sjetimo se da je sinus periodi¢na funkcija s temeljnim periodom
2r, pa ¢e za crtanje sinusoide biti dovoljno nacrtati dio grafa za
x € [0,2m].

Crtanje sinusoide provodimo tako da nacrtamo nekoliko tocaka kri-
vulje i spojimo ih glatkom linijom. Naravno, §to je veéi broj to¢aka, osciloskop
to je crtez precizniji. Pokazat éemo postupak u kojem crtamo 2*

tocaka sinusoide na intervalu [0, 27].

\

A&
Ul
B

Slika prikazuje val sinusoide na intervalu [0,2x). Nul-tocke su u rubovima intervala i polovistu tog intervala,

. - T .. 3
makszmum se pOStlZ@ u 5 , d mmnimum u 7 .

. . .. N . . < T
Prvo na brojevnoj kruznici k koristeCi se simetralama kutova nacrtajmo tocke A; = E(k—), k =

0,1,2,...,15. Potom, interval [0,27] podijelimo na 16 jednakih duZzina. Diobene tocke su redom
T 1w 3m 157
0, FEMERr R 2m. Zatim, povucimo paralelu s x-osi tockom A;. Presjek te paralele i pravca

X = 3 je tocka sinusoide. Potom, ponovimo taj postupak za preostale tocke Ay . Spajanjem tih 16 tocaka

dobivamo jedan val sinusoide, tj. graf funkcije sinus na intervalu [0,27x]. Sada taj graf moZemo prosiriti
koristeci periodi¢nost funkcije sinus.




n 3n 2n

NI
NI
S}

Sinus je periodicna funkcija s temeljnim periodom 27.

Korisno je zapamtiti neke karakteristi¢ne tocke funkcije sinus, kao $to su nul-tocke, te tocke maksimuma
1 minimuma.

Nul-to¢ke su oni realni brojevi x za koje vrijedi sinx = 0, tj. to su oni realni brojevi x za koje tocka E(x)
ima ordinatu 0. Dakle, nul-toc¢ke sinusa su brojevi 2k i 7w + 2km, k € Z, $to krace piSemo k7w, k € Z.

0,1) E(%-r 2kn)

(-1,0) (1,0) x X

1 0 1 0’/

(0,-1) E(f§+2kn)

Tocke 1 i I imaju ordinatu jednaku 0. Tocka E(g + Zkﬂ:) ima ordinatu jednaku 1.

Ordinata tocke E(—g + Zkﬂ:) je —1.

Tocka E (g + 2k7r) ima ordinatu jednaku 1 ito je najveca vrijednost koju ordinata neke tocke na jedini¢noj

NI S . L . T
kruZnici moZe posti¢i. Drugim rije¢ima, maksimum funkcije sinus je 1, a postize se za x = 5 + 2km,
kel.

T
Tocka E (—— + 2k7r) ima ordinatu jednaku —1 i to je najmanja vrijednost za ordinatu to¢ke brojev-
ne kruznice. Dakle, minimum funkcije sinus je —1, a brojevi u kojima se postiZe taj minimum su
-2+ ke,

Kao $to znamo, sinus je neparna funkcija, a to se svojstvo na grafu odrazava kroz centralnu simetri¢nost
grafa s obzirom na ishodiSte koordinatnog sustava.




Funkcija sinus

1. Temeljni period je 27 .
2. Nul-tocke su k., k € Z.

. . . .. . T
3. Maksimum je 1, a tocke u kojima se postize su > +2km, ke Z.
. . .y T
4. Minimum je —1, a postiZe se za x = ) +2km, k€ Z.
5. Sinusoida je, zbog neparnosti, centralnosimetri¢na s obzirom na ishodiste.

. . . . T T L. . . T T
Uoc¢imo da sinus raste na intervalima <—§, §> ..., oplenito na intervalima <— > + 2k, 2 + 2k7r> ,a

3
pada na intervalima < g + 2k, 77[ + 2k7t> .

BB Graf funkcije kosinus

Graf funkcije kosinus je skup {(x,cosx) : x € R} i naziva se kosinusoida.

Crtanju kosinusoide mozemo pristupiti na dva nacina. Prvi nacin analogan je crtanju sinusoide, tj. na bro-
jevnoj kruZnici k istaknemo dovoljan broj to¢aka E(x) i apscise tih to¢aka su ordinate to¢aka kosinusoide.

oold L ___
N ) S

graf kosinusa na intervalu [0,27)

Drugi nacin usko je vezan uz formulu redukcije

B

Cosx = sin(x+ —).

[\

. . 1. « . T . « . . .
Dakle ako na sinusoidi promatramo tocku s apscisom x + 5 ta tocka je toc¢ka kosinusoide s apscisom
.. o . . . T . o . . . . Sy
x. Specijalno, tocka sinusoide s apscisom ) je tocka kosinusoide s apscisom 0. Dakle, kosinusoida je

sinusoida translatirana za > ulijevo.



, Lo , . , T
Kosinusoida je translatirana sinusoida za —

2

ulijevo.

Takoder, na isti nacin kao u slucaju funkcije sinus, izvode se zakljucci o karakteristikama funkcije kosinus.

Funkcija kosinus

1. Temeljni period je 2.
2. Nul-toc¢ke su g +kr,keZ.

3. Maksimum je 1, a postize se za x = 2k, k € Z.
4. Minimum je —1,1ipostizeseza x =+ 2kw, k € Z.

5. Kosinusoida je, zbog parnosti, simetri¢na s obzirom na y-os.

BB Graf funkcije tangens

Graf funkcije tangens je skup

T
{(x,tgx) :x €D =R\ {5 +km,k € Z}}
1 naziva se tangensoida.
Prisjetimo se geometrijske interpretacije tangensa broja ¢.

Spojnica to¢aka O i E(t) sijeCe pravac p...x = 1 utocki P &ija je
ordinata upravo jednaka tangensu broja ¢.

T
Ukoliko ¢ raste prema broju 5 tocka P klizi prema gore po pravcu

oo . . . b1
P, tj. njena ordinata neogranic¢eno raste. Ukoliko 7 pada prema — 5

ordinata tocke P postaje sve manja, tj. neograni¢eno pada.

Iz ove rasprave jasno je da je tangens na intervalu <—§, §> rastuca funkcija. Zabrojeve t = — it = ——

E()

tgt

T

tangens nije definiran. Crtanje provodimo na sli¢an nacin kao u primjeru sinusoide, koriste¢i diobu luka

kruZnice u 1. kvadrantu i svojstvo neparnosti tangensa.

Koristeci ¢injenicu da je temeljni period tangensa jednak 7 lako proSirimo sliku tako da se na crtezu pojavi

nekoliko grana tangensa.




STE]

b4 . .
—> naziva se glavna grana tangensoide.

T
Graf funkcije tangens na intervalu <—§, 2

Uocimo jos neke karakteristike grafa. Prvo odredimo nul-toc¢ke funkcije tg. Brojevi za koje je tgx = 0 su
oni ¢iji je sinus jednak O, tj. x =km, k € Z.

T
Funkcija tg nema maksimalnu vrijednost buduci da se pribliZavanjem broja ¢ broju > vrijednost ordinate

tocke na tangensnoj osi moZe po volji povecati. Isto vrijedi i za nepostojanje minimalne vrijednosti. Nada-
lje, kao §to znamo, tangens je neparna funkcija, tj. tg(—¢) = — tgz. Ovo svojstvo se na grafu odrazava tako
da je graf centralnosimetri¢an s obzirom na ishodiste, tj. tocke (z,tg7) i (—¢, —tgr) leZe na tangensoidi. Za

brojeve — +km, k € Z, tangens nije definiran. Pravce x = o) + krm nazivamo asimptotama tangensoide.

y

[SIE]
(N1E]
o

tangensoida



Funkcija tangens

. Temeljni period je 7.
. Nul-tocke su km,k € Z.

(ST S B

. Maksimum i minimum ne postoje.

4. tg raste na intervalima <—g + kT, g + k7'c> ,keZl.

5. Tangensoida je, zbog neparnosti, centralnosimetri¢na s obzirom na ishodiste.

T
6. Asimptote tangensoide su pravci x = 0 +krw,keZ.

BB Graf funkcije kotangens

Prisjetimo se $to znamo o funkciji kotangens. Prirodno
podrucje definicije joj je skup R\ {k7 : k € Z}, ne-
parna je i periodi¢na s temeljnim periodom 7. Stoga p

ctgt
/—/%

je dovoljno crtati je na intervalu (0, ) . Nadalje, ko-
tangens broja ¢ je apscisa tocke Q dobivene presjekom
kotangensne osi y = 1 i pravca OE(t).

7

Ako ¢ pada prema 0, tocka E(t) se priblizava tocki 1,
a tocka Q klizi po kotangensnoj osi udesno, tj. apscisa
tocke Q postaje sve veéa. Sli¢na se situacija pojavljuje
kad se ¢+ € (0, 7) priblizava broju m. Tada apscisa
tocke Q neograniceno pada.

E(n)!J1=E(O) x

Nacrtajmo glavnu granu kotangensoide, tj. graf funkcije ctg na intervalu (0, ) koristeéi kotangensnu

0OS.
Y

glavna grana kotangensoide




Primijetimo da na intervalu (0, &) kotangens pada, ima nul-tocku x = 7+ apravei x = 0, x=msumu

asimptote. Zbog periodi¢nosti slijedi da funkcija ctg pada na intervalima oblika {km, @ + km) , nul-tocke

su joj

b4
2 + km, a pravci x = k7m su joj asimptote te njen graf izgleda ovako

y

STE)
(STE]
&}

graf funkcije kotangens

Funkcija kotangens

1.

[\°}

S i A W

Temeljni period je 7.

. Nul-tocke su g +km, k€ Z.

. Maksimum i minimum ne postoje.
. ctg pada na intervalima (km, 7w + k) k € Z.
. Kotangensoida je centralnosimetri¢na s obzirom na ishodiSte.

. Asimptote kotangensoide su pravci x = k7w, k € Z.

Graf funkcije f(x) = a sin(bzx + ¢)

Graf ove funkcije takoder se naziva sinusoida, ali koeficijenti a,b, i ¢ utjeu na ekstremalne vrijednosti,
period i nul-tocke funkcije. Razumno je uzeti da su koeficijenti @ i b razliCiti od nule, jer u protivhom se
funkcija svodi na konstantnu funkciju koju je lako nacrtati.

Amplituda

Broj |a| naziva se amplituda funkcije f (x) = asin(bx + ¢).

Kako je |sin(bx+c¢)| < 1,toje

lasin(bx + ¢)| < al,

tj. graf Ce lezati izmedu pravaca y = —|a| i y = |a|, tj. maksimum funkcije je |a|, a minimum —|qa].



Koeficijent b regulira periodi¢nost funkcije f . Kad smo obradivali periodi¢nost trigonometrijskih funkcija,
u danom primjeru dokazali smo zapravo ovu tvrdnju:

Periodi¢nost

2
Temeljni period funkcije f (x) = asin(bx + ¢) je ﬁ .

Dakle, jedan val sinusoide sada nece biti duljine 27, nego duljine ﬁ .
Broj ¢ nazivamo fazni pomak funkcije i on odreduje u kojoj tocki pocinjemo crtati val. Naime, lako se
provjeri da je —% jedna nul-tocka funkcije i val sinusoide pocinjemo crtati u njoj. Drugim rijecima, graf

funkcije f (x) = sin(bx + ¢) dobivamo translacijom grafa funkcije g(x) = sinbx duz x-osi za —% :

Fazni pomak

Broj ¢ nazivamo fazni pomak funkcije f (x) = asin(bx + ¢).

. PRIMJER 1.
T

3
Nacrtajmo graf funkcije f (x) = 5 sin (2 - §) .

1]
T . .
= —. Dakle, jedan val crtamo na intervalu

Wy

2m
Period je - =% jedna nul-tocka je —% =

7 A 7
[g, g I ] = [g, %] . Nul-tocke funkcije su rubovi i poloviste intervala, tj. ron

66 6"

[NS][o%) <

Kako je a > 0, maksimum je % i postize se u poloviStu prve polovice intervala, tj. u

T 4rm

6 ' 6 Sw . . 3. . . . .
S T T Minimum je ) 1 postize se u polovi§tu druge polovice intervala, tj. u
4z - r

6 " 11

% = 1—277: . Graf se zatim periodicki prosiri na skup R.




y,=sin2x

v A

Nul-tocka funkcije y, je —% = g ,pase graf te
funkcije dobiva pomakom (translacijom) grafa

b4
od y; za 3 udesno.

y= %sin(Zx—%)

|
[S1[%) (@O (] (SR
[N ]
(S1E]
é
cx|5‘
=

crtajuéi prvo funkciju y; = sin2x, zatim y, =
. Ty . . 3 . V4

sm(Zx — 5) i kona¢no y = §s1n<2x — §)
Za funkciju y; = sin2x znamo da ima period

Graf ove funkcije mogli smo nacrtati i postepeno

2 o . . "
T = 5 = m injen graf prikazan je na slici.

3
I konac¢no, funkcija y = 3 sin (2x = g) se od

funkcije y, razlikuje samo u amplitudi i njen graf
je na slici dan crvenom linijom.

Nacrtajmo jo§ nekoliko grafova funkcija oblika f (x) = asin(bx + ¢).

y
2
1 /\
% T 32“ 2n 3\ ¥
24
Amplituda od f(x) = 2sinx je 2
y
1
T 3n x
3 n 5 2n 3n
Period od f (x) = sin 3x Jje ZT” = 6m.
3

/\
N

y
3

Amplztuda od f(x) = —3sinx je 3.

%/\/X

_(} N\

Period od f(x) = sin %x Je
y

LN

Fazni pomak funkcije f(x) = sin(x—%) je —%.

SIS
|
2
Q2




. PRIMJER 2.

Nacrtajmo graf funkcije f (x) = v/3sinx + cos x.

Kad funkcije imaju isti temeljni period kao §to je sluc¢aj u ovom primjeru (i sin i cos imaju period
27), tada se ovaj zbroj moZe pretvoriti u izraz oblika sin(x + o).

Prvo izraCunamo korijen zbroja kvadrata koeficijenata uz sinx i cosx:

V(V32+12=2

3 1
fx) = 2(% sinx + 3 cosx) = 2(cos g sinx + sin g cosx) = 2sin(x—|— —).

Sad se graf jednostavno nacrta.

1 napiS§imo f ovako:

|
N
| I N
[\S] —_
wE
n
afg
B~
<
=
o=
E
=

N ZADATCI 1.10.

U istom koordinatnom sustavu nacrtaj grafove danih funkcija f i g:
5
BY f(x) =sinx, g(x) =3sinx 3 f(x) =sinx, gx)= 3 sinx

3 f(x) =sinx, g(x) = —2sinx Il f(x) =sinx, g(x)= —% sinx.

U istom koordinatnom sustavu nacrtaj grafove danih funkcija f i g:
Bl f(x) =cosx, g(x)=2cosx I f(x) =cosx, g(x)=—3cosx

& f(x) =cosx, gx)= —%cosx.

U istom koordinatnom sustavu nacrtaj grafove danih funkcija f 1 g:

Bl f(x) =tgx, g(x)=2tgx B f(x) =tgx, glx)=—tgx.
U istom koordinatnom sustavu nacrtaj grafove danih funkcija f 1 g:

1
BI/(v) = ctgx, g(x) = 2ctgx /() =ctex, glx) = —ctgx.




5. U istom koordinatnom sustavu nacrtaj grafove danih funkcija f i g:

Bl f(x) =sinx, g(x) =sin(x + 1) N f(x) =sinx, gx) = sin(x—i— g)
T 3r
& f(x) =cosx, gx)= cos(x—f— Z) Bl f(x) =cosx, g(x)= cos( - 7) :
6. Grafom je zadana funkcija f (x) = asin(x + ¢). Odredi parametar a i c:
a y b | y
1
1
|
\ 0 /_\ , :[/ /? 0 ,\“/
1 1 iy T
-z \ z?n n %tw/ X -z ﬁ x 2 X
7. Skiciraj grafove ovih funkcija:
T T
B/ =ter, gl =tg(x—7) [/ () =ctgx. g(x) =cg(x+3).
8. Skiciraj grafove ovih funkcija:
1
Bl f(x) =sinx, g(x) =sin3x [0 f(x) =sinx, g(x)=sin ¥
1
& f(x) =cosx, g(x)=cos2x Il f(x) =cosx, g(x) =cos 3%
9. Skiciraj grafove ovih funkcija:
1
Bl f(x) =tgx, g(x) =tg2x B/ () =ctgx,  g(x) =ctgx.
10. Odredi amplitudu, period, nul-to¢ke, to¢ke minimuma i maksimuma danih funkcija, te skiciraj graf:
1 2
ﬂf(x)zZsin(x—g) [ﬂf(x)z—ZSiﬂ(x—g) f(x)zzsin<x+ ?”)
b2 3 5w
El f(x) =3cos(x — ) uf(x)=—2COS<x+ Z) f(x):—icos<x+ 7)
11. Odredi period, nul-toc¢ke i asimptote danih funkcija, te skiciraj graf:
2r 1 T
B/ =2e(x- ) 0/ () = see(x— 7).
3 2 4
12. Odredi amplitudu, period, nul-to¢ke, to¢ke minimuma i maksimuma danih funkcija, te skiciraj graf:
Bl f(x) =2sin(3x — 1) rx)= —2sin<2x—|— g)
3 1 1
f(x)zicos(Zx—n) ﬂf(x):—5c0s<§x+37t>.
13. Skiciraj graf danih funkcija:
1
Bl f(x) =sin2x+4 [ﬂf(x):3cos( _§>+5
nf(x):2sin<3x—g)—l ﬂf(x)ztg(x—%)—i—?a.




14. Nacrtaj grafove funkcija:

Bl f (x) = | cosx| L f (x) = | sinx] B f(x) = |tgx].
15. Nacrtaj grafove funkcija:

Y f (x) = sinx + cos x I £ (x) = sinx — cosx

I 7 (x) = sinx +v/3cosx f(x):sinx—ksin(x—g).

1.11. Trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe

JednadZbe i nejednadZbe u kojima se nepoznanica x nalazi kao argument neke od trigonometrijskih funkcija
nazivaju se trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe.

Primjerice, sinx = 0.73, sinx —cosx = 1, 2°* 4 cosx = 0.5 su trigonometrijske jednadZbe.
Rjesenje trigonometrijske jednadzbe je svaki realan broj koji zadovoljava tu jednadzbu.

Ne postoji opéenita metoda za rjeSavanje trigonometrijskih jednadzbi, ali se u postupku rjeSavanja uvijek
pojavljuju elementarne jednadzbe oblika sinx = a, cosx = a, tgx = a ili ctgx = a, a € R. Zato prvo
opisimo kako se rjesavaju te jednadzbe.

. PRIMJER 1.

Rijesimo jednadzbu cosx = =
mmn Rjesenja Ce biti oni realni brojevi x za koje tocka pri- E( )

druZena na trigonometrijskoj kruznici ima apscisu -

Takve tocke su dvije. Za jednu od njih je x; = g .

NIW{
=

T
Kako je kosinus parna funkcija i broj x, = 3 zado-

3
voljava jednadzbu cosx = - No, zbog periodic¢nosti

Zbog kratkoce zapisa, vise ne¢emo na

. . .. . T T R
kosinusa i brojevi g+2k7t, —g+2k7t, k € Z surjeSenja kruznici pisati E(Z), nego samo .

jednadzbe.

3
Dakle, skup rjeSenja jednadzbe cosx = g je {g + 2km 1 k € Z} U {—g + 2km k€ Z} , Sto

krace zapisujemo ovako x| = g + 2km, x, = —g +2kn, keZ.

Primijetimo da pocetna jednadzba ima beskonacno mnogo rjeSenja koja ¢ine dvije skupine: u
T T
jednoj su brojevi 3 + 2km, a u drugoj 3 + 2km.




- PRIMJER 2.

1
Rijesimo jednadzbu sinx = X

Nacrtajmo na trigonometrijskoj kruznici dva kuta ¢iji

1 T T T
sinusi su 3" To su 3 1 n—g = ?,alisuzbog

T T
periodi¢nosti sinusa i brojevi 3 + 2kr i 3 + 2k,

k € Z, rjeSenja jednadzbe.

. PRIMJER 3.

Rijesimo jednadzbu tgx = 2.

S pomocu rac¢unala nademo x = 63.4349°, odnos- /
no x = 1.1071 rad. Zbog periodicnosti sva rjesenja /11d71
jednadZbe tgx = 2 su x = 63.4349° +180°k ako za-
pisujemo u stupnjevima, tj. x = 1.1071 +kr, k € Z
ako radimo u radijanskoj mjeri.

D

1.1071+7
B PRMUER 4
Rijesimo jednadzbe:
3
a) sin2x=0.5 b) tg(x+ g) —1 o ctg(Zx— %) —_1  d)cos3x= —%.
T

a) Uz supstituciju 2x = ¢, jednadzba poprima oblik sinz = 0.5 cija rjeSenja su #; = 3 + 2km,

. 5
= 22+ 2n, k€ Z. Dakle, 2x = £ +2kn ili 2x = 2= +2m, 4. ¥ = = +kn,
St
_ o7 A
X 12+k71',k€

b) Uz supstituciju t = x + g , jednadzba glasi tgt = 1 slijedi t = g +km, 4. x+ g = g + km,

T T
k € Z . RjeSenja jednadzbe tg(x+ §> =lsux=——+kn, kcZ.

12
e s /4 4 T km
c) Iz ctgr = —1,slijedidaje t = —Z—l—kﬂ:. Dakle, 2x—g = —Z—l-kﬂ:, X = _ﬁ+7’ keZ.
3 5 5
d) Rjesenja osnovne jednadzbe cost = —\/7_ su :I:Fn + 2km, pa je 3x = :I:Fn + 2km, tj.
5 2k
x=+2 4+ 2T pez.

18 3



. PRIMJER 5.

Rijesimo jednadzbu 2sin?x — 3sinx + 1 = 0.
mmn Uz supstituciju sinx = 7, ova jednad?ba poprima oblik 2> — 3¢+ 1 = 0. RjeSenjasujoj ; = 1 i
1
= " RijeSimo sada elementarne jednadzbe sinx =1 i sinx = 5" RjeSenja prve jednadzbe su
T T Sw
X] = > +2km, k € 7., adruge x, = 3 +2kmix3 = 3 + 2km, k € Z.. Dakle, rjeSenja pocCetne

T T Sw
jednadzbe su x; = > + 2km, xp = 3 + 2km, x3 = r3 + 2km, k € Z.

BB Trigonometrijske jednadzbe oblika a sinz + beosz = ¢

U svim dosadaSnjim primjerima u jednadzbi se pojavljuje samo jedna trigonometrijska funkcija. I u jed-
nadzbi asinx + bcosx = ¢ se moZe supstitucijom sinx = ++v/1 — cos? x jednadZba svesti na oblik u
kojem se pojavljuje samo funkcija kosinus, ali se tada radi o iracionalnoj jednadzbi Cije rjeSavanje je neSto
kompliciranije. Zato se ova vrsta jednadzbi (a i mnoge druge) rjeSava metodom univerzalne zamjene ili
supstitucije. Za tu metodu bitan je sljedec¢i poucak.

Poucak (univerzalna zamjena)

NekajexeR\{ﬂ—l-Zkﬂ:keZ}.Akojet:tg;—c,tadaje

2t 1—¢£
— COSXx = .
1+’ 147

sinx =

Dokaz. U izraz 1 uvrstimo 7 = tg 5 1 iskoristimo poznate trigonometrijske identitete:

+ 2
sin al sin ol
2—2 2—2
) X X X ) X . X
2t B tg E B COS E B COS 5 B COS 5 Sin E ~inx
1+2 2 X Lo X o X X 1 S
1 4+tg~ = sin” — COs” = + sIin” =
2 14 2 2 2
X X
cos? = cos? =
2
Analogno se dokazuje i druga formule. <«
Pokazimo na jednom primjeru ovu metodu.
. PRIMJER 6.
RijeSimo jednadzbu 3sinx 4 4cosx = 5.
. . : 2t 1—7 : 2 2
Koristedéi univerzalnu zamjenu dobivamo 3—— +4—— =35, tj. 6t+4(1—1°) =5(1+¢°).
1+2 1+¢ )
To je kvadratna jednadzba (3t — 1)> = 0 ¢ije rjeSenje je t = 3




Q| =

Dakle, zadatak se sveo na rjesavanje elementarne jednadzbe oblika tg g =
Rjesenje je ;—C = 18°26’6" + 180°k . Dakle, skup rjeSenja pocetne jednadzbe je
{36°52'12" +360°k : k € Z.}.

- PRIMJER 7.

Pokazimo jos jedan nacin rjeSavanja jednadzbi tipa a sinx 4 b cosx = c. RijeSimo jednadzbu
3sinx +4cosx =5

svodenjem na oblik sin(x + o) = D.

3 4
Podijelimo li cijelu jednadZzbu brojem +/a?> + b*> = 5 dobijemo = sinx + 5 Cosx = 1. Ovo
dijeljenje dovodi jednadZbu na slican oblik, ali sada su koeficijenti uz sinx i cosx brojevi iz

3
[—1, 1] ¢&ja je suma kvadrata jednaka 1. Neka je a € (0,90°) broj za koji vrijedi cos o = 3 i

4
sinoe = = tj. o0 ~ 53°7'48" . Tada prethodna jednadzba ima oblik

cos o sinx + sin o cosx = 1,

odnosno, sin(x + &) = 1. RjeSenja ove elementarne jednadzbe su x + @ = 90° + 360°k, tj.
x =90° — 53°7'48" + 360°k = 36°52'12" 4+ 360°k, k € Z.

Istaknimo jo$ jednom da ne postoji jedinstvena metoda rjeSavanja trigonometrijskih jednadzbi. Opisa-
li smo kako se rjeSavaju neke karakteristicne jednadzbe, ali to ne znaci da smo iscrpli bogato podrucje
trigonometrijskih jednadZzbi.

BB Sustavi trigonometrijskih jednadzbi

Sustavom trigonometrijskih jednadZzbi nazivamo svaki sustav jednadzbi od kojih je bar jedna trigono-
metrijska.

. PRIMJER 8.

RijeSimo sustav: sinx -siny = 5 cosx-cosy=—r-.

Zbrojimo li ove dvije jednadZbe, dobit emo cos(x —y) = 73, a ukoliko ih oduzmemo, dobivamo
cos(x+y) = 0. Dakle, x —y = i% Y Umixty= ig - 2mm, m, k € Z. Zbrajajudi te dvije
jednadzbe dobivamo Cetiri klase rjeSenja za x ito x| = g + k+mm, x, = —g + (k+m)m,
X3 = —g—l—(k—l—m)ﬂ:, X4 = g—l—(k—l—m)ﬂ:,apripadni ysuy; = g—l—(m—k)ﬂ, V2= —g—l—(m—k)ﬂ:,

4 4



BB Trigonometrijske nejednadzbe

Sli¢no kao pri rjeSavanju trigonometrijskih jednadzbi, rjeSavanje trigonometrijskih nejednadZzbi svodi se na
rjeSavanje elementarne trigonometrijske jednadzbe oblika

f(x)2a, acR,

gdje je f trigonometrijska funkcija. RijeSimo neke elementarne trigonometrijske nejednadzbe.

. PRIMJER 9.
1

Rijesimo nejednadzbu cosx < X

mm Tocke trigonometrijske kruznice kojima je apscisa jedna-
1 T . 5®
ka 3 pridruZene su brojevima 3 1 3 Tocke kojima je

1 T Sm
apscisa manja od 3 su tocke luka kruznice od — do =5

Tim tockama kruZnice odgovaraju brojevi iz ovih interva-

la: [E 5—”] [E+2n 5—”—1—27:} [E—Zn S—E—Zn]
13731713 "3 5’ 3 "3 ’

T

T St 73
Ty a2t 4},[——4,——4]...
[3-1-7173-1—71' 3 7r3 T

S . 1 . S o ..
Dakle, rjeSenja nejednadzbe cos x < 7l SVl realni brojevi iz gore navedenih intervala. Uo¢imo da

5
je svaki od njih oblika [g + 2k, o + 2k77:] , gdje je k cijeli broj, pa se skup rjeSenja nejednadzbe

3
T St
zapisuje ovako: | J [— + 2km, — + 2k7t] , pri ¢emu znak |J ¢itamo “unija po k € Z”.
kez'3 3 kEZ
5 5
Koristimo jo¥ i zapise: x € [g + 2k, ?” +2kn] ke Z ili g F2kT < x < ?” Y 2%km, ke Z.

. PRIMJER 10.

RijeSimo nejednadzbu tgx > 1.
mm Tocke trigonometrijske kruZnice za koje je tgx = 1 prid-
. . T . OT . ..
ruzene su brojevima 1 1 i a tocke za koje je tgx > 1

5 3
su tocke luka od % do g iod Tﬂ: do 7” Skup rjesenja

T T
2wz k>.
4+ 7T,2+7t

nejednadzbe tgx > 1 je |J [
kez




N ZADATCI 1.11.

1. Rijesi osnovne trigonometrijske jednadZzbe:

1 3 2
ﬂsinx:i msinx:\/T_ sinx:% [l sinx=1
1 1 2
Hcosxzi Fd cosx=0 Esinx:—i [ﬂsinx:—g
3 1
cosx:—g ﬂcosx:—i I sinx = —1 BP0 cosx=—1.
2. Rijesi jednadzbe:
V3
Biex=3 Nigx=1 & ctgx =3 ﬂctgx:T.
3. Rijesi osnovne trigonometrijske jednadzbe:
Y sinx = 0.234 ) sinx = —0.482 I3 cosx =0.288 N cosx = —0.883
[ tgx = 5.143 tgx = —2.101 Il ctex = 1.924 I ctex = —14.378.

4. Akoje o danirealan broj, nadi sve x za koje vrijedi:
EY sinx = sin o I3 cosx =cos Btgx=tga [l ctgx =ctgox.

5. Rijesi jednadZbe:

3 1 3
ﬂsin?ax:g [ﬂsinle:—E & cos2x =1 ﬂcos4x:§.
6. Rijesi jednadZbe:
V3
E]tgz)c:T 3 tes5x=+3 @ tgdx=1 [l tg2x=0.
7. Rijesi jednadzbe:
3
Bl ctg2x =1 I ctg3x =3 ﬂcthx:—g Fl ctgbx = —1.
8. Rijesi jednadzbe:
1 3
Bl sin(x+7) = = msin<x—z) :L_ sin(x+ E):l
2 3 2 4
1 2 1
ﬂcos(x—g>:§ ﬂcos(4x—7r):\/7_ sin(2x+§>:—§.
9. Rijesi jednadZbe:
ﬂtg(x—i—g):l mtg<x—§):\/§ ctg(x—g)zo
2 3
ﬂctg(x—i— ?n> :g ﬂtg(Zx—i—g) =-1 ctg(Zx—i-g) =-1.




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Rijesi jednadzbe:
Bl 2sin3x+1=0

@ V3tg2x—1=0

Rijesi sljedeée jednadZzbe svodecdi ih na kvadratne:
[ 2cos’x —cosx—1=0

3 8sin?x 4+ 6cosx —3 =0

Bl 4sin>x—1=0

Fl ctg®x 4+ 2ctgx —2 =0
Rijesi jednadzbe svodeci ih na kvadratne:
Y 4 cos>x — 7sinxcosx + 3sin’x = 0
[ cos®x — 12sinxcosx + 32sin*x =0
3 2sin’x + 4sinxcosx + 4cos’>x =5
Rijesi ove jednadzbe:
ElsinPx—1=0

I3 tefx— 64 =0

Rijesi linearne jednadZbe:
P 3sinx+ v3cosx =0
Fl cosx — v/3sinx =2

I 3sinx = cosx

3 sinx + cosx = /2

m2005<2x+§) —V3=0
(d | 3ctg<x—g) +v3=0.

@ o6tg?x—5tgx+1=0
2cos? x+v/3sinx—2 =0.

) 3sin”x — 8sinxcosx + Scos’x = 0
Il 3sin?x 4 3 cos? x = 2v/3 sin 2x

6sin® x + 3sinxcosx — Scos’x = 2.

I 2cos*x —3cos?x—2=0

[l sin®x +sin?x — sinx — 1 = 0.

V3sinx+cosx = 1
sinx — v3cosx=2.

Rijesi jednadzbe koristeci transformaciju zbroja u produkt:

EY cosx+cos2x =0
I3 cosx = cos4x
3 cos?4x — cos?3x =0

P4 sinx + sin 7x = sin4x

[ sinx —sin8x =0

[l sinx = sin7x

sin® 8x — sin”2x = 0

I cosx + cos2x + cos3x = 0.

Rijesi jednadZzbe svodedi ih na produkt nekoliko trigonometrijskih izraza:

EY sin2x = 2cosx
& tgx +sinx=0
I3 sinx +tgx = 1 + cosx
P sin®x —cos’x =0
Rijesi jednadzbe:
o T

(5 ) (S
a | s1n(3 —|—x) sin( 3 —x
3 cos2x + sin 2x = sin 3x + cos 3x

I sin*x+5cos2x+4=0
P cosx —2cos3x+cosS5x =0

I sin 2x = cos® x
Fl ctgx —3cosx=0
3sin2x = 2cosx

¥ cos2x = cosx + sinx.

I sinx + tgx = v/3(1 + cos x)
Il sin® x + cos® x = sinx + cosx

cos 3x — cos 7x = /3 sin 2x
¥ cos3x 4 sin2x — cosx = 0.




18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

Rijesi jednadzbe:
N cos 3xcos 5x = cos 7x cos 9x
sinx cos 7x = sin 3x cos 5x

Rijesi sustav jednadzbi:

S

EY sinx +siny = [} cosx+cosy=1+

x+y= x+y=

I,
ENYI|

Rijesi sustave:

1
EY sinxsiny =1 (b | sinxsiny:—z

cosxcosy =0 3
€OsXCOSY =
Rijesi osnovne trigonometrijske nejednadzbe:
1
ﬂsinx>§ msinx<7 cosx>7
3
Bex<l1 i tex<V3 Ectgx>—%

Rijesi trigonometrijske nejednadzbe:

3
ﬂsinx—§>0 [ 2sinx+ /3 <0

El2cosx+1>0 Btwg2x-3<0

Rijesi nejednadzbe:
EY2cos’x—1<0
[l 24 cos’ x—13sinx—22 > 0

I 2cos’x —7cosx+3 <0
I sinx + cos’x < 1

Rijesi nejednadzbe:

BN cosx > cos2x I3 sin 3x < sin4x

3 cos 8x < cos4x

I3 sin xsin 7x = sin 3xsin 5x

[} cos2xsin5x = cosxsin6x.

sinxcosy =

N =] =

sinycosx =

1
N cosx > -3

Mcetgx<—1.
COSZ)C—? <0
tg(3x—§)<1.

2sin’x —sinx — 1 >0
fte’x—3>0.

I sin2x > sin4x.





