1.

Kompleksni brojevi

1.1. Prikaz kompleksnog broja

Algebarski prikaz kompleksnog broja.

pleksnih brojeva
je. C mozemo

va: C = {(z,y)

Polje kompleksnih brojeva (C, +, ) sastoji se o
C na kojem su definirane dvije operacije: zbrajanje
poistovjetiti sa skupom svih uredenih parova gealnih br

x, y € R}, a operacije definiramo na sljedeéi n : ¢
(z1,91) + (22, 92) = ( ) Y2) (L.1)
(T1,y1) - (22, y2) = (T122 Qu1Y2, 1 Y2 + Y172) (1.2)
Realni broj x poistovje¢ujemo nim brojem (z,0) € C. Ka-
ko se pri tom ¢uvaju operacije, je jedd (21,0) + (22,0) = (z1 + x2,0),

(1,0)-(22,0) = (z122,0), to je brojeva sadrzano u polju kompleks-

ac¢avamo ga sa ¢ i nazivamo imaginarna

~—

jedinica. Vrijedi, po (1.2
) .

i (0,1) = (=1,0) = —1.

Kompleksam br (@, y) moZemo pisati i u obliku:
= = (2,0) + (0, 9)
Prikaz z = 1y Jhazivamo algebarski prikaz kompleksnog broja z. Broj =z
se naziva rea roj y imaginarni dio kompleksnog broja z. Oznacavamo

ih sa = Rez, y = Im z. Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako im
se podudaraju realni i imaginarni dijelovi: 21 = 29 <= 21 =22, Y1 =Y.

Sa —z oznafavamo broj (—1) -z = —z — iy. Oduzimanje kompleksnih
brojeva je definirano sa
21— 29 =21+ (—22) = (x1 — ®2) + i(y1 — Y2) (1.3)

Kompleksan broj Z = xz — iy nazivamo konjugiranim broju z = x + iy.
Takoder, broj z je konjugiran broju Z i zato kazemo da z, Z ¢ine par konju-
girano—kompleksnih brojeva. Njihovim zbrajanjem i oduzimanjem dobivamo

1 1
Rezzi(z—l—f), Imz:%(z—i). (1.4)
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Takoder, vrijedi z-Z = 2% 4+ y?. Oznaimo
2] == V27 = a2 + 2 (1.5)

Kako je uobi¢ajeno, mnozenje kompleksnih brojeva pisat ¢éemo (uglavnom)
bez znaka -, dakle zizo umjesto z; - 25.

Ako je z # 0, sa — oznacavamo broj
z

1 z T .y
—=— = —1 .
z |Z|2 1’2 +y2 x2+y2
1
Uvjeri se da vrijedi z- — = 1. Tako moZemo definirati i dijeljenje kompleksnih
z
brojeva:
z 1 z1 - % T1T2 + .~
A 2 — = 1 22 _n ; y;yg T 1Y2 241 (1.6)
2 2 |2l x5 + Y3 2

Racunske operacije s kompleksnim brojevima izvodilino ne§pamteci formule
(1.2) i (1.6), ve¢ sa kompleksnim brojevima pgstupamo s “polinomima po
varijabli i ”, uvazavajuéi pri tom i2 = —1, npr ¢
i 3+ 144,
4i2 —1+8i

(4 —3i) (24 5i) = 8 — 6i +
142 142 3+20 3+ Gt 2
3—2 3-—2 3+2i i2 13

arni dio sljede¢ih kompleksnih brojeva:

(;i)g C. (1—iV3)3.

1.1. Odredi realnd

&

RJIESENJE. Morame odi@diti algebarski prikaz zadanih kompleksnih bro-

jeva.
142 1+ 14+ 1 1.
- - - = " = :—+_Z.

144 1—42 2 2 2
Dakle, Rez = %, Imz = %

.\ 3 . .\ 3 . 9\ 3
B. 2z = 1_1_ = 1_2_.1_% — ﬂ =(—i)3=i.
1414 144 1—1 2
Odavde, Rez =0, Imz=1.

C. (1—-iv3)®=1-3iv3+3(iv3)? — (iV3)> =1 - 3V3i —9+3V3i = -8, te

je Rez=—-8, Imz=0.
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1.2. Odredi sve kompleksne brojeve z za koje vrijedi Z = 22.

RJESENJE. PrikaZzimo broj z u obliku z = = + iy; Sto uvrSteno u jednadzbu
daje

r—iy = (z +iy)? = 2% — y* + 2ayi.

Prema tome, z i y moraju zadovoljavati sistem

{xsz—y2, {x2—x—y2:O,
<~
y = 2z, (2z + 1)y = 0.
Druga je jednadzba zadovoljena za x = —% ili y=0. Uvrstimo li z = —% u

prvu jednadzbu, dobivamo y? = % , 8to daje y12 = :I:\/Tg . Uv olipak y =0
u prvu jednadzbu, dobivamo z? —z = 0 i odavde z3 = 0, = 1. Postoje
dakle cetiri rjeSenja:

IERVE] IERVE]

_ L Vo - =1.
Z1 2+22, zZ2 2 Z2 4

1.3. Pokazi da operacija ko aog Konjugiranja ima svojstva:
A 21 +zm=2 B. 21 — 2 = 21 — 22;
z zZ1
C. z1-20 =&l 29 D. <—1>::1.
Z9 zZ9

RJESENJE. A

+ (2 +iy2) = (21 + 22) + i(y1 + y2)
o) —i(y1 +y2) =21 —iyn T2 — iy =+ 22

21+ 22 =

Na slican se ingpokazuju i ostale relacije.

Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Kompleksan broj z = x4 iy moZemo prikazati tockom M (x,y) ili pak vek-

—
torom OM u ravnini zOy, koju nazivamo kompleksna ili Gaussova ravnina
(sl. 1.1.).

—
Duljina r vektora OM naziva se modul, norma ili apsolutna vrijednost
kompleksnog broja z

r=lzl:= Va2 + 2 =Vzz. (1.7)
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—

Kut kojeg vektor OM zatvara s pozitivnim di-

jelom realne osi naziva se argument kompleksnog

broja z; oznaavamo ga sa Argz. On je odreden

do na viSekratnik broja 27 . Za glavnu vrijednost

argumenta uzimamo vrijednost tog kuta unutar in-

tervala [0,2m) ioznafavamo ga sa ¢ = argz. Dak-
le, vrijedi

Argz=argz+2kn=p+2kr, kel
y T y (1 8) Slika 1.1. Trigonometrijski
tgp ==, cosp=—, sinp== ‘ prikaz kompleksnog broja
x r r

Stoga kompleksan broj mozemo napisati u tzv. tri-
gonometrijskom obliku

z =r(cosp+isingp). (1.9)
Uvedimo simbol e := cosy + ising. Prikaz e iva se eks-
ponencijalni oblik kompleksnog broja. Neka je 2z; 1 w1 + isingy),
2o = ra(Cos Y2 + isingy). Tada vrijedi
2122 = T172(COS (1 COS P2 — sin ¢ sin @y + i%}‘g + i sin 1 cos p2)
te je
2122 = T1T9 [cos(apl + oYt i sitipy; + @2)]. (1.10)
Odavde zakljuc¢ujemo
|21 22| = |=1 (1.11)
g(29) = p1 + @2 + 2km (1.12
Kako je — =
22
(1.13)
i odavde
1] _ |z
= — 1.14
|~ Tl (1.14)
z
Arg z_l = Arg(z1) — Arg(z2) = p1 — p2 + 2km. (1.15)
2
. . .. . z1 + 22
1.4. Ako je |z1| =1, |z2| =11 2129 # —1, dokazi da je z = ———
1+ 2129

realan broj.

RJIESENJE. Broj z je realan ako i samo ako vrijedi z = Z. Po uvjetima zadatka
imamo
1= 22 = 23 1= 22 = 2%
=|al* = z171, = |22|” = 22%2.
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Zato je, koristec¢i pravila konjugiranja

_— Z1+Z2 zrz2  Z1zi1Za +Z2z1Z2 2tz
14+Z120 21220 21220 + 721222122 2122+ 1

i z je realan.

1.5. Prikazi u trigonometrijskom obliku sljedeée brojeve:
A. V3+i; B. —2i; C. —V2
D. 2; E. 1+i'%; F. —1+2i.
RJESENJE.
A.
r=[V3+i=v3+1=2,
¢ _1_tﬂ' o = z= — + ing)
gy = /3 =g 6’ P = 6
*
. 3T x 3
B. r=|-2i| =2 gp-—teJez—Q + n7)
C.r=|-V2[=V2, ¢o=m 2= isinm).

D. r=[2/=2 ¢=0 2=2

NP

E

Slika 1.2.

E. 14+i'% = 14i*30+3 = 14(44)%94% = 1443 = 1—i. Odavde r = VI +1 =2,

7 7 7
c,0=27r—arctg1=27T—%=Z7r te slijedi z=2<cos£+isin£)

F. r=|-1+2i|=+5, tgp=—-2 = p=m—arctg2=1,1071 = 116°34’.
Dobivamo z = v/5(cos 116°34’ + i sin116°34’) . Vidi sl 1.2.
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1.6. Prikazi u trigonometrijskom obliku
A. z=—sin T/g —icos T/g;
B. z=1+4+cosa+isine, 0<a< T/y.

RJESENJE.
T L7\
A. r:<s1n g—i—cos §> =1
cos /8 ™ T 3
" sinn/8 ctg 8 tg(§ a g) =g 8
Kako se broj z nalazi u tre¢em kvadrantu, to je ¢ = %" + 7 = MT’T. Dakle,
117 11w

Z = C€0s =g~ + 1 sin ~g~.

B. r= \/1+2cosoz+<305204—|—sin20z= V24 2cosa =2 co
sin 2 sina/2 cos /2

t = = =t «
&% 1+ cosa 2cos? /2 g 2

z—2cosa<cosa+isina>
N 2 2 2/
*

1.2. Potencira jenovanje

Oznagili smo e'? := cos ¢ o vrijedi

sin p sin v + i(sin ¢ cos 1) + cos p sin )
+ i sin(p + )

¥) . Odavde indukcijom zaklju¢ujemo da vrijedi
e Moivreova formula

~—

to dobivamo e*
(eicp)n — 6in<p

0sp+ising)” = cosnp + 1 sinne (1.16)
Potencij leksnog broja, napisanog u trigonometrijskom obliku, racu-
namo po formuli
2" = 71" (cosny + i sinny). (1.17)
Odavde zaklju¢ujemo
| 2" ] = |2|" (1.18

)
Arg(z") =np+2kr, kel (1.19)

Odredimo sada n—ti korijen kompleksnog broja z, z # 0. Stavimo w :=
Yz, tj. z = w™ i prikazimo ih u trigonometrijskom obliku: z = r(cos¢ +
ising), w = p(cost+ i sine). Tada iz

r(cos ¢ + i sinp) = p™(cosn + i sinnap)
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slijedi p = ¥r i ny = ¢ + 2kw. UvrStavanjem k = 0,+1,4+2,... dobivamo n
razli¢itih vrijednosti n—tog korijena kompleksnog broja z:

2% 2%
vz = W<cosu+isinu>, k=01,...,n—1  (1.20)
n n

Tu je ¢ = argz, a ¥r oznadava realan i pozitivan n—ti korijen iz pozitivnog
broja r = |z|.

Sve vrijednosti od ¥z leze na kruznici polumjera p = W, sa sredis-
tem u ishodistu, a argumenti tih brojeva razlikuju se za visekratnik od 27T/n .
Dakle, n-ti korijeni kompleksnog (pa i realnog!) broja ¢ine vrhove pravilnog
n—terokuta sa sredistem u ishodistu.

22

Slika 1.3. Svi n—ti korijeni komp-

leksnog broja su wrhovi pravilnog

n-terokuta sa sredistem wu tshodistu.
Polumjer n—terokuta iznosi ¥Yr

1.7. Izra¢unaj (—

RJIESENJE. Prikazim
drugom kvadrantu i

T =
t tg
g g3.
2
Dakle, r =2, @:?ﬂz
2 2
—1+i\/§=2(cos§+isin§).

Slika 1.4.
Mozemo sada primjeniti de Moivreovu formulu (1.16)

(—1414v/3)%0 =259 [ cos(60 - 2% ) + i sin(60 - 2% )]
=290 [ cos(40m) + i sin(40r) | = 2%°.



16 1. KOMPLEKSNI BROJEVI

6
1.8. Izracunaj (1 + cos % + 1 sin %) .

RJIESENJE.  Po zadatku 1.6.B, kompleksan broj z = 1+ cos§ +ising =

1—1—\/75—1—%@' ima prikaz z = 2 cos {5 (cos {5 + i sin {5 ) . Zato je

6 6 6
20 =26 (cos 1) <cos—7T +1 sin—W)

12 12 12
3
1 2 3
_ g6 (LA cos/6 .i:26<+7ﬁ> (24 VAR
2 4
1 -\ 16 g
1.9. Izracunaj A+ g =l+i

(1—iv3)*
RJESENJE. Prikazimo najprije brojeve
n=1+ii2=1-iV3
u trigonometrijskom obliku:

2 = \/i(cos% +1 sin%),

T ) T
29 = 2[ cos(2m — g) + ¢ sin(27 — 2,=1-iV3
=92 [COS(—%) +1 Sm(_Z) \ Slika 1.5.
Sada je
1.10. aZl) da je polinom P(x) = (cosa + zsina)™ — cos na — x sin na

s polinomom Q(z) = 22 + 1.

RJESENJE. Vrijedi Q(z) = (z —i)(x+14). P(z) ¢e biti djeljiv sa Q(x) ukoliko
je djeljivsa (z —1i) isa (z+1i), tj. ako su brojevi 1 =i i x9 = —¢ nul tocke
polinoma P(x). Izra¢unajmo stoga P(i) i P(—1).
P(i) = (cosa + i sina)™ — cosna — i sin no
= cosna + 1 sinna — cosna — isinna = 0,
P(—i) = (cosa —isina)"™ — cosna + isin na
= [cos(—a) + ¢ sin(—a)]"™ — cos(—na) — isin(—na) = 0.
Dakle, P(x) je djeljiv sa (z+i)(z —i) = Q(z).
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1.11. Odredi kompleksan broj z za kojeg vrijedi |z—1| = |z| i Arg(z3) =
T/3 + Argz.
RJESENJE.  Prikazimo broj z u trigonometrijskom obliku, z = rcosy +
irsinp. Prvi uvjet daje
1
(rcosp —1)2 + (rsing)? =r? = r

" 2cosp’
a drugi, po formuli (1.19)
3<p=%+gp—|—2k:7r = goz%-i—kﬁ

za neku vrijednost cijelog broja k. Samo vrijednosti ¥ =0 i £ =1 daju kut
unutar intervala [0,27). Za k =1 dobivamo ¢ = 77/6 $to daje negativan r i

to rjesenje odbacujemo. Za k = 0 dobivamo ¢ =7/6 i r = (8/3. Dakle,
z = ig(cosz—i—isinz) _1 V3
-3 6 6’ 2 '
. . 1+ . 4
1.12. Izratunaj A. Arg i WArg(42 — 2iV3)*.
-1
RJESENJE. A.
11
Arg 1—2 = Arg(l+1) — 1
=Z4on T) =2 4 2%n, keZ

4
ili, na drugi nac¢in

1+ 1 1+2i+i?
Arg +Z,:Arg Rkl u:Argi:E—FWm, ke Z.
1—14 1 2 2
B.
Arg V¥ =4darg(—2 — 2iV/3) + 2km
2 4
:4[ﬂ+arctg%§]+2lm= %—1—21{:77, ke Z.
1.13. Odredi sve vrijednosti korijena
A. Y=1+i; B. V16; C. V=1, D. 3+ 4i,
i prikazi ih u kompleksnoj ravnini.
RJESENJE.

A. Napisimo broj —1 + ¢ u trigonometrijskom obliku:

3 3
—1+i=\/§(coszﬁ+isin£).
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Prema tome, vrijedi | —1+i| =2, ¢ = 37/4 ipo (1.20) dobivamo
44 2k 442k
Y 1ti= \B/ﬁ(cos?m/% t i sin ST/A+ 2km ) . k=0,1,2,

3
6 T 2km, . . m  2km
=V les(ge =) isn(G ) [ k=012
Postoje tri vrijednosti ovog korijena:
k=0 : zlz%(cos%—i—isin%), Z
11 11 n
k=1 : 29 = %(COS—W"‘Z'SHI—W)? - 7y %
12 12 =
197 . . 197
k=2 : z3= %(cosﬁ—i—z smﬁ).
B. Broj 16 u trigonometrijskom obliku ima

prikaz 16 =16 (cos0+ i sin0), pa je

2k 2k
V1 :\4/16(coso+4 7T—l—isino+4 TF),

k k
:2(COS§+iSin7ﬂ-), k=0,1,2,

Dobivamo sljedece Cetiri vrijednosti:

k=0 : 2z =2(cos0+isin0)

k=1: Slika 1.7,

k=2 :

k=3 :

Vidimo da 6 mogli pronaci i bez upotrebe de Moivreove formule
znajudéi da je jednoWwj broj 2, a sljedeca tri predstavljaju preostale vrhove

ishodistu.
oblik broja —1 je —1 =1(cosm + i sin7). Zato

2 2
\3/—1 = % (cos % +1 smM
Dobivamo

1 . \/g 2y
a=g iy 4
29 = —1, Zﬂ{} ;s Ziarc‘tgsi

\/§ 22

), k=012

22

23

Slika 1.8.
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D. Trigonometrijski oblik ovog broja glasi
4 4
3+4i=5 (cos(arctg §> + ¢ sin(arc tg §))

Zato je
SETTi =5 (cos arctg 4/23 + 2k i sin arctg 4/23 + 2kﬂ') k=01
Za k =0 dobivamo:
z21=5 (cos(% arctg %) +1 sin(% arctg %))
Drugo rjeSenje zo je simetri¢no prvom s obzirom na ishodiste, tj. zo = —27 .

1.14. Odredi realna rjeSenja jednadzbe (z +2

RJESENJE. Jednadzba je ekvivalentna sa

<x+z) =1=>x+Z=%=cos—7T+ n—
n

T —1 T —1

Izracunajmo odavde x:

2k 2k
sin & i(l + cos —W)

n n
2knw .. 2km
l—cosT — 18in —=

xTr =

. 2km 2km 2k . . 2kw
<s1n——z(1 JM1 —cos — +i sm—>
_ n n n
2 2 . 2km\2
—) + (sm —)
n n
sin 7T@08 b sin b
T T km
n n
= D) :W:Ct]gg, k—O,l, ,n—l
2(sin —)
n

1.15. Izracunaj A. |(1—iv3)* (vV3+i)%|; B. |3 —4i|; C. | /(1 +1)8|.
RJESENJE.

A (1 —iv3)! (V3+4)° = [(1—V3)*| - [(VB+0)°] = [1 —ivB[' VB +i]° =
(V1+3)* (V3 +1)5 =210,

B. |¥3—4i|={/[3-4il=YV9+16= V5.
C. |\/O+0)8=yI+iff=/(VI+1)®=V21=4.






