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Matematicka statistika

1. Tockaste procjene parametara
2. Kiriterij najvece izglednosti . .. ...........
Zadatci zavjezbu ... ... ... ...

korektan?
Ako se pri 100 bacanja kocke $estica pojavi

ervala [0, 1]. BiljeZenje rezultata dalo je po-

Slucajna varijabla poprima vrijed
zdiobi ove varijable nemamo nikakvu informaciju.

datke: 0.11, 0.14, 0.28, 0.44,0.48, 0

Tockaste procjene parametara

B uvod

Predmet svakog statistickog proucavanja jest neki (masovni) skup, kojeg nazivamo

populacija ili generalni skup. Populaciju mogu ¢initi na primjer

e stanovnici drzave, op¢ine, mjesta;

e privredni potencijali drzave, regije, grada;

e proizvodnja neke tvornice u jednom danu, mjesecu ili godini
i sliéno. Podatak koji prou¢avamo u danoj populaciji nazivamo obiljeZje. Kod iste po-
pulacije moZemo promatrati vise obiljeZja. Npr. ako je u pitanju stanovnis$tvo, mozemo
se zanimati za, recimo

e promjenu broj¢anog stanja stanovniStva tijekom godina;

e broj stanovnika prema starosnoj dobi;

e zaposlenost po vrstama zanimanja;
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e Skolsku spremu
i za stotinjak drugih podataka. Promatramo li proizvodnju, obiljeZja mogu biti
e broj (koli¢ina) proizvedenih dobara u nekom vremenu;
e proizvodnja po vrstama proizvoda;
e profit;
e broj (postotak) Skartnih proizvoda u ukupnoj proizvodnji.
Statisticki se mogu pratiti i mnoge druge pojave. Tako na primjer, analiziraju se
e meterooloske prilike,
e ucestalost i vrsta bolesti,
e ispitivanje kupovne moci, trZista i sli¢no.
U modelu matematicke statistike, populacija Cini skup €. ObiljeZje je opisa-
no vrijedno$éu slucajne varijable X. Osnovni problem matematicke statistike je u
odredivanju razdiobe varijable X, ili pak nekih njezinih numergickih karakteristika.
Statistika se moze baviti proucavanjem podataka koji 0 opisuju stanje u sva-
koj populaciji. Ti se podaci dobivaju uglavnom popiso vitim evidencijama i
pradenjima. Tako na primjer, svake desete godi izitgju popisi cjelokup-
nog stanovnistva drzave. Analiziranjem i prikazivan podataka bavi se tzv.
deskriptivna statistika.
Vrlo Cesto je nemoguce (i nepotrebno!
Djelom zbog toga Sto je ona prevelika da bi se
bio isplativ. Drugi mogudi razlog jest St

tatisticki ‘Obraditi Citavu populaciju.
j os@ak mogao sprovesti ili da bi
postupcima ispitivanja (recimo
ku ispitivanja uniStava taj element

U tom slucaju se proucava sa : i dio populacije koji nazivamo uzorak.
Na osnovu tog uzorka, donosimo Pefom sud o Citavoj populaciji. Predmet matema-
ticke statistike jest statisti orka: nacin odabira uzorka (da bi on dobro
predstavljao Citavu popu iza obiljezja u uzorku i procjena u kojoj su mjeri ti

se donose uvijek s nekim stupnjem vjerojatnosti),
ava 1 koristi metodama teorije vjerojatnosti.

akon $to se obradi Citava populacija. Medutim, mnogo prije
gu predvidjeti (s velikom dozom sigurnosti) na osnovu glasanja

Primjer 10.2. Jedna proizvodna traka proizvodi otpornike. Dozvoljena granica
Skarta je 2%. Kako ¢emo kontrolirati je li proizvodnja ispravna, t.j. je li postotak Skarta
unutar tih granica?

Bilo bi nerazumno, i skoro nemoguce za ovakav tip proizvoda, kontrolirati Citavu
proizvodnju. Umjesto toga, uzimamo relativno maleni uzorak, odabran na pogodan
nacin: recimo, svaki stoti proizvod. Ako je broj Skartnih proizvoda u tom uzorku veéi
od odredene granice, uz veliku dozu sigurnosti mozemo zakljuciti da je broj Skartova u
¢itavoj populaciji veci od 2%, tj. da je doslo do greSaka u proizvodnji koje treba ispra-
viti. Kolika je ta dozvoljena granica Skartnih proizvoda u uzorku i kolika je sigurnost u
naSem zakljucku, to je predmet izucavanja metematicke statistike.
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Populacija. Uzorak (NN

Upoznajmo se s oznakama i temeljnim pojmovima matematicke statistike. Sa X
¢emo oznaciti slucajnu varijablu koja ¢e biti predmet proucavanja. Nju ¢emo zvati
populacija. Njezinu funkciju distribucije oznacavat ¢emo sa F', funkciju gustoce (ako
postoji) sa f , ofekivanje s a i disperziju sa ¢”.

U ovisnosti o problemu koji promatramo, neki parametri ¥, 1 ,...u ovoj raz-
diobi mogu biti nepoznati. Najcesci zadatak matematicke statistike jest dati odgovara-
jucu procjenu za te parametre. Ta se procjena postize na temelju poznatih realizacija
X1,X2,...,X, sluCajne varijable X .

Informacije o nepoznatoj razdiobi populacije X dobivamo samo na temelju reali-
zacija te sluCajne varijable.

kazemo da su nezavisne Kopije slucajne varijal

1. medusobno su nezavisne,

2. imaju razdiobu identi¢nu razdiobi s
Tako dobivenu n-torku slucajnih varija
Ako je x; je realizacija varijable X varijable X, it.d., tada
se (x1,...,%,) naziva vrijednost ili uzorka (Xi,...,X,).

Broj n oznacava velicinu (dimen 1 volumen) uzorka.

,X,) nazivamo uzorak.

Mozemo zamisliti d X1, ..., X, opisuju ponasanje slucajne varijable X
i pefimenta u nepromijenjenim uvjetima.

Ostavimo za sada da je u razdiobi varijable X nepoz-
ciju gustoce varijable X oznacavat éemo s fy(x) ili s
nepoznatom parametru ¥ .

tra ¥ trebamo procijeniti na temelju realizacija xj,x3,...,X,

varijable X . B definirana funkcija

~

O = g(x1,x2,...,%,)

koja ¢e dati procjenu B parametra . Ta procjena ovisi, dakle, o realizacijama
X1,X2,...,X,. Realizacije su slucajne, pa je prirodno da ¢e se pri ponavljanju pokusa
pojaviti neka druga n-torka, a onda i druga vrijednost za procjenu @ . Zato je normalna
situacija da procjena ¢ nije jednaka nepoznatom parametru . (Jedan od zadataka
matematicke statistike jest da pruzi mjeru sigurnosti za tocnost ove procjene.)

Bududi da su xy, x2, . . ., x, realizacije slucajnih varijabli X;, X»,...,X,, onda ée
i J biti realizacija sluCajne varijable

Q:= g(X],XQ,.. . ,Xn).
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Statistika, procjenitelj i procjena

Slucajna varijabla
0= g(Xl,Xz,...,Xn>. (101)

naziva se statistika. Statistikom nazivamo svaku funkciju koja ovisi o uzorku
X1,X,,...,X,,ane ovisi (eksplicitno) o nepoznatom parametru.
Neka je ¥ nepoznati parametar u populaciji X . Za statistiku (10.1) kaZzemo
da je procjenitelj parametra . Vrijednost te statistike
O = g(x1,x2,...,%,) (10.2)

nazivamo procjenom parametra .

Prema tome, procjenitelj je slu¢ajna varijabla. Nakon realizacije uzorka, vrijednost
procjenitelja daje nam procjenu nepoznatog param

0 statistika za procjenu ocekivanja

Zelimo procijeniti nepoznato oéeki
rati statistiku

Ona se naziva sredina u
Oznacimo nepoznate ocekiganje i disperziju populacije X :

E(X) =a,
{ D(X) = o>

bl” X & sluCajna. Izracunajmo njezino ocekivanje i disperziju! Prema
oceKivanja, vrijedi

_ X\ + X+ ...+ X,
E(X)_E<l+ 2t )

n

_ % [B(X)+ B(G) +...+ E(X,)] =a

Varijable X1, ..., X, su nezavisne, pa je
_ Xi+X +...+X,
D(X):D< 1+ X0+ + )
n
1 o’
- n—Z[D(Xl) +D(X) + ... +D(X,,)} -2
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Procjena ocekivanja

Nepoznato ocekivanje a populacije X procjenjujemo pomocu sredine uzor-
ka:

-1 ZX (10.3)

S

Za tu slucajnu varijablu vrijedi
— - (o
E(X) =a, D(X) = —, (10.4)

gdje je o varijanca (disperzija) populacije.

veli¢ini uzorka.
ane oko srednje
O kvaliteti te

Primjecujemo da je disperzija statistike X obrnuto proporcion
Ako je uzorak dovoljno velik, vrijednosti varijable X bit ¢e konce
vrijednosti E(X) = a. Zato je jasno da ¢e X biti dobra
procjene bit e vise rijeCi u nastavku. <

i Nepristrani procjenitelji * |

Medu svim statistikama zZelimo odabrati on kim kriterijima, bolje od
drugih. Zato ¢emo izdvojiti neka poZeljna svoj ika te dati kriterij za usporedbu
razlicitih statistika.

U prethodnom primjeru, statistika i

Dakle, ocekivanje statistike podud vIljednoséu parametra. Statistike koje pos-
S ebnim imenom.

Za statistik

je nepristrani procjenitelj ili nepristrana sta-
tistika param ijedi

o vrijedi

Kriterij nepristranosti svakako je pozeljan, ali nije jedini odlucujuéi za odabir
statistike. Upoznat ¢emo primjere kod kojih pristrani procjenitelji mogu imati bolja
svojstva od nepristranih. (Na primjer, njihova disperzija moZe biti manja.)

i Usporedba statistika

Usporedba statistika

Neka je (Xi,...,X,) uzorak, ¥ nepoznati parametar te ©;(Xy,...,X,),
©,(X1,...,X,) dvije nepristrane statistike za 1. KaZemo da je ©; bolja
(efikasnija) od O, ako je D(0,) < D(©;).
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Jo§ je jedno pozeljno svojstvo koje bi dobra statistika trebala imati: povecanjem
uzorka statistika mora davati sve bolju aproksimaciju nepoznatog parametra.

Valjane statistike

Statistiku ©, = (X, Xa, ..., X,) nazivamo valjanom procjenom parame-
tra ¥ ako za svaki € > O slucajna varijabla ®, konvergira prema ¢ po
vjerojatnosti:

lim P(|®, — 9| <e)=1.

n— o0

Teorem 10.1. Da bi nepristrana statistika bila valjana, doPoljno je da joj disperzija
teZi u nulu (kad n teZi u beskonacnost).

DokAz. Ta tvrdnja slijedi iz Cebisevljeve nejednak

PO, -0 <e)>1—

Procjena disperzije, uz poznato ocekivanje

Pretpostavimo sad da nam je i opulacije poznato, a disperzija ¢ nije.
Za procjenu disperzije biramo sta

Ocekivanje ove statisti

rocjene odlucivat ¢e disperzija statistike. Zbog nezavisnosti i jednake
islucajnih varijabli X; bit ce:

Ovdje je
= E|(X - a)]
Cetvrti centralni moment populacije X .

Vidimo da disperzija statistike D> opada obrnuto proporcionalno veli¢ini uzorka.
Prema Teoremu 10.1, ova je statistika valjana.
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i Procjena disperzije, uz nepoznato ocekivanje [

Ako je ocekivanje poznato, tada je statistika

i=1

nepristrani procjenitelj za disperziju. Koju ¢emo statistiku koristiti ako je i o¢ekivanje
a nepoznato? Prirodno je zamijeniti ga u ovoj formuli s X. Tako dobivamo statistiku

1< o
=) (X;—X)".
© Z( )

Provjerimo je li ona nepristrana. Njezino oCekivanje je

1 ¢ - 1 ¢
E(©) = - —X)?) = ;
(©) E(n > (X -X) ) E(X;
i=1 P
Vrijedi E(X; — X) =a—a = 0, paje E(X =W(X; — X). Sada je, zbog
nezavisnosti varijabli X1, Xp,...,X,,

Prema tome, ocekivanje statistike ©® ne podudara se s parametrom ¢>. Ovaj
procjenitelj nije nepristran. Primjetimo ipak da se razlika ocekivanja procjenitelja i
parametra smanjuje povecavanjem veli¢ine uzorka n.

Medutim, mnoZenjem s konstantnim faktorom ovaj se procjenitelj moze

uciniti nepristranim:
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Procjene disperzije

Ako je ocekivanje a populacije X poznato, nepristrana procjena nepoznate
disperzije ¢ racuna se formulom

1
D> == "(X; — a)*. (10.6)
i=1
Ako su ogekivanje a i disperzija 6> populacije X nepoznati, onda se nepri-
strani procjenitelj za disperziju ra¢una formulom

1 < -
§? = — > (X —X). (10.7)
i=1

Statistika S? je valjana, jer joj disperzija teZi
D(s*) = E[(S* - 0?)’]
= E(S") - 26%E(

1z prikaza

ocekivanja svakog ¢lana, dobivamo izraz

1(#4— "_3o4>. (10.8)
n

nakon kvadriranja ovog izr
slican (10.5):

n—1

Primjer e utvrdila preciznost mjernog geodetskog uredaja koji nema
sistemat e, nacinjeno je Sest mjerenja. Dobiveni su rezultati (u metrima):
3540, Y3578, 3564, 3548. Odredi nepristranu procjenu za varijancu, u
slucaje ako je poznato da iznos mjerene veli¢ine iznosi 3560 m, (b) ako nije

poznat izn@8¥mjerene velicine.
> (a) Uovom je sluaju poznato ocekivanje slucajne varijable, jer ono mora biti
jednako mjerenoj vrijednosti (zbog odsustva sistematske pogreske): a = 3560. Zato
procjenu za varijancu rac¢unamo ovako:
1 n
== (x—a)’=23217m’,

n -
i=1

(b) Ocekivanje je nepoznato, pa ga raunamo iz uzorka:

1 n
¥=-) x=356117m.
X n;x m
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Nepristranu procjenu varijance racunamo ovako:

2 =276.97m’. <

n—l

Uporaba dzepnog racunala [N

Formula

1 n
Q2 _ Y
§=-— ;:1 (x; — X)

nije najprikladnija za racun dZepnim raunalom. Ona zahtjeva izvo
operacua (zaracunala s inverznom notacijom, inace Je bI'O_] neznatn
jom se smatra svako unosenje podataka ili njihov poziv iz mem

ili aritmeticka operacija.

Transformirajmo ovaj izraz na sljedeci nacin:

ovom formulom.

Prakticki svi dzepni kalkulatori i
Neki medu njima specijalizirani s
11c1t1m racunahma mogu postojati

Niz podataka xj,x,, ...
Na koncu unosa, u posep

U poseb gistrima takoder spremljene izracunate statisticke funkcije. Na
boljim racuna ivi tih registara nalaze se na posebnim tipkama ozna¢enim s [x ],

i[o].
Ragunanje s grupiranim podatcima [N |

Podatci dani u uzorku vrlo su Cesto grupirani u razrede. Uzorak tada ima ovakav
oblik

X1 | m
X2 | N2

Xr |
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Ovdje je n = n; + ...+ n, volumen uzorka. Sredina i disperzija uzorka racunaju
se tada formulama

-
1
X=- E nixi,
n
i=1
,

l r
Zni(xi —X)? = (Z nx; — n)_cz>.
n—1 n—1 —

i=1

§

Primjer 10.4. Odredimo procjenu za ocekivanje i disperziju na temelju uzorka
normalne populacije:

X; ‘ 2560 2600 2620 2650 2700

n; ‘ 2 3 10 4

> Volumen uzorka je

n=ny+...
Racunanje ocekivanja i disperzije olakSano j
latiramo za isti iznos C. Tu je C po volji o i broﬁPri tom vrijedi

E(X)=C+E(X - = D(X-C)

(U racunu koji slijedi koristit ¢emo s svojstvo.) Za pogodnu konstantu u ovom
primjeru moZemo uzeti C = 262

o vrijednosti slucajne varijable trans-

Primjéer 10:5. (Odredivanje varijance na temelju zadanog uzorka varijanci)
Pri kontro alitete nekog proizvoda, ispituje se varijanca na kontrolnim uzorcima ti-
jekom svakog dana. Dobivene su vrijednosti s, s3,...,s7, na temelju uzoraka veli¢ina
ni,ny,...,n. Kako ¢emo odrediti procjenu varijance ove populacije?

> Trebamo odrediti nepristrani procjenitelj za nepoznatu varijancu ¢?. Izabrat
¢emo statistiku

6 arS?+ a3+ ..+ a3
A

gdje su ay,ay,...,a; i A konstante koje treba odrediti.
Ocekivanje ove statistike je
LZ]E<S%)++£1]€E<S]%) ay+ ...+ ax 5

E©) = 1 = 1 X
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Statistika Ce biti nepristrana ako je A = a; + ... + a;. Konstante ay, . ..,a; moZemo
birati po volji, ali je prirodno da one odgovaraju veli¢inama pojedinih uzoraka. Tako
¢e dnevne procjene temeljene na veéem uzorku imati vecu teZinu u konacnoj procjeni.
Prema tome, trazena procjena je

nls%—i—nzs%—i—...—i—nks% 4
n+n+...+ng

* Nepristrana procjena standardnog odstupanja [N R |

Pokazali smo da je

é:

i=1
nepristrana procjena disperzije 6. Standardno odstupanje (de¥ijacija) definira se
kao korijen disperzije, 6 = v 02.
Logic¢no je postaviti pitanje: je li veli¢ina
1 n 1/2
D=VD*= |- Xi
= (i
nepristrana procjena za standardno odstupanje?
Moze 1zgledat1 neobicno, ali odgovor je

drugog korijena “jace skuplja” velike broj
pozitivnu sluc¢ajnu varijablu Y opéenito

*

Razlog tome je §to funkcija
alih. Za bilo koju nedegeneriranu

(Ova nejednakost slijedi iz C chwarz-Bunjakovskijeve nejednakosti.) Zato je

=Vo°=o0.
Nepristranu ndardno odstupan]e prakticki je nemoguce utvrditi u
opéem slucaju, z tribuciju populacije X. Ako populacija ima normalnu

razdiobu, ond okazati da nepristrana procjena glasi

(10.9)

- "_l.r( 2 ) (10.10)

Na isti se nacin dobiva nepristrana procjena standardnog odstupanja ukoliko oce-
kivanje nije poznato:
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Za velike vrijednosti od n moze se koristiti jednostavnija formula:

N 1 - -
S n—1.45;( ! )%

Za male vrijednosti od n moZe biti korisna sljedeca tablica:

k, n k, n ky,
1.1284 || 10 1.0280 | 30 1.0087
1.0853 || 12 1.0230 || 35 1.0072
1.0640 || 15 1.0181 || 40 1.0064
1.0506 || 20 1.0134 || 45 1.0056
1.0423 || 25 1.0104 || 50 1.00

~NON D bW

Meduvrijednosti se mogu utvrditi interpolacijom.

U vecini zadataka i teoriji koja slijedi, kao piiocj
jednostavnosti radi, koristiti korijen varijance. Izu
eksplicitno traZi nepristrana procjena standardnog odst

upanje ¢emo ipak,
iti zadatci u kojima se

10.2. Kriterij Aajveceyizglednosti

Pretpostavimo da nam je u biyslucajne varijable X nepoznata vrijednost
jednog parametra . Oznacij zakon razdiobe te sluCajne varijable,
w({X =x}),  x€S8,

0, neka je

f(0,x) = fo(x),
funkcija g ¢ JefX neprekinuta slucajna varijabla. Indeks ¥ oznacava da se
= x} i vrijednost funkcije gustoce f (x) varijable X racuna-
Je nepoznata vrijednost parametra, o kojem ovise te vrijednosti,

Kriterij najvece izglednosti

Neka je xj,x2, ..., x, realizacija uzorka populacije X, ¢ija funkcija gustoce
f (¥,x) ovisi o nepoznatom parametru 1¥. Funkcija izglednosti' definira
se kao umnoZzak

L(9,x1, ..., %) :=F (0, x)f (8,%2) - - - £ (D, %) (10.11)

Za procjenu parametra 19 uzimamo onu vrijednost O za koju funkcija izg-
lednosti poprima globalni maksimum.

! Likelihood function (engl.). U hrvatskoj literaturi, koristi se jo$ naziv funkcija vierodostojnosti.
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Zasto se ova funkcija naziva funkcija izglednosti? Za zadani x, vrijednost f (9, x)
opisuje vjerojatnost da slucajna varijabla poprimi vjerojatnost u okoliSu broja x. Zato
umnozak (10.11) predstavlja vjerojatnost da uzorak (Xi,Xs,...,X,) poprimi vrijed-
nost u okolisu od (x1,xz,...,x,). Postavlja se pitanje: za koju ée vrijednost parametra
U ta vjerojatnost biti najveca? Na taj nacin dobivamo kriterij za odabir procjene para-
metra V. Za ¥ ¢emo odabrati onaj parametar koji maksimizira funkciju izglednosti.
Na taj nacin maksimiziramo vjerojatnost pojavijivanja uzorka koji se ostvario!

Opravdanje ovog uvjeta je intuitivna pretpostavka da onom uzorku koji se stvarno
realizira trebamo dati prednost u odnosu na one koji se nisu ostvarili. Nakon §to nam
je poznata vrijednost uzorka (xi,...,x,), uzimamo onu vrijednost parametra ¥ za
koju ta realizacija ima najvecu vjerojatnost pojavljivanja, vecu nego bilo koja druga
realizacija.

Primjer 10.6. (Procjena parametra eksponencijalne razdiob€) Vrijeme X isp-
ravnog rada uredaja kojem se karakteristike ne mijenjaju vremenomdobro je opisano
eksponencijalnom razdiobom, s gustoéom

fx) = Ae ™, x> 0.

Ovdje je A nepoznati parametar razdiobe. BiljeZgni su rezultatihna probnom uzorku
i dobiven niz xi,x3,...,%,. Na temelju tih rezult korisgi se kriterijem najvece
izglednosti, treba procijeniti ocekivanje varijable

> U ovom je primjeru
L(?L,)C], e

Tu smo oznacili z= >, x; jmo maksimum ove funkcije:

lnileilz(—lz + n)

Ova se derivacija je A =0 ilikad je —Az+ n = 0. Prva je moguénost

besmislena, a i
~ N n

A‘ = — =

Z X1tx+...+x

Za eksponencijalnu funkciju je poznato da vrijedi E(X) = 1/A . zato je procjena
za ocCekivanje

1
=

1 e e R o

~

A n

Ovaj je rezultat u skladu sa standardnom procjenom za o¢ekivanje slu¢ajne varijable. <

=l

X %k X%

Korisno je primjetiti da je funkcija izglednosti L uvijek pozitivna, pa je stoga
definirana i funkcija In L. S obzirom da vrijedi

L/

InL) = —

(nL) ==,





