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Mehanika (gré. Mnyovikn) je grana fizike koja istrazuje zakonitosti mirovanja' i gibanja? tijela.

Slika 1.2. Suvremena piramida u Parizu

Rana povijest ovog podruéja znanosti se preklapa s tanom povijeséu razvoja tehnike i astronomije.

Grade¢i piramide (slika 1.1.), stari su.Egipéani primjenjivali nacelo kosine. Koristeci to nacelo, podizali su velike i tes-
ke kamene blokove na znatnu visinu. Nacelo kosine spada u podru¢je mehanike koje se naziva statika. Zapisi o nacelu
poluge, koji se pripisuju grékom filozofu Arhimedu (287. —212. pr. Kr.), prvi su pisani dokument iz tog podrucja. Kako
bi se izgradila-elegantna piramida ispred muzeja Louvre u Parizu (slika 1.2.), bila su potrebna dva tisu¢ljeca istraziva-
nja zakona statike;.ali su rezultati bili vrijedni truda.

%,
i

Slika 1.3. Astecki kalendar Slika 1.4. Johannes Kepler

Kako bi stvorili kalendar; stari su narodi pazljivo motrili gibanje nebeskih tijela. Ne ulaze¢i u zakonitosti tih gibanja,
koristili su ih bez dubljeg razumijevanja. Kalendar kojeg su nacinili Asteci svjedocanstvo je takvog djelovanja (slika
1.3.). Johannes'Kepler(1571. — 1630.) je postavio tri zakona gibanja planeta (slika 1.4.). Jedan od rezultata negovih
istrazivanja je dokaz kako se planeti gibaju po elipti¢nim, a ne po kruznim putanjama (slika 1.5.). Tako Kepler daje prvi
znanstveni doprinos kinematici, podru¢ju mehanike koje se bavi gibanjem tijela bez obzira na njegov uzrok. Keplero-
vim zakonima se i danas koriste stru¢njaci za proracune putanja svemirskih letjelica (slika 1.6.1 1.7.).

"Nasuprot gibanju, mirovanje je, takvo stanje u kojem tijelo ne mijenja svoj poloZaj u odnosu na nepomi¢nu okolinu.
2 Gibanje je promjena polozaja tijela u odnosu na nepomi¢nu okolinu.
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Slika 1.5. Suncev sustav Slika 1.6. Elipti¢na putanja-planeta Slika 1.7. Svemirska letjelica

Prvo istrazivanje problema dinamike se pripisuje Galileu (1564. —
1642:), na slici 1.8. Glasovit je njegov pokus s dvjema kuglama razlicite
mase¢ 1 veli¢ine. Bacivsi ih istovremeno s kosog tornja u Pisi, dokazao je
kako-sva tijela, bez obzira na tezinu, padaju jednako (slika 1.9.).

Preciznu formulaciju gibanja tijela pod utjecajem sile dao je Isaac Ne-
wton (slika 1.10.) 1687. godine u svom djelu Principia (slika 1.11.).
Zakoni koje je u tom djelu objavio Newton i danas koriste stru¢njaci pri
konstrukciji strojeva i naprava koje imaju pokretne dijelove.

Slika 1.8. Galileo Galilei

Slika 1.10. Sir Isaac Newton

Bz

5 Konstrukcija turbine motora zrakoplova na slici 1.12. bila bi nemoguca
2l bez poznavanja tih zakonitosti.

Slika 1.9.
Slobodni pad kugli razlic¢itih tezina i
veli¢ina

Od nasih znanstvenika svoj su doprinos dinamici dali Ruder Boskovi¢
(1711. - 1788.) i mnogi drugi.



Uvod u mehaniku

1 HE

Iskustvom steCena znanja o ponasanju materijala ljudi su koristili od
pocetka civilizacije, gradeci kuce 1 sustave za navodnjavanje. Za kon-
PRIN (0: IPL ES strukciju akvadukta (slika 1.13.) stari su Rimljani koristili dva podrucja
Natod P}Ziluroph;_' - mehanike: nauku o ¢vrstoé¢i 1 mehaniku fluida. Kako se kamen od ko-
SRS jeg je akvadukt izgraden ne bi zdrobio pod vlastitomtezinom, bila su
Bt il - S potrebna znanja iz nauke o ¢vrstoci. Za dopremanje vode s obliznjih

MATHEMATICATL

ranflaced inco NG L IS5 H

1 prikazan Leonhard Euler (1707:—"1783.), ¢iji je doprinos suvremenoj

e izvora do gradskih kuca i fontana, i to\pod odgovarajucim pritiskom,
”.%%Z";:& 3 koriStena su znanja iz mehanike fluida. Naravno, znanja iz oba podruc-
4@@3‘" ja su bila potpuno iskustvena, bez teorijske podloge. Na slici 1.14. je

Slika 1.12. Turbina motora zrakoplova Slika 1.13. Ostaci rimskog akvadukta' Slika 1:14+ Leonhard Euler

Razgranato stablo mehanike ima mnogo grana. U ovoj se knjizi ne¢etlazitiu sve njezine podjele, ve¢ ¢emo se ograni-
¢iti samo na podjelu tehnicke mehanike. Razlog tome je taj Sto je njezina primjena u tehnici najveca.

Tehnicka mehanika se moze podijeliti na sljedece grane:
Mehaniku krutih® tijela, koja se dalje dijeli na;
Statiku, koja proucava ravnotezu sila koje.djeluju na tijelo ili sustav tijela.
Kinematiku, koja proucava gibanje tijela-neovisno o uzrocima.
Dinamiku, koja proucava gibanje tijela uzrokovanom silom.
Nauku o ¢vrstoéi®, koja proucava svojstva ¢vrstih tijela® pod djelovanjem sila.
Mehaniku. fluida, keja proucava mirovanje i gibanje plinova i tekucina.

3Kruto tijelo je takvo tijelo koje se pod djelovanjem sila ne deformira®. Ono u stvarnosti ne postoji, ali se mnogi problemi iz mehanike
jednostavnije mogu rijesiti svodeéi stvarno tijelo na kruto tijelo.

“Deformacija je promjena oblika i dimenzija tijela pod djelovanjem sila.
SNauka o ¢vrstoéi se naziva i mehanika Cvrstih tijela.

sCvrsto tijelo je realno tijelo koje se pod utjecajem sila deformira.
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Za uspjesno napredovanje u izu¢avanju mehanike, na samom je poce-
tku potrebno upoznati neke temeljne pojmove.

1.1. Temeljni pojmovi mehanike
U proucavanju mehanike sljede¢i konceptiyi definicije ¢ine njezinu
osnovu i moraju se razumjeti od samog pocetka.

Prostor je geometrijsko podruc¢je koje zauzimaju tijela ¢ije polozaje opisu-
ju linearna i kutna mjerila, ovisno o koordinatnom sustavu (slika 1.15.).

Vrijeme je mjerilo neprekintitogyniza dogadaja i osnovna je veli¢ina u
dinamici.

Slika 1.15.
Tijelo u prostoru Vrijeme nije izravno ukljuceno u analizu statickih problema.

Masa je/mijerilo\inercije tijela, odnosno njegovog otpora promjeni
brzine,(slika 1.16.).
Masa utjece na gravitacijsku privla¢nost izmedu tijela.

Silae djelovanje jednog tijela na drugo.

Sila nastoji pomaknuti tijelo u smjeru njezinog djelovanja ili ga u tom
smjeru deformirati.

Cestica je tijelo zanemarivih dimenzija.

U matematickom smislu, Cestica je tijelo Cije se dimenzije smatraju
priblizno jednakim nuli, tako da ga mozemo promatrati kao masu kon-
centriranu u tocki. Tijelo mozemo smatrati ¢esticom, kada su njegove
dimenzije zanemarive u odnosu na opis\njegovog polozaja, gibanja ili
djelovanja sila na njega.

Neki od temeljnih pojmova mehanike kao Sto-su inercija, sila, te akcija i
reakcija sile definirani su i upisani zlatnim slovima u zakone koje je prvi
ispravno postavio Isaac Newton i pokazao njihovu tocnost. Izrazeno
suvremenim rije¢ima ti zakoni glase:

1. Zakon jhercije

Svako, tijelo ili €estica ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog gibanja

b) po.praveu sve dok vanjska sila ne uzrokuje promjenu tog stanja.
Slika 1.16. 2.NZalkOn proporcionalnosti sile 1 ubrzanja
Masa kao otpor promjeni brzine: Ubrzanje tijela proporcionalno je sili koja djeluje na tijelo. To ubrzanje
a) prazno — lako gurati ima isto usmjerenje kao i sila koja ga je izazvala (slika 1.17.):
b) velika masa — tesko gurati R R
F=m-a.

- -
Ovdje F oznaCavasilu, a ubrzanje, a m je masa tijela.

3. Zakon — zakon akcije i reakcije

Dva tijela djeluju jedno na drugo silama koje su jednake po veli€ini i su-
Slika 1.17 protne po smjeru na istom pravcu. Jedna od tih sila je aktivna, a druga

Ubrzanje kao posljedica djelovanja sile reaktivna, odnosno ona je reakcija na djelovanje aktivne sile.
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Pogled u matematiku i mjerne jedinice
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Slika 2.1.
Groma, 1.-2. st. pr. Kr.

Slika 2.2.
Teodolit, 4.5 inca,
altazimut, sredina 18. st.

\\/ Novcanica od 10 DEM

Ova groma (slika 2.1.) grube izrade pronadena je pri iskopava-
njima u egipatskoj provinciji Fayum; 1899. g. Ovakvi prvi in-
strumenti su se mogli koristiti'samo naravnim povrSinama i za
odredivanje ograni¢enog broja kutova. S pomocu grome su se
udaljeni predmeti oznacayaliprema poloZaju kamenja na vo-
doravnoj plohi. Smatra se da se groma koristila za odredivanje
smjera putova pod prayim kutom u 1. i 2. stoljecu prije Krista.

Teodoliti, kao ovaj primjer J. Sissona (slika 2.2.), su instru-
menti za horizontalno i vertikalno mjerenje kutova i od 16. st.
su se Cesto koristili u geodeziji. Ovaj kasniji model ima libele
s mjehuricem i bolju mogucnost postavljanja nonija. Sisson je
1720. izumio i teleskop.

Na novcanici od 10 njemackih maraka (DEM), na slici 2.3,
prikazan je uredaj za mjerenje kutova, sekstant. Desno od nje-
ga je mreza trokuta kakva se koristi u geodeziji. Pojava trokuta
i sekstanta na najcescoj novcanici dokazuje njihovu vaznost.
Rije¢ trigonometrija dolazi iz grckog jezika gdje gonos znaci
kut .

Slika 2.3.
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slika 2.4.
Jedini¢na kruznica

S

Slika 2.5.
Trigonometrijske funkcije u pravokutnom
trokutu

Tehnic¢ka mehanika - statika

2.1. Temeljni pojmovi trigonometrije

Osnovne zakonitosti trigonometrijskih funkcija koje ¢e biti koriStene
u tehnickoj mehanici (sinus kuta, kosinus kuta i tangens kuta) prikazat
¢emo na jedini¢noj kruznici (slika 2.4.). Jedini¢na kruznica je ona kru-
znica €iji je polumjer jednak jedini€noj duljini keordinatnog sustava.
Na slici jedini¢ne kruznice prikazane su tri osi (apscisa ili os kosinusa,
ordinata ili os sinusa i-pravacx = 1 ili os tangensa).

Ako napravimo.pavokutni trokut unutar jedini¢ne kruznice, gdje ¢e hi-
potenuza tog-trokuta biti polumjer kruznice, postavljena pod kutom a
u odnosu na.pozitivno usmjerenu apscisu x, onda ¢e nam tri spomenute
0si pokazati.vrijednosti navedenih trigonometrijskih funkcija.

Tocka 4 hipotenuze tog trokuta ¢e imati koordinate kosinus a i sinus a.
Kosinus a se ocitava na apscisi jedini¢ne kruznice, sinus a na ordinati
te kruznice, dok produzeni pravac hipotenuze sijece os tangensa pa or-
dinata te osi pokazuje tangens kuta a.

Sinus, kosinus i tangens kuta nazivamo trigonometrijskim funkcijama.
Predznak trigonometrijske funkcije ovisi o tome u kojem kvadrantu ra-
vnine se nalazi hipotenuza pravokutnog trokuta konstruitanog u jedini-
¢noj kruznici.

Vidljivo je da vrijednosti trigonometrijskih funkcija sinusa i kosinusa
moraju biti u intervalu [-1,1], dok vrijednoest funkcije tangens moze biti
bilo koji realni broj.

S obzirom na to da smo u jediniénoj kruznici formirali pravokutan tro-
kut, trigonometrijske funkcije'mozemo definirati preko odnosa stranica
pravokutnog trokuta (slika 2.5%):

Sinus kuta

Sinus kuta predstavlja omjer nasuprotne katete i hipotenuze u pravo-
Kutnom trokutu:

. b . a
sina=—, sinfi=—.

c c
Kosinus kuta

Kosinus kuta predstavlja omjer prileZzece katete i hipotenuze u pravo-
kutnom trokutu:

a b
cosa=—, cosfi=—.
¢ ¢

9
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Slika 2.6.
Sinusov poucak

Slika 2.7.
Kosinusov poucak

Tangens kuta

Tangens kuta predstavlja omjer nasuprotne i prilezece katete u pravo-
kutnom trokutu:
b
tga=", tgf="\
a b
Tablica 2.1.
Vrijednosti trigonometrijskih funkcija karakteristi¢nih funkcija

a=0° a=30°,~\=!qy’ajébe a=9° | a=180° | a=270° | a=360°

siI(x 0 0,5% [ 0,7071 | 0,8660 1 0 -1 0

COS\ 1 0,8660 [ 0,7071 | 0,5 0 -1 0 1

@ 010574 1 [1,7321] +eo 0 e 0

2.1.1. Arkus funkcije

Arkus funkcije su inverzne funkcije trigonometrijskim funkcijama, a
koriste se za izraCunavanje kuta iz poznatog iznosa trigonometrijske
funkcije:

- arkus sinus kuta (arcsin),

- arkus kosinus kuta (arccos),
- arkus tangens kuta (arctg).

U trigonometriji se jo§ koriste i poucak o\sinusu i.poucak o kosinusu,
a kako je njihova primjena u statici krutih tijela cesta, ukratko ¢emo ih
pokazati.

Zakonitosti koje su pokazane ovim pouccima vrijede za bilo kakav tro-
kut.

Poucak o'sinusu glasi:

Sinusirkutova unutar bilo kakvog trokuta odnose se kao nasuprotne
stranice tih kutova (slika 2.6.):

sina :sinf3:siny=b:c:a,
odnosno

sinoe _sinf3 _siny

b c a

Poucak o kosinusu (slika 2.7.) ima oblik jednadze:

c=vJd*+b*+2-a-b-cosa .



/_pravac djelovanja

< smjer djelovanja

“~—jacina vektora

hvatiste vektora

Slika 2.8.
Prikaz vektora

S

Slika 2.9.
Zbrajanje vektora

Slika 2.10.
Metoda paralelograma
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2.2. Osnove vektorskog racuna

Osim skalara, koji su potpuno oznaceni realnim brojem, u prirodi po-
stoje fizikalne veli¢ine kojima je, osim brojcanih vrijednosti, potrebno
poznavati i pravac djelovanja, smjer djelovanja i hvatiste (slika 2.8.).
Takve veli¢ine nazivamo vektorima. Na taj na¢in opisujemo djelovanje
sile, momenta sile, brzinu, ubrzanje i sl.

2.2.1. Zbrajanje vektora

Zbrojiti dva vektora a i b znaci da na kraj vektora @ nanosimo poce-
- —
tak vektora b . Zbroj tihrdvaju'vektora je novi vektor ¢ koji ima poce-

tak u hvatistu vektora a , a'kraj na kraju vektora b (slika 2.9.):

- 5 o

c=a+b.
Zbrajati dva-vektora mozemo grafickom i analtickom metodom.
Graficko zbajanje je moguce izvesti metodom paralelograma, gdje dija-
gonala tog paralelograma predstavlja rezultat zbrajanja (slika 2.10.).
Vektori se mogu grafi¢ki zbrajati i poligonom vektora (slika 2.11.). Ova
metoda je primjerena kod zbrajanja triju i viSe vektora.
Analiticka metoda zbajanja predstavlja racunsko traZenje iznosa rezul-
tata vektorskog zbrajanja i polozaja rezultata zbrajanja.
Iznos rezultata zbrajanja se dobije kosinusovim pouckom, dok se polo-
zaj rezultata zbrajanja dobije iz sinusovog poucka (slika 2.12.).

S

Slika 2.31.
Zbrajanje triju vektora metodom poligona

Slika 2.12.
Izracun iznosa i poloZaja vektora s pomocu sinusovog i kosinusovog poucka
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Slika 2.13.

Projekcije vektora na os
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Slika 2.14.

Analiticko zbrajanje vektora

2.2.2. Projekcije vektora na os

Svaki se vektor u ravnini moze prikazati s pomoc¢u njegovih projekcija
naos x iy (slika 2.13.).

Iznos projekcije vektora na os x :
a,=a-cosa .

Iznos projekcije vektorana os y :
a,=a-sina .

Projekcije vektora.ai a, predstavljaju komponente vektora u smjeru
osixiy.
Rastavljanje vektora na projekcije x i y je izuzetno prakti¢no kod zbraja-
nja-vise\vektora./Na taj nacin sve projekcije na os x i sve projekcije na
0s ysvodimo na vektore istog pravca djelvanja te ih mozemo algebarski
zbrojiti:

r.=a +b +c +..+tn_, r,=a,+b,+c +..+n,.

Kao $to je vidljivo iz slike 2.14., algebarski zbroj svih projekcija na os
x 1 algebarski zbroj svih projekcija na os y predstavljaju dvije katete
pravokutnog trokuta ¢ija je hipotenuza rezultat zbrajanja svih vektora.
Iznos hipotenuze racunamo s pomocu Pitagorina poucka:

r= i+ ry2 .
Polozaj rezultantnog vektora, odnosno.kut pod kojim on lezi u odabra-

nom koordinatnom sustavu, dobije se arkus tangens funkcijom.

Ovisno o kvadrantu ravnine u kojem se rezultantni vektor nalazi, kut pod
kojim on lezi u odnost na pozitivnu os x ra¢una se prema tablici 2.2.

Tablica 2.2.
Izracunavanje kuta rezultantnog vektora

y y y y

I F 1y el N Sl O\

I‘y P p - X . - X
X — r o v,
7 X }'j\_ X I/’J , y r

p = arctg

|

L. kvadrant (r,>0, r,>0)

IL. kvadrant (r,<0, r,>0)

p =180° —arctg

1. kvadrant (r,<0, r,<0)| IV. kvadrant (r,>0, r,<0)

", I

p =360° —arctg

r,
p =180° +arctg =
.

X

rx

r

X






