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inercijalna sila * Znati dinamicke sustave rastaviti najednosta e nacel '
inercijalni moment * Moci povezati steCena znanja iz statike i kinematike s dinamickom ravnotezom
uvjeti dinamicke ravnoteze sustava
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, Dinamicka ravnoteza

Nacela rjeSavanja zadataka iz podrucja dinamicke ravnoteze

Kako bismo s lako¢om rjesavali zadatke s podrucja dinamicke ravnoteze, potrebno je primijeniti-znanja i iz statike i
kinematike. PokaZimo to na primjeru sa slike 1.1. Iz statike znamo kako sloZeniji sustav treba svesti na nekoliko jedno-
stavnijih nacelom oslobadanja veza, postujuci nacelo iz III. Newtonovog aksioma.

Pogled u kinematiku

A’ Prisjetimo se kinematskih odnosa na kolotu-
ri. Ako se kolotura zarotira za kut ¢ u smje-
ru kazaljke na satu, tada ¢e za sobom povuci
lijevi kraj uzeta iz toc¢ke 1 u tocku 1°, a spu-
stiti desni kraj iz tocke 2 u 2’. Uz uvjet da
uze savrSeno prianja uz koloturu, vrijednosti

duljina duzina 11' i 22" moraju biti jednake

duljini lukova 44" i BB'. Iz matematike se
prisjetimo formule za duljinu luka / kruznice
radijusa » koja glasi:\ /'=r+p .\ Primijetimo

i / 2 kako kut @ mora-biti iskazan, u radijanima.
coieind polo) Duljinq duzina 1‘1' i 22' zapravo su puto-
ureta vi s koje'tockel 1'2 prijedu putujuci prema

1, gore, odnosno dolje. To znac¢i daje s=¢-r.

1z toga slijedi da je brzina tih toéaka v=w - r,
Slika. 1.1. a njihovo ubrzanje a =¢ - r.
Dva utega na koloturi

Svedimo sustav na slici 1.1. na tri jednostavnija obiljezena brojevima I, I i 111, kako je prikazano.

Ucrtajmo sile, momente i ubrzanja koriste¢i steeno“znanje. Na uteg u sustavu I djeluje njegova vlasitita tezina G, i
inercijalna sila F, suprotna vektoru ubrzanja d,. Kako uteg ubrzava prema gore, vektor ubrzanja ima smjer gibanja
utega.

Na uteg u sustavu II djeluje njegova vlasitita tezina G, i inercijalna sila F,, suprotna vektoru ubrzanja a,. Kako uteg
ubrzava prema dolje, vektor ubrzanja ima smjer gibanja utega.

Iz pogleda u kinematiku ponovili smo kako je @ = a, = a,, odnosno za svaku to¢ku na uzetu je jednaka.

Na koloturu u sustavu III djeluje kineti¢ki moment M, suprotan smjeru njezine rotacije i kutnog ubrzanja e.
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Na slici 1.2. prikazani su odvojeno jednostavni sustavi I, II 1 I1I dobiveni oslobadanjem veza sa slozenim sustavom na
slici 1.1. Sve vanjske sile i momenti djeluju kao i na slozenom sustavu, ali su u mjestima gdje su veze prekinute ucrtane

sile.

Uocimo kako su sile u presjecima veza uvijek jednake, ali suprotnog smjera, sukladno I1I. Newtonovom aksiomu.

Slika. 1.2.
SloZeni sustav rastavljen na tri jednostavnija
I 11

S, ‘ S,

8
——
.
——
s
; L
3

G,
F,=0 DK =0
$ -G, -F, =0 $5-G,+F,=0
G=m-g G,=m,-g
F,=maq, F,=m,a,
a=a a,=a
S —m-g—m -a=0. S,—m,-g+m,-a=0.

Postavimo uvjete dinamicke ravno-
teze za sustave I, II 1 III koriste¢i tri
osnovna staticka uvjeta ravnoteze:

2LF =0
> =0
Y M=0.

> M, =0
S, r+M,-S§,-r=0
M. =¢-1

_ 2
I=mr

2
M,=¢-mr

S r+e-mr’=8,-r=0.

Pod uvjetom da je m, = m, m, = 5m, a m_ = 2m, izraCunajmo ubrzanje utega i-kutno ubrzanjekoloture.

Sy=my-g+m-a S,=m,-g-m,-a

m,=m m2=5m

Sy=m-g+m-a S,=5m-g—5m-a
Zaklju¢ak

Komentirajmo dobiveni rezultat.

Kako se u rezultatu! za,ubrzanje a u po-
tpunosti gube nepoznanice, zakljuc¢imo
da ubrzanje utega me ovisi o njihovim
masama i masi koloture, ve¢ o njihovim
omjerima. Takoder uo¢imo kako niti ra-
dijus koloture ne utjece na veli¢inu ubr-
zanja, ve¢ samo na veli¢inu kutnog ubr-
zanja.

(m‘g+m~a)«r+g-2mr2—(Sm-g—Sm-a)vFZO

a=&:r
(m.g+m-e-r)-r+e-2m’—(Sm-g=5m-g-r)-r=0 /:r
m-g-i—m-g-r+e-2mr—5m-g+5m~e~r=0/:m
g+e-r+e-2r-5-g+5-¢-r=0
gr+e-2r+ds-r=5g-g

85r=4g/:8r
1
2 r
a=r.8.,
2 r
1 1 m
a=—-g=—-9,81=49 —
2873 s’
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Na slici 1.3. prikazan je sustav za koji treba postaviti dinamicke uvjete ravnoteze. U prethodnom primjeru vidjeli smo
kako se primjenjuje nacelo rastavljanja slozenog sustava na jednostavnije primjenom oslobadanja od veza. Primijeni-
mo steceno znanje, kako je prikazano na slici 1.4.

Pogled u statiku

Ako je uze prebaceno preko nepomicéne koloture ili neke druge kruzne plohe, a izmedunjih I&OSt}ﬁ}enje I, tada
Ce sila na aktivnom kraju uZeta S, biti jednaka sili S, na pasivnom kraju uzeta.

°
ili neke druge kruzne

Slika. 1.4.
Blok, nepomic¢na kolotura i uteg oslobodeni veza

5= S=s.00 ZE=0
FyN6=) ¢ =90° S,+F,—G, =0
Gl=m1 g A—E Ezzmz.az
Ey—-m-g=0=F =m:-g =3 G,=m,-g
ZF;=0 S2=Sl-euz (1) Sy+my-a,—m,-g=0
—F,—F+5 =0 S, =m,-g—m, a, ()
Fy=ma,
) E:.U'FN
2
. T mzl F=pum-g
Slika. 1.3. s —0
Blok, nepomicna T ey g =

kolotura i uteg G, S=m-a+um-g (I)
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Iz kinematskih uvjeta znamo da je a = a, = a,. Izjednacimo izraze II i
I po S,

d
S-e?=m,-g—m,-a.
Uvrstimo vrijednost za S/ iz izraza I:

T
uE
(m-a+p-m-g)e?=m,-g—m,-a.

Pretpostavimo da je m = 2m i m, =10m 1\da je faktor trenja u = 1/10.
Tada se dobiva:

1 z
5_ " .2 l
& 10
a:

7r

e +5

Uvrstavajuc¢i dobiveni izraz za a wizraz I, dobiva se:

1 =
S5——-e®
1710 i
S=m——"F—~+—m'g
r 10
e +5
5—i~e%
10 1
Sy=mg L U S
z 10
e +5

UvrStavajuci izraz za S, u izraz I1, dobiva se:

L3

20

5—-—-e
10 1 =
S, =mg +— |e

T

e +5
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z Snaga i stupanj iskoristivosti

2.1. Mehanicka snaga

Slika 2.1. Slika. 2.2.
Koristenje snage konja Suvremeni motor
- B Rr: U davna vremena, kao na slici 2.1, kad su se brojni radovi obavljali
‘| koriStenjem konjske snage, normalno je da je i pojam'snage bio ve-

zan za snagu konja. Tako je i prva jedinica za snagu bila nazvana:
konjska snaga, skraceno KS.

Jedna konjska snaga, KS, je snaga potrebna za podizanje 75 kg na
visinu od 1 m za vrijeme'ed 1 s,

S vremenomj pocevsi 0di1960. godine, uveden je ISO sustav jedini-
ca; 0 kojem)je bilo rijeci na pocetku knjige. U tom se sustavu snaga
izrazava-drugom jedinicom, nazvanom vat, W. Svoje ime je dobi-
la_poJamesu Wattu, engleskom fizi¢aru. Tako suvremeni strojevi,
kakav je onaj na slici 2.2., imaju snagu izraZzenu u toj suvremenoj
mjernoj jedinici.

Jedan vat, W, je snaga potrebna za obavljanje rada od jednog dzula,

Jzals.
Slika2.3.
Za ilustraciju definicije mehanicke snage iskoristimo Radnik podize teret sile teZine G na visinu h. Tada obavlja rad
vec poznatu sliku 11.7. W= G- h,J. Ako uvedemo jos i vrijeme potrebno da se taj rad

obavi, mozemo re¢ida je P = n W .
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S obzirom na to da se joS uvijek ¢esto susrecu i stara, KS, i nova jedini-
ca, W, potrebno je znati odnos medu njima.
Tako je 1 KS =0.73549875 kW.
Sada spomenimo i kako se opcenito definira snaga.

Snaga je rad obavljen u jedinici vremena.
Kako bismo stekli bolji osjecaj o pojmu'mehanicke snage, spomenimo i
to da je snaga proporcionalna brzini kojom savladavamo neku silu.
Kako je ve¢ reCeno, rad mozemo izrazitikao V= F_-s, J.

F s

Prema definiciji snage-slijedi: P = i =——=F - vW.
t t '

Dobivena.snaga nikad ne moze biti ve¢a od uloZene.

Omijer izmedu dobivene i ulozene snage se naziva korisnost ili stupanj
iskoristivosti.i-obiljezava se gr¢kim slovom n (eta). Naglasimo kako taj
ormjer nikad ne moze biti veci od 1.

_L
R
Primjer 1.
Kolika je snaga potrebna da bi se blok gibao stalnom brzinom od 72 kmh-'?
m=10kg m s m
s=2m / /
u=0,1 , R e
v="72kmh'=20ms’' F ; | F
P A G i B G i s
e
7' _— —_— —_—
D\ F TR
P=T-v
T=F, p
P:m.g.'u.v
P=10-9,81-0,1+20
P=196,2 W
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Pitanja za ponavlja nje:oooooooooooooooooooooooooooooooo

\ N\
1. Kako se definira snaga? %
2. Navedite mjerne jedinice za

3. Definirajte 1 W.
4. Definirajte 1 KS.
5.5toje stupanj @tl osti nage i kako se ra¢una?

6. ZastoKJ anJ i |vost| snage ne moze biti veci od 1?7
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klipni mehanizam
jednadzZba ocuvanja energije
translatorno gibanje
rotacijsko gibanje

planarno gibanje
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* lipoznati se s osnovnim dinamickim zakonitostima jedniastavn &anizama
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3 Dinamika jednostavnih mehanizama

Slika 3.1.
Edukativni mehatronicki uredaj

U suvremenoj mehatronici koristi se mnogo tradicionalnih me-

hanizama s podrudja strojarstva ¢iji je-rad potpomognut suvre-
menim elektronickim sklopovima.

Na slici 3.1. prikazana je pokretna traka (1) regulirana s dva
senzora. Brojem (2) prikazan je vertikalni podiza¢, a brojem (3)
okretna ploca.

Svaki od tih mehanizama, ukljuc¢ujuéi i najsuvremeniju robotsku
ruku, podlijeze zakonima statike, nauke o ¢vrsto¢i i dinamike. U
ovom poglavlju ¢emo na pojednostavljen nacin predstaviti dina-
miku tih i slicnih mehanizama.

Slika 3.2.
Robotska ruka
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Pogled u kinematiku

Prisjetimo se ravninskog gibanja iz kinematike.
Na slici a) prikazano je kruto tijelo kako se giba
translatorno. To znaci da se sve njegove tocke gi-
baju jednakom brzinom v.

Na slici b) prikazano je kruto tijelo kako se giba
rotaciono. Sve njegove tocke gibaju se jednakom
kutnom brzinom. 1z toga slijedi da se tocka 4 giba
oko toc¢ke B na radijusu AB kutnom brzinom o,
a tocka B oko toc¢ke 4 na radijusu BA jednako
tako s kutnom brzinom w. Kako su radijusi 4B i
BA jednaki, brzine v, . iv,  takoder su jednake,
ali suprotnog smjera. Matematicki izrazeno: to
glasi:

v = 4B
Vi s =w- BA
AB=BA
Vi = Vpia

Dakle, iznosi brzina su jednaki. Na crtezu b) uoci-
mo kako su im smjerovi razli€iti, $to znaci da je

Va/B =—VBj4.

Na slici ¢) prikazano je planarno gibanje kod ko-
jeg kruto tijelo istovremeno i rotira i translatira.
Dakle, kako bi se dobila ukupna brzina tocke, po-
trebno je samo zbrojiti vektore sa slike a) i slike
b). Iz toga slijedi:

V4=V +Van

VB =V4+VBia.

Kako na ovom mjestu ne bi ‘ponovno,izvodili izraze za
ubrzanja tijela koje istoviemeno translatira ubrzanjem a

1 rotira kutnim ubrzanjem &, uocimo sli¢nost ponasanja
brzina s ponasanjem-ubrzanja;

;l 4= ;lB + ZIA/B

;13 = ZA +ZIB/A o

Pritom imajmo u vidu da je:

;’A/B =dyp +EitA/B

api4a = 5',;//1 +5; 4

a,, =¢ AB

Ay, =& BA

Kako su duljine duzina AB i BA jednake, a sve tocke
krutog tijela rotiraju jednakim kutnim ubrzanjem e, proi-
zlazi da su im tangencijalne komponente-ubrzanja jedna-
ke a, , =a, ', adasurazligite po smjeru;

= i]

= o_

Ayp =4 -

Za normalne komponente ubrzanja-vrijedi:
n— n— 2% AR

aA/B aB/A g AB :

Prisjetimo se kako'je-vektor ubrzanja a
ma tocki B,a a

R
5 Usmjeren pre-

4, J€ usmjeren prema tocki 4.

Translatorno gibanje

Rotaciono gibanje

Planarno gibanje
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Slika 3.3.
Klipni mehanizam

Slika 3.4.
Plan polozaja

Klipni mehanizam na slici 3.3. pokretan je zrakom pod stalnim pritiskom
p. Zrak tlac¢i klip promjera d i proizvodi stalnu silu F koja gura klip prema
dolje. Klipovi su povezani klipnom motkom duljine / i zbog toga se na-
laze u kinematickoj vezi. Ako je u poc¢etnom polozaju na slici a) mehani-
zam mirovao, izracunajte brzinu klipova u krajnjem poloZaju prikazanom
na slici b), ako je m, =m, m,=m,m =0, a = 45%ap.= 30°.

Postavimo jednadzbu ocuvanja energije tako da referentnu ravninu po-
vucemo kroz tocku 4, neuzimajuci u.obzir masu motke m,,.

NE=E

m-g-h+W, =

sz mv2 V2
1A+LB+C

2 2

Iz trokuta naslici 3.4. vidljivo je kako je klip pod djelovanjem sile F'
presao put 2.-Zato mozemo reci da je:

W.=F “h.

17 1zraza za silu pritiska /' =p - 4, gdje je 4 povrSina klipa promjera d,
dobivamo:

d’n
F=p-
p 4 2
UvrStavanjem u izraz za rad W, dobivamo W, = p-h- d47r .
Iz plana brzina na slici 3.5. vidimo da je v, = w, . - sin B, a

V.=V, cosp.

Uvrstimo navedene izraze u jednadzbu zakona o ocuvanju energije.

& _m(vifyOsB) (v sinp)’

m-g-h+p-h-
18 p 5 >

VA /B’

Vs =0 AB, AB=l=w,, , =

2

mlgh+p.h%: m (VA'/B'.COS[})2 +m2 (VA,/BnSinﬂ)z

2 2
2 . 2
h- m~g+p-d2ﬂ =m(VA'/B"COSﬁ) +m(VA./B,-smﬂ)
h- m.g+p.d2ﬂ :m'VA'/B'Z'COSZ,B+m'VAv,B.2-Sinzﬂ
2
m-v 2. Q 2 1 Y
nlm. o+ d*n 3 e 2 +m'VA'/B' 15
gTp 1 3 >

h. m.g+p. =




Slika 3.5.
Plan brzina

Slika 3.6.
Odnos kutne brzine T brzine tocke A" na kraju
Stapa

5
1<

Slika 3.7.
Odnos pomaka toc¢ke A'na kraju Stapa i tocke
C'u tezitu Stapa

Tehni¢ka mehanika za mehatronicare 2

AN 7

d*n 3 8
h.(m‘g_kp.TJ:gm.vAvaz/.%/.\/_

d’r\ 8h d’r )\ 2h
Vg =,[| M-&+ D 4 '%:2 m-g+p- 4 E

1z odnosa kutnih brzina na slici Iz trokuta plana polozaja
3.6. proizlazi da je: na slici 3.4. vidljivo je:

h=Ising —Isin

Vg =@ A'B'= 0070 -1 \/5 .
Vs h=1-——-]—
@ 4 p: 2 2
pop¥271
2

Uvrstavajuci taj izraz u izraz za v, . dobivamo:

N
( dzn}”il

Vg = Lm'g'f'p' 4 3m
/ dzﬂ' 41(\/5—1)
VA‘/B’:V m-g+p- il T

UvrStavajuci gornji izraz u jednadzbeza v, i v, dobiva se:

m-g+ -dzﬂ -%-cosﬁ—
grp 4 3m
d*z\) 2h 3 d*n )\ 2h
m-g+p- K -%sinﬂ—
grp 4 3m
A R A
WEPT a2 T T m

Prema relativnoj slozenosti proracuna za ovako jednostavan mehani-
zam mozemo zamisliti slozenost proracuna mehanizama u kojima su
ukjuceni i drugi parametri, npr. trenje, toplinski gubici, itd. Zato je ovaj
primjer dan radi razvijanja osjecaja za dinamicke veli¢ine, ali 1 kao ilu-
stracija i izazov za daljnje proucavanje mehatronickih mehanizama.

25
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Slika 3.8.
Prikaz nacina djelovanja klipnog mehanizma

Pitanja za ponavljanje:ooooooooooooooooooooooooooo

-

1. Nabrojite neke jednostavne dinamicke mehanizme.
2. Opisite rad klipnog mehanizma.
3. Kakvo gibanje obavljaju klipovi mehanizama? \

4. Kakvo gibanje obavlja klipna motka?
7~~~





