6.

Dvostruki integral

Diferencijalni i integralni ra¢un za funkcije jedne realne varijable razmatran je u
kolegiju Matematika 1. Podsjetimo se da odredeni integral funkcije f > O na intervalu
[a,b] predstavlja povrSinu ispod grafa te funkcije na zadanom intervalu. Do pojma
Riemannovog integrala dosli smo metodom upisivanja i opisivanja pravokutnika, pa
smo pritom definirali donju i gornju Darbouxovu sumu. Donje i gornje Darbouxove su-
me geometrijski predstavljaju aproksimacije povrSine lika ispod grafa zadane funkcije.
Gornji je Riemannov integral ogranic¢ene funkcije f bio infimum skupa svih gornjih
Darbouxovih suma, uzimajuéi sve razdiobe intervala [a, b]. Analogno, donji Rieman-
nov integral je supremum skupa svih donjih Darbouxovih suma. Ako su ta dva broja
jednaka onda je to Riemannov integral funkcije f na [a, b]. Analogno ¢emo definirati
pojam dvostrukog integrala, a kasnije i trostrukog integrala. Dvostruki integral je inte-
gral funkcije dviju varijabli, a podrucje integracije je dvodimenzionalno, StoviSe nalazi
se u ravnini. Opcenitiji pojam, pojam dvostrukog integrala na nekoj plohi koja nije
ravnina, bit ¢e obraden kasnije u tijeku kolegija. Taj pojam se naziva ploSni integral.
Diferencijalni racun funkcija vise varijabli je proucavan u kolegiju Matematika 2, a s
integralnim racunom nastavljamo sada. Za pripremu Ce biti potrebno prisjetiti se nekih
osnovnih ve¢ uvedenih pojmova, za pocetak to su grafovi funkcija dviju varijabli koji
se nalaze u Dodatku.

<
6.1. Dvostruki integral na pravokutniku
-]

U literaturi postoje razliciti pristupi definiciji dvostrukog integrala, a mi ¢emo se
ovdje prikloniti strategiji u kojoj se najprije krece s definicijom dvostrukog integrala
na pravokutniku, kao najjednostavnijem podrucju integracije. Uvest ¢emo razdiobu
zadanog pravokutnika na male pravokutnike. Nakon toga ¢emo definirati donju i gor-
nju Darbouxovu sumu za ograni¢enu funkciju z = f(x,y). Analognim postupkom
kao kod jednostrukog integrala do¢i ¢emo do pojma dvostrukog integrala Cija je ge-
ometrijska interpretacija, za funkciju f > 0, volumen cilindri¢nog tijela nad zadanim
pravokutnikom. Tijelo je s gornje strane omedeno plohom z = f (x,y) .
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Neka je zadan pravokutnik P = [a,b] X [c,d], a < b,c < d. Uzmimo razdiobu
(subdiviziju) segmenta [a, b]
a=x <X <...<Xp_1<Xp=2>b
i segmenta |[c, d]
C=y <YV < ...<Yp1 <yp,=d.

Svaki par segmenata [x;_,x], [yj—1,y;|,pri¢emu i=1,...,m,j=1,...,n,0d-
reduje pravokutnik P; = [x;_1,x;] X [yj—1,y;]. Time smo dobili razdiobu pravokutnika
P koju ¢emo oznaciti s 7, vidi sliku
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PovrSina pravokutnika Pj; je
(% = xi=1)(yj = Y1) = Lx; Ayj,

a duljina dijagonale \/(x; — x;—1)? + (y; — y/—1)>. Najdulju dijagonalu svih pravoku-
tnika P;; oznacit ¢emo s O(7) inazvat cemo je dijametrom razdiobe T.

Neka je f : P — R, ograniCena funkcija na promatranom pravokutniku P, §to
znadi da postoje m, M € R takvi da za svaki (x,y) € P vrijedi

m < f(x,y) <M.

Oznacimo
m;; = inf( y)ep, (X, ¥)
M} Sup(xy)EPl-jf(xay)'

Iz ograniCenosti funkcije f na pravokutniku P slijedi nejednakost m < m; < My <M
zasvaki i=1,...,m, j=1,...,n. Definirajmo sume koje su nam potrebne za defi-
niciju dvostrukog integrala. Sumu

szz] — Xi—1 (yj—yj—l)

i=1 j=1

nazivamo donjom Darbouxovom sumom, a sumu

ZZMZJ —Xi—1 (yj*yj—l)

i=1 j=1

nazivamo gornjom Darbouxovom sumom razdiobe 1
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Ako za svaki i = 1,...,m, j = 1,...,n odaberemo neku tocku (1;,§;) € P;
onda za zadanu razdiobu 7 moZemo definirati integralnu sumu

S'(m) =3 F(Mi &) — xim1) (3 — Yj1)-

i=1 j=I

Uocimo da sve tri definirane sume predstavljaju volumene. Svaki pribrojnik sume
je volumen kvadra nad pravokutnikom P;;, samo su visine kvadara razlicite. U donjoj
su to sumi infimumi od f na svakom P;;, u gornjoj su to supremumi, a u integralnoj
sumi visina je vrijednost funkcije f u nekoj tocki od Pj;.

Jasno je da za ovako definirane sume vrijedi

m(b —a)(d—c) < s(n) <S8 (n) <S(n) <M(b—a)(d—c).
Ako postojecoj razdiobi m dodamo barem jednu tocku pri dijeljenju segmenta |[a, b]
ili [c,d], tada éemo dobiti razdiobu pravokutnika P koja je finija od 7. Jasno je da je
donja Darbouxova suma nove razdiobe veca od s(7), a gornja suma nove razdiobe je
manja od S(7).

Vrijedi i tvrdnja da je svaka donja Darbouxova suma manja od bilo koje gornje
Darbouxove sume. Preciznije reCeno: ako su m; i 7, bilo koje dvije razdiobe pravo-
kutnika P, onda je s(m;) < S(m) i s(m) < S(m;). Ove nejednakosti dokazujemo
uvodenjem nove razbiobe 7 koja nastaje kad se na intervalu [a, b] uzme unija diobenih
tocaka razdioba @, i m, isto tako na intervalu [c,d]. Razdioba 7 je finija od razdioba
7 1 M, pa vrijedi

s(m) < s(m) < S(m) < S(mp)

s(m) < s(m) < S(m) < S(m).

Neka je A skup donjih Darbouxovih suma po svim razdiobama pravokutnika P,
na isti nacin definiramo skup B kao skup svih gornjih Darbouxovih suma. Iz gornjih
nejednakosti slijedi da je skup A omeden odozgo, a skup B omeden odozdo. Prema
tome postoji supremum skupa A i infimum skupa B koje oznacavamo

L.(f,P) = supA

I*(f,P) = inf B.
i nazivamo donjim i gornjim Riemannovim integralom funkcije f na pravokutniku P.
Iz upravo dokazanih nejednakosti slijedi 1. (f,P) < I*(f,P).
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Riemannov integral

Definicija 1. Ogranicena funkcija f : P — R je integrabilna u Riemannovom
smislu na pravokutniku P ako je

I*(f’P) :I*(f,P),

pri cemu se taj broj zove Riemannov integral funkcije f na pravokutniku P i ozna-

cava
//Pf (x,y) dxdy.

MoZe se pisati 1
/ [ (x,y) dxdy.
la,b] x [c.d]

Teorem koji govori o nuznom i dovoljnom uvjetu integrabilnosti funkcija dviju
varijabli analogan je teoremu za funkcije jedne varijable.

Teorem 1. (NuZdan i dovoljan uvjet integrabilnosti) Omedena funkcija f : P —
R, P = [a,b] x [c,d], je integrabilna na P ako i samo ako za svaki € > O postoji
razdioba w pravokutnika P takva da je S(mw) —s(w) < €.

Dokaz. Dokazimo najprije da iz integrabilnost od f slijedi da za svaki € > 0
postoji razdioba 7 takva da je S() — s(m) < €. Integrabilnost funkcije f znaci jed-
nakost gornjeg i donjeg integrala I.(f, P) = I (f,P) . 1z definicije supremuma skupa
svih donjih suma slijedi da za svaki € > 0 postoji razdioba 7; takva da je

€

I*(f,P) — S(TCl) < z

1z definicije infimuma skupa svih gornjih suma slijedi da za svaki € > 0 postoji
razdioba m, takva da je

S(m) — I*(f,P) < g

Neka je 7 razdioba dobivena uzimanjem unije diobenih tocke razdioba m; i m, na
intervalu [a,b], isto tako na intervalu [c, d]. Razdioba 7 je finija od razdioba m; i
pa vrijedi
s(m) < s(m
S(r) < S(m).
Prema tome, koristeéi gornje nejednakosti imamo
S(m) —s(n) <S(m) —s(m) =S(m) —I"(f,P) + L.(f,P) — s(m) < €.
Da bismo dokazali dovoljnost kre¢emo od tvrdnje da za svaki € > 0 postoji razdioba

7 takva da je
S(m) —s(m) < e,

§to povlaci
I"(f ,P) — L.(f,P) < S(m) —s(m) < &, Ve>O0.

Prema tome I*(f,P) — I.(f,P) = 0, paje f integrabilna funkcija. W
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Upravo dokazani teorem kaZe da omedena funkcija ima dvostruki integral na pra-
vokutniku ako i samo ako se razlika izmedu gornje i donje Darbouxove sume moze
uciniti po volji malom, uz uvjet da su stranice pravokutnika ve¢ dovoljno male. To
znaci da funkcija ima male oscilacije pri ¢emu oscilacijom funkcije f na P; zovemo
razliku M;; — m;; . Prisjetimo se Dirichletove funkcije koja za svaku racionalnu vrijed-
nost argumenta ima vrijednost 1, a za iracionalnu 0. To je klasi¢an primjer ograni¢ene
funkcije jedne varijable koja nije integrabilna upravo zbog velikih oscilacija. Analogno
¢emo definirati ogranicenu funkciju dviju varijabli koja nije integrabilna.

Primjer 1. Neka je P = [0, 1] x [0, 1]. Definiramo

(x,y) = 1 ako suxiyracionalni brojevi
flxy) = 0 ako xili y nije racionalan broj.

Za svaku razdiobu 7 je m; = 0, My = 1 za svaki i,j, pa je prema tome s(7) = 0,
a S(m) = 1 bez obzira koju razdiobu uzeli. Donji integral L.(f,P) = 0, a gornji
I*(f ,P) = 1, pa zakljuujemo da funkcija nije integrabilna.

Jednu klasu integrabilnih funkcija na pravokutniku ¢ine neprekinute funkcije.

Teorem 2. Ako je f : P — R neprekinuta na P. = [a;b] X [c,d] onda je i
integrabilna na P.

Dokaz. Bududi da je funkcija f neprekinuta na zatvorenom pravokutniku P, f je
na P i jednoliko (uniformno) neprekinuta. Podsjetimo se da jednolika neprekinutost
funkcije na P znaci da

Ve>038 >0VT, e PV, € P (||T1 —Ta|| <6 = |f(Th) —f(Th)| <€),

tj. za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za sve tocke T)(x1,y1), Ta(x2,y2) € P
vrijedi

\/(Xl — )24+ 1 —n)P <0 = |[f(xi,ym)—f(x2,n)| <e.

Uzmimo € = We(d—d , pa u skladu s gornjom definicijom postoji 6 > 0 takav

da za bilo koje dvije tocke iz P vrijedi
€
\/(xl Xz) =+ (yl y2) V(xl’yl) f(x25y2)| (b—a)(d— C)

Za taj 6 biramo razdiobu 7 takvu da je dijametar te razdiobe 8(7m) < . U takvoj
razdiobi se svaki pravokutnik P; moZe obuhvatiti nekim krugom polumjera 8/2. Bu-
du¢éi da gornja implikacija vrijedi za svake dvije tocke iz P, onda svakako vrijedi i
ako uzmemo tocku u kojoj se ostvaruje minimum funkcije f na Pj; i tocku u kojoj se
ostvaruje maksimum funkcije f na P;. Prema tome 0 < M; — my; < &, a iz toga
dalje slijedi

= &.

n m

S(m) —s(m) =D > (My — my) (x; — xi1) (3 — 1)

i=1 j=1

Sto po prethodnom teoremu daje integrabilnost funkcije f . B
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Uz uvjete Teorema 2. iz s(7) < S'(7w) < S(7) odmah slijedi da integralna suma
S’(m) ima isti limes kao S(x) i s(m) kada 6(m) — 0. Zorno je zapisati sljedeéu
jednakost jer u njoj vidimo kako iz sume S’(7) nastaje integral

Jim S S g anay = [ /P £ (x,y) dxdy.

i=1 j=1
Ovdje se vidi i razlog zasto dvostruki integral oznac¢avamo s izduZenim slovom S§.

Sljededi teorem, koji se obi¢no naziva Fubinijev teorem, omogucava nam racunanje
dvostrukog integrala pomocu jednostrukog.

Teorem 3. Ako postoji dvostruki integral funkcije f : P — R na P = [a,b] X [c, d|
onda je

//Pf(x,y)dxdyz/ab (/Cdf(x,y)dy) dx:/cd (/abf(x,y)dx> dy.

Dokaz. Uzmimo razdiobu pravokutnika P kao na pocetku poglavlja, neka je
Pij:{(x7y)‘xi—lgxéxivyj—lgygyj}v lzl)vmv jzlv"'vn'
Vrijedi
my < f(x,y) < My, zasvaki  (x,y) € Pj
pri ¢emu su
mij = inf(xy)ep, f(x,9)
Mlj — Sup(,ny)EPl-jf ()C,y).
Za bilo koji uévrséeni x} € [x;_1,x;] integriranjem gornje nejednakosti dobivamo

Vi
mij(yj — Yj=1) < & y)dy < My(y; — yji—1),

Yji—1

§to nakon zbrajanja po j uz oznaku Ay; = y; — y;_1 daje

n d n
> myy; < / Fdy)dy <> Myhy;.
j=1 ¢ j=1

Pomnozimo te nejednakosti s Ax; = x; — x;—; 1 sumirajmo ih po i

m n

m n m d
S S sy < 3 ( [ i dy> Ao <3S My,
i—1 \7¢

=1 j=I i=1 j=1
Uz oznaku

d
nmz/fww@

izraz s integralom u prethodnoj nejednakosti moZemo shvatiti kao integralnu sumu
funkcije 7(x) na intervalu [a,b]. Ostala dva izraza u nejednakosti su donja i gornja
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Darbouxova suma funkcije f na pravokutniku P. Bududi da integral po pretpostav-
ci teorema postoji, to znaci da razlika Darbouxovih suma S(7) — s(7) tezi nuli kad
6(m) — 0, paiz

s(m) <) I(¥)Ax; < S(7)
i=1

/ab](x)dx:/ab </Cdf(x,y)dy> dxz/[)f(x,y)dxdy.

Drugi izraz iz iskaza teorema dobije se ako se krene s integracijom po x. W
Uocimo da u sluéaju kad je podintegralna funkcija f (x,y) = 1, iznos dvostrukog
integrala po pravokutniku P je upravo povrsina U(P) tog pravokutnika:

//P dxdy = u(P).

Primjer 2. IzraCunajmo dvostruki integral

// sin (x + y) dxdy,
P

ako je podrucje P omedeno pravcima x = 0,x = 5,y =0,y = 7.

slijedi

Integral éemo racunati u oba poretka. Ako najprije racunamo integral po y onda
imamo
dx

//Psin(x+y)dxdy:/0% (/Oﬁsin(x+y)dy> dx:/ogcos(x+y) o

5 5
= —/ (cos (x + ) — cosx) dx = 2/ cosxdx =2,
0 0

a ako rac¢unamo u drugom poretku onda imamo

T z b2 z
// sin (x 4y) dxdy = / / sin(x+y)dx | dy = —/ cos(x+y)| dy
P 0 0 0 x=0

T T
= —/ (cos(g +y) —cosy) dy:/ (siny + cosy) dy = 2.
0 0

T

Primjer 3. Izracunajmo dvostruki integral

// x°y dxdy,
P

ako je podrucje P omedeno pravcima x =2, x =4, y =3, y = 4. Racunamo

4 4 4 4
// Fydxdy = / / X’y dy) dx :/ X (/ ydy) dx
P 2 3 2 3
4 2 4 4
= / xzy— dx = z/ Xdx = %
2 2 ly=3 2 J, 3
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Uoc¢imo da je u ovom slucaju zadani dvostruki integral jednak umnosku jedno-
strukih integrala tako da vrijedi

4 4
//xzydxdy :/ xzdx~/ ydy,
P 2 3

dok se u prethodnom primjeru dvostruki integral ne moze svesti na umnoZak jedno-
strukih.

6.2. Dvostruki integral na omedenom skupu
|

U prethodnom smo poglavlju definirali pojam dvostrukog integrala na pravoku-
tniku i dokazali neke osnovne teoreme. Naravno, neemo uvijek integrirati samo po
pravokutniku, pa je potrebno prosiriti definiciju za slucaj kad integriramo po nekom
omedenom podskupu ravnine. Ideja je jednostavna, pretpostavimo da Zelimo integrirati
neku neprekinutu funkciju f na omedenom skupu D C R?. Skup D moZemo upisati
u neki pravokutnik P, a funkciju f zamijenimo funkcijom £ koja sena D podudara s
funkcijom f,ana P\ D jenula. U ovom poglavlju éemo pojasniti jednakost traZzenog
integrala funkcije f na D iintegrala funkcije f na P. Tajednakost nije ocita jer ovako
definirana funkcija f mo#Ze imati prekide na rubu od D . Navedimo najprije teorem koji
¢e nam omoguciti definiciju dvostrukog integrala na D pomocu dvostrukog integrala
na pravokutniku.

Teorem 4. Nekaje f : P — R, P = [a,b] X [c,d], omedena funkcija neprekinu-
ta na P osim u tockama neke krivulje K koja se sastoji od konacno mnogo grafova
neprekinutih funkcija. Onda je funkcija f integrabilna na P.

Necemo navoditi dokaz, nego cemo samo iznijeti ideju dokaza. Nakon uvodenja
razdiobe pravokutnika P na male pravokutnike P;;, uo¢imo one P;; koji sijeku krivulju
K itaj skup nazovimo ¢. Znamo da je neprekinuta funkcija integrabilna tj. da za svaki
€ > 0 postoji razdioba 7 takva da je

S(m) — s(m) < €.
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Treba provjeriti da doprinos pravokutnika iz ¢ nece poremetiti gornji uvjet. Razlika
maksimuma i minimuma funkcije na ¢ je omedena, ali je ukupna povrSina od ¢ mala,
pa dobivamo da ée funkcija f i dalje biti integrabilna.

Definicija 2. Neka je D C R? podrucje omedeno zatvorenom krivuljom K koja
se sastoji od konacno mnogo grafova neprekinutih funkcija. Neka krivulja K nema
samopresijecanja (jednostavno zatvorena krivulja) i neka paralele s osi x is os y sijeku
K u najvise dvije to¢ke. Neka je funkcija f : D — R, D C P, P = [a,b] X [c,d]
neprekinuta na D inekaje f : P — R definirana s

~ X, X, D
Flxy) = { J(;( Y ((x,yy))eeP\D.

Definiramo dvostruki integral na D jednakoscu

/ /D 75y dvdy = /P f () dxdy.

Po prethodnom teoremu znamo da integral po P postoji i ne ovisi o izboru pravo-
kutnika P.

Napomena. Ako imamo podrudje ¢ijirub paralele s osi x ili osi y sijeku vise od
dva puta, onda podrucje dijelimo na viSe podrucja kao na slici.

Napomena. Vjerojatno se netko zapitao da li smo dvostruki integral mogli odmah
definirati na podrucju D bez definicije na pravokutniku. Da, mogli smo odmah napra-
viti razdiobu skupa D na pravokutnike P;; kao na sljedecoj slici. Pri tome bismo morali
imati dvije razdiobe, jednu upisanu u D, Ciji su pravokutnici na slici sive boje i jednu
opisanu, C¢iji su pravokutnici deblje uokvireni na slici. Treba se uvjeriti da skup svih
donjih 1 skup svih gornjih suma ima isti supremum, odnosno infimum bez obzira na
to da li promatramo sve "vanjske" ili sve "unutarnje" razdiobe. "Vanjska" razdioba se
razlikuje od "unutarnje" po tome Sto ima pravokutnike koji sijeku rub od D. U gornjoj
sumi doprinos tih pravokutnika ne prelazi Mp, pri cemu je M gornja meda funkcije
na D, a p je zbroj povrSina pravokutnika koji s rubom od D imaju barem jednu tocku
zajednicku. Kad dijametar razdiobe teZi nuli, tada i taj doprinos ide u nulu. Sli¢no je
i s donjom sumom, pa mozemo zakljuciti da doprinos na rubu ne mijenja vrijednost
integrala.





