1.

Kvadriranje i drugi korijen
racionalnih brojeva

1. Kvadriranjeracionalnihbrojeva . .. .. ........ .. ... ... .. ... 2

2. Kvadrat zbrojadvau racionanihbrojeva . . .................... 5
3. Kvadrat razlike dvaju recionalnih brojeva . . . .. ................. 7
4. Razlika kvadrata dvaju racionalnihbrojeva . . .. ................ 10
5. Graf funkcijekvadriranja . .. ... ... ... 12

6. Svojstvafunkcije kvadriranje . . ... ... . 14

7. POtENCITaN@. . . o ot 16

8. Zbrgjanjei oduzimanjepotencija . . ... ... ... 17

9. MnozZenje potenCija . . . .o v v 18
10. Dijeljenjepotencija . . . . . .o 20
11. Potenciranje POtenCija . . . . .. ..o v v 22
12. Drugi korijen pozitivnih racionanih brojevainule . .............. 23
13. Odredivanje i izratunavanje vrijednosti drugog korijena racionalnih brojeva26
14. Kvadratnajednadzba a@ =b ... ... 27
15. Graf funkcijedrugi korijen ... ... .. 30
16. Svojstvadrugog korijena. . .. ... ... 32
17. Raciondiziranje nazivnika ... ... ......... ... 37



N

1. KVADRIRANJE | DRUGI KORIJEN RACIONALNIH BROJEVA

1.1. Kvadriranje racionalnih brojeva
|

Ako znaS mnoziti racionalne brojeve, izraCunati povrSinu kvadrata i
oplo§e kocke, slakotom €es usvojiti sadrzaj ove cjeline.
Provjeri svoje znanje rjeSavanjem zadataka:

R zadatak 1. |zraCungj:

1) 57-86; 2) 35-0.7; 3) 357-9.6; 4 ;—Srg
1
5) 51-0.5.
R zadatak 2. IzraCungj povrsinu kvadrata, Cijaje duljinastranice:
1) 2cm; 2) 0.5dm; 3) gm; 4) 1%km.

QY zadatak 3. 1zratung oploge kocke, &ijaje duzina brida:

1) 2cm; 2) 0.5dm; 3) gm; 4) 1%1km.

Cemu jejednakapovriina P kvadrata, &ijaje duljinastra-
nice a?

&= Rjesenje.

a

P=a-a=a’.
Umijesto a- a, zapisano je krate a (Citaj: a nadruguili a nakvadrat
ili a kvadrat).

Kad nekom broju a izraunavas a® (kvadrat broja), kaze se daje broj
a kvadriran.
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Dakle, kvadrirati neki broj zna€i uzeti ga dvaput kao faktor:
a’=a-a
Jedinice za mjerenje povrSine su kvadrati, zbog Cega ih opisuje pridjev
kvadratni, npr. kvadratni milimetar (mm?), kvadratni centimetar (cm?),
kvadratni decimetar (dm?), kvadratni metar (m?), kvadratni kilometar
(km?) itd.

Promotri tablicu:

12| 1] 3 2
x |1|-1]0/3| 3|3 |5 |5 || 04| 55
104 1] 09 289
2 ol sl I 289
1] 1jol9l 9|2 o] 7|06

12=1-1=1, (-1)?>=(-1) - (-1)=1, 0°=0-0=0, 3?=3-3=9 itd.

& Riesenje. UoCi dasu 0i 1 racionani brojevi jednaki svojim
kvadratima. (MoZe se dokazati da su to jedini racionani brojevi s tim
svojstvom.) %

Kvadrat svakog racionalnog broja x # 0 jepozitivni racionalni
broj.

Kvadrati racionalnih brojeva, koji imaju jednake module, jed-
naki su brojevi.

Zasvaki racionalan broj x vrijedi:

(%)= (%) (=x) =x-x=x*  (x€Q).

O apsolutnoj vrijednosti ili modulu trebas znati:

Apsolutna vrijednost ili modul racionalnog broja x jest broj |x| koji
jejednak x, ako je x veti ili jednak nuli, ajednak je —x ako je x manji od
nule. Krace: _

X, akojex >0
IX| = { 0,akojex =0
—X, akoje x < 0.
UoCi daje tada:

VX2 = |x|.
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Ako jemodul racionalnog broja x # 0 manji od 1, ondaje kvadrat toga
broja manji od njegova modula:

x| <1 = X2 <|x].
Ako je modul racionalnog broja x # 0 ve€i od 1, ondaje kvadrat toga broja
veCi od njegova modula:

X| >1 = x%>|x|.
Kvadrati racionalnih brojeva su nenegativni racionalni brojevi, tj. oni su
elementi skupa Qo = Q* U {0}.

Y zadatak 4. Napi§ kvadrate svih jednakoznamenkastih:
1) prirodnih brojeva; 2) cijelih brojeva.

@ Zadatak 5. Koliko sve znamenaka moze imati kvadrat dvoznamenka-
stog broja?

R zadatak 6. Kvadrirg) brojeve:

1 2 1
1) = 2) — 3) ZZ’ 4) —1.2; 5) 0.006.
R zadatak 7. Kvadrirg) brojeve:
1) 10; 2) 100; 3) 1000; 4) 10000;
5) 100000; 6) 0.1, 7) 0.01; 8) 0.001;
9) 0.0001; 10) 0.00001.

R zadatak 8. PrepiSi tablicu u biljeznicu, zatim jedopuni odgovarajucim
brojevima:

X | 5|05 0.05| 0.005

R zadatak 9. IzraCunaj povrsinu kvadrata, Cija stranicaimaduljinu:
3 1 3
1) 0.1m; 2) de, 3) 3§cm, 4) <O'5+Z) m.

R zadatak 10. |zraCunaj oploge kocke Cijaje duljinabrida:

1) 0.1m: 2) de; 3) 3%cm; 4) <0.5+2)m.
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1.2. KVADRAT ZBROJA DVAJU RACIONALNIH BROJEVA

Dokazi da je kvadrat neparnog broja neparan broj.
& RjeSenje.  Ako se neparan broj napise n = 2a + 1, gdje je
a € Np,ondaje:
N’ = 4a® 4+ 4a+ 1 = 2(2a% + 2a) + 1.
Zbog neparnosti broja 2(2a? + 2a) kojemu je pribrojen neparan broj 1,
kvadrat neparnog brojaje neparan broj. é;

O\ Zadatak 11. Dokazi daje kvadrat parnog broja paran broj.

A zadatak 12. Ako je r?(n? € N) paran broj, tadajei n paran brgj.
Dokazi.

1.2. Kvadrat zbroja dvaju racionalnih brojeva

|zratunaj kvadrat zbroja dvaju racionalnih brojeva a i b.

& Riesenje.
(a+b)? = (a+b)(a+b) — definicijakvadriranja;
= (a+b)a+ (a+b)b — distributivnost mnozenja,

sobzirom na zbragjanje;
=a-a+b-a+a-b+b-b —distributivhost mnozenja,
sobzirom na zbrajanje;

—a’+a-b+b-at+b? — komutacijamnoZzenja
i definicijakvadriranja;
—a’+ab(1+1)+b? — distributivnost mnozenja,
s obzirom na zbrajanje;
= a?+ 2ab+ b? — komutativnost mnozenja.

RijeCima:

Kvadrat zbroja dvaju racionalnih brojevajednak je zbroju kva-
drata tih brojeva uvetanom za dvostruki umnozak tih brojeva.
o
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Q zadatak 13. Prema rieSenju iz prethodnog primjera (a + b)? = a2 +
2ab + b? izratunaj:

3 1)2 1\2 1 1\2

2. ~ - . - . = = .

D 5+2% 2 (3+5) 3(05425)5 4 (5+3)

5) (10+5)%; 6) (24+25)2; 7) (100+1)2; 8) (c+ d)2.

Zapozitivneracionalne brojeve a i b moze se kvadrat zbroja
(a+ b)? = & + 2ab + b?
geometrijski predstaviti.
Uodi dijelove kvadrata, duljine stranica a + b, istaknute na dlici:

ab B
a’® ab
a b

a+b

PovrSinakvadrata, duljine stranice a + b, je:

ab
a+b = a? + +| b

ab

— /1 2
lzratungj: (Za+1)".
& Riesenje.

(Ga+1) = (Ga) +2 ja-141

1, 1
= & A+l &
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1.3. KVADRAT RAZLIKE DVAJU RACIONALNIH BROJEVA

R zadatak 14. |zraCung:

yiwesr 2 (eea)s 9 ()’
4) (10p+129)2;  5) <%+15x)2; 6) (0.5a+%b)2.

Vrijedi i obrnuto:
a + 2ab+ b? = (a+ b)2.

Q zadatak 15. Napi§ u obliku kvadrata zbroja

_ 1 4 16
1) 9442 + 49; 2) Z+§+§’
1 1
3) 9a? + 36ab + 36b?; 4) 1—6x2+§x+1;
1 1 1, 9 , 16 ,
5) m—f—l—OZ‘FZZ, 6) 16a +28b+9b

1.3. Kvadrat razlike dvaju racionalnih brojeva

|zratunaj kvadrat razlike dvaju racionanih brojeva a i b.
&= Riesenje. SjetasS|i se to znaci od broja a oduzeti broj b?
TojeistoStoi broju a pribrojiti suprotan broj (—b).

a—b=a+ (—b).

Sadati ne bi trebalo biti teSko pomocu kvadriranja zbroja kvadrirati razliku
dvaju racionalnih brojeva:

(@a=b)* = (a+ (—b))?
— a® + 2a(—b) + (—b)?
— a? — 2ab + b2,
RijeCima:

Kvadrat razlike dvaju brojeva jednak je zbroju kvadrata tih
brojeva umanjenom za dvostruki umnozak tih brojeva.

Fal

EV
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QY zadatak 16. Prema rjegenju iz prethodnog primjera, (a — b =
a? — 2ab + b?, izratungj:

D522 2 (5-3) 9(2;08) 4 (5-4)
5) (25— 24)%; 6) (49—40)%; 7) (100—1)%; 8) (c—d)?.

Zapozitivnebrojeve a i b i a > b moze se kvadrat razlike
(a—b)? =a? — 2ab + b?
geometrijski predstaviti.
UoCi kvadrat duljinestranice a, odnosno (a— b)+b i njegovedijelove.
Zapovrsine likovaistaknutih na dlici:

(a-b)b b’

(a-b)* (a-b)b

a-b b

vrijedi:
(a—b)%2+ (a—b)b+ (a—b)b + b? = a
(a—b)2 4+ ab—b?+ab+ b? = a?
(a—b)?=a?—ab—ab+ b?
(a—b)? = a? — 2ab + b?.

|zratunaj: (%a—l)z.

& RjeSenje.
a1~ (ta 2—Z-Ea-1+12
4 4 4
116a ——a+1 &
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R zadatak 17. |zraCung:

viwr 2 (ka9 ()’
4) (10p—129)2;  5) <%—15x)2; 6) (o.sa—%b)z.

Vrijedi i obrnuto:
a? — 2ab+ b? = (a— b)2.

Q zadatak 18. Napi& u obliku kvadrata razlike:

1) 9— 42+ 49; 2) %—g+%5; 3) 9a — 36ab + 360?;
1., 1 _ 1 11, 9 , 16, ,
4) 1_6X §X+ 1; S)ﬁ 1—OZ+ZZ, 6) Ea 2ab + §b'

Usporedi primjerei zadatke unutar tema Kvadrat zbroja dvaju racional-
nih brojeva i Kvadrat razlike dvaju racionalnih brojeva. Mozes zakljuciti:

Kvadrat zbrojajednak je zbroju kvadratatih brojevauvecanom
za njihov dvostruki umnozak, a kvadrat razlike takoder je jednak
zbroju kvadrata tih brojeva, ali umanjenom za njihov dvostruki
umnozak.

Dakle, zaracionalne brojeve a i b vrijedi:
(a+ b)? = a? + 2ab + b?.
Kvadrat zbrojai kvadrat razlike dvaju racionalnih brojeva Cesto se rabi
u skratenom raCunanju, npr.
1) 2082 = (200 + 8)%> = 200° + 2-200- 8 + &
= 40000 + 3200 + 64 = 43264;
2) 2982 = (300 - 2)2 =300° - 2-300- 2+ 22
= 90000 — 1200 + 4 = 88804.

R zadatak 19. |zraCung:
1) 503?; 2) 1025%; 3) 4952; 4) 9972;
5) 1001%; 6) 99997,
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1.4. Razlika kvadrata dvaju racionalnih brojeva

Nacrtaj sliku pravokutnikaduljine osnovice a-+ b, duljinevisine a—Db,
zatim gaizrezi iz papirai podijeli na dva sukladna trapeza kao nadlici:

b 0 a

(aPR)(a-b) a-b

atb

Slozi ta dva sukladna trapeza ovako:

Je li povrSinadobivenog lika a® — b??
Dobro zakljucujes:
a? —b? = (a+b)(a—b)

(a+b)(a—b) = a? — b
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RijeCima:

Razlikakvadrata a2 — b? dvaju racionalnih brojeva a i b jed-
naka je umno3sku zbroja a + b i razlike a — b tih brojeva.

Umnozak zbroja a+ b i razlike a— b dvajuracionalnih brojeva
ai b jednak jerazlici kvadrata a®> — b? brojevaa i b.

Daje umnozak zbrojai razlike (a+ b)(a— b) dvaju racionalnih bro-
jevaa i b jednak razlici njihovih kvadrata a — b?> moze se lako provijeriti
mnoZzenjem (distributivnost mnoZzenja s obzirom na zbrjanje):

(a+b)(a—b) = (a+b)a—(a+b)b
— a’+ab—ab— b? = a%— b

Q zadatak 20. Napi& u obliku umnogka zbrojai razlike:

1,2 /1,2
2  n2. - (= . 2 2.
1) 8 22; 2) (2) (4) . 3) (322 (22)%;
4) 49x2 — 36x2: 5) 100x% — 1; 6) 1— a’b?.
Q) zadatak 21. Napi& umnozak u obliku razlike kvadrata
1 1
1) (3a+2)(3a-2); 2) <2x+3)<zx—3),
1 1 1 1
3) (3§a+ 1) (3§a—1), 4) (0.5u+§v) <O.5u—§v),
5) (abc+ 0.1)(abc— 0.1); 6) (0.01+ xy)(0.01 — xy).
R zadatak 22. [zraCuna:
1) & - 62; 2) 982 — 972; 3) (5)2— (})2-
) ) 2 2 )
1\2  /3\2, 2 2. 3\2 2.
4) (22) _(Z) . 5) 0.852—0.15%:  6) <Z> — 0.752:

7) 1250° — 750%; 8) 9992 —1.
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lzratunaj povr&inu kruznog vijenca prema dimenzijama
sadlike.

&

& Riesenje. PovrSinakruznog vijenca P jednakajerazlici povrSine
P1, krugaduljine polumjera ry i povrsine P,, krugaduljine polumjerar,:

P=Py—Py=rin—rin = (r7 —r3)m.
Nakon zamjene ry = 3.5cm i rp, = 2.5cm dijedi:
P=(35%°—-25%)1 = (35+25)(3.5— 25)71 = 6- 11 = 6.

Povr&na kruznog vijencaje 6z cn?. &y

R zadatak 23. IzraCung] povrainu kruznog vijenca koji je omeden kru-
Znicama duljine polumjera:
1) ry =38dm, rp = 12dm; 2) rp=26m, rp =25m.

1.5. Graf funkcije kvadriranje

Funkcija (g : Q — Q) koja svakom racionalnom broju x(x € Q)
pridruzuje racionalni broj x?(x +— x?) naziva se kvadriranje u skupu
racionalnih brojeva Q.

Funkciju kvadriranja mozesS graficki predoCiti u koordinatnoj ravnini,
tako da proizvoljno odabranim vrijednostimaracionalnih brojeva x izracu-
nas pridruZeneim racionalne brojeve x2, zatim svakom tako uredenom paru
brojeva (x, x?) pridruZis totke ravnine, s obzirom na koordinatni sustav u
ravnini.
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Sve te toCke Cine krivulju koja se zove parabola®, a predocuje graf
funkcije kvadriranja. Kao Sto je u 7. razredu pravac bio graf linearne
funkcije f(X) = ax + b, ay = ax + b jednadzba pravca, tako je graf
funkcije kvadriranja f(x) = x? parabola, a'y = x? jednadzba parabole.

Predogi graficki u koordinatnom sustavu funkciju kvadri-
ranja f(x) = x2.

& Riesenje. U tablici su unesene proizvoljno odabrane vrijednosti
X | odgovaragjuceizratunate vrijednosti X?:

3 11 12,13
X —3—2—é —1—5051523
X% 9| 4 911 3031949
4 4 4|14 é)
Svim uredenim parovima oblika (x, x?): (—3,9), Y
39 11
L (2 13? o (22): ©O
(5:7), (L1, (—, —), (2,4), (3,9),...pridruzi
2.4 2 4 : _ o1
tocke ravnine s obzirom na odabrani koordinatni su- ol o
stav. o 1 X
4 Odredi3 li veti broj uredenih parova (x, x%) , mozes
im pridruzivati ve€i broj toCaka koordinatne rav-
nine i uvjeriti se da sve tocke pripadaju krivulji
) hiperboli. &5
o 1 x

R zadatak 24. Precrta) tablicu iz primjera 9, zatim je dopuni uredenim
parovima (x, x?) zavrijednosti broja x iz sljedeteg skuparacionalnih bro-
jeva

1 3 11 3.1
{5513 -232%)

1 Parabola, greki naziv ropaBoin znaGi odstupanje, zastranjivanje, hrvatski naziv hitnica.
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R zadatak 25. Koji od uredenih parovaracionanih brojeva: (—6, 12),

(~5.5,30.25), (—3%, %9) ,(—0.1, -0.2), (0.2, 0.04), (% —1—16), (2% 2745)

(10, 20) i (100, 10000) pripada grafu funkcije kvadriranja f (x) = x2?
Q Zadatak 26. KojaodtotakaA(—4. —16), B(~3,9), C(—2,4), D(~1, 1),
11 11 1 1
( ) ( ) G(0. 0), H(—, —> N (é’ —5),3(2, 4), K(4, —16),

4 16 . \4 16 . N
(0 1 0. Ol) N(—0.1, 0.01) nepripadagrafufunkcijekvadriranja f (x) =

@ Zadatak 27. U istom koordinatnom sustavu nacrtaj parabole koje pri-
padaju funkcijama: f(x) = x% i f(x) = —x°.

Q) zadatak 28. U istom koordinatnom sustavu nacrtaj parabole koje pri-
padaju funkcijama: f(x) = 2x2, f(x) = x2 i f(x) = :—2Lx2.

|
1.6. Svojstva funkcije kvadriranje

Parabola predocuje graf funkcije kvadriranje i
omogucuje da za svaki racionani broj x (aps-
cisa tocke parabole) odredis racionalni broj x?
(ordinata tocke parabole).

y
1. |z grafickog prikaza funkcije f(x) = x? uogi
da su vrijednosti funkcije, za bilo koji racionalni
broj x # 0, pozitivne. Za x = 0 je x* = 0, .
f(x) =0.
o 1 x

2. Zasuprotne brojeve x i —x vrijednosti funk-
cije kvadriranjasu jednake: f(x) = f(—x).
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3. Vetem od dva negativna racionalna broja y
funkcijakvadriranje pridruzuje manju vrijednost. !
X1 < X2 <0, /
Vi /
f(x1) > f(x2), /
odnosno /
y1 > Yo ili X2 > x3. %1%z x

4. Vetem od dva pozitivna racionalna broja

\ 4 funkcija kvadriranje pridruzuje vecu vrijednost.
\
\ 0 < X3 < Xg,
\\ Vi f(Xg) < f(X4),
N odnosno
\ ape 2 2
XX, X Y3 <VYa ili X3 <Xxj.

Uodi u tablici vrijednost x i odgovarajuce vrijednosti f(x) = x?, od-
nosno, kako se mijenja f(x) = x?, kad se mijenja x.

X — 00 / 0 e 400
f(x) =x? +0 N 0 /4o
Naiducoj slici mozes na zoran naCin shvatiti sadrzaj prethodne tablice.

Y

1,

o 1

Za vrijednosti x, lijevo do ishodista, vrijednosti funkcije kvadriranje
(f(x) = x?) sesmanjuju— padaju premaishodidtu (\).

Zavrijednosti x, desno od ishodista, vrijednosti funkcije kvadriranje
(f(x) = x?) se povetavaju—rastu od ishodidta ().

Vaznije funkcije kvadriranja koje trebas znati su: P(a) = &, povrsina
kvadrata duljine stranice a; O(a) = 6a®, oploge kocke duljine brida a i
P(a) = r?m, povrSnakrugaduljine polumjerar .





