Upute za uporabu

Kombinatorika na elementarnom nivou karakterizirana je vrlo malim bro-
jem novih pojmova i ¢esto vrlo teskim zadacima. Zato je ovdje dobra prilika da
se osvrnemo na tehniku rjeSavanja zadataka.

Da bi se uopée moglo govoriti o rjeSavanju zadataka, potrebne su zelja i
odlu¢nost da ih se rijesi. Citanje rjeSenja nema nikakve veze s rjeSavanjem za-
dataka. Ono pocinje uzimanjem papira i olovke.

Prvi problem koji se javlja pri rjeSavanju zadataka je razumijevanje zadat-
ka.

e Sto je zadano?

e Sto se trazi; kako su trazeni objekti uvjetovani zadanim objektima?
Lako je prepoznati je li zadatak jasan. Onaj tko je razumio zadatak, znat ée ga
prepricati vlastitim rije¢ima, nacrtati skicu, navesti primjere.

Kad znamo $to trebamo ¢initi, moramo odluciti kako éemo to ostvariti. Ide-
je samo rijetko padaju s neba — treba aktivno krenuti u upoznavanje zadatka i
pitati se na primjer:

e Zmam li neki sliéni zadatak? Ako da, koje su razlike u odnosu na rjeSavani
zadatak? Jesu li premostive?
e Kako bi trebalo izgledati rjeSenje?
e Znam li neka moguca rjeSenja, rjeSenja u posebnim slucajevima?
U ovoj fazi zgodno je napraviti skicu zadanih i trazenih objekata. Rezultat ove
faze je plan rjesavanja. Ukoliko se on kasnije pokaze neispravnim, vratit ¢emo
se u ovu fazu ili ¢ak sasvim na pocetak.

Nakon $to je plan razraden, zadatak treba poceti “rjeSavati”. Niti ova faza
nije sasvim mehanicka: pri provodenju zacrtanog plana moramo paziti pribliza-
vamo li se rjeSenju ili smo na putu da odlutamo ili se zavrtimo u krugu. Osim
toga, treba paziti dodajemo li zadatku nesvjesno nove uvjete koji olaksavaju
rjeSavanje (dodavanje novih uvjeta nije loSe, ali ga treba imati pod kontrolom,
jer moramo biti svjesni da u tom sluéaju vise ne rjeSavamo originalni zadatak).

Na kraju, nakon sto zadatak proglasimo rijeSenim, treba prvo provjeriti rje-
Senje. U svakom slucaju treba se pitati jesmo li dobili ocekivani rezultat. Niti
usporedba rezultata s rezultatima sli¢cnih zadataka nije naodmet. Kad utvrdimo
da je rezultat ispravan, moZzemo se prepustiti najinteresantnijoj, ali Cesto zane-
marivanoj fazi. Neoptereceni od pritiska da moramo rijesiti zadatak mozemo
prodiskutirati zadatak i njegovo rjesenje.
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e Mozemo li rezultat objasniti ili do njega doéi jos na koji nacin?
o Jesu li svi uvjeti zadatka nuzni? Sto se dogada ako neki od uvjeta ispusti-
mo?
e Koje su moguce generalizacije?
e Koje su posljedice zadatka?
Uvijek se mozemo pitati zasto se zaustaviti na prvom tocnom rjeSenju. ZasSto
matematika ne bi imala svoje stilske vjezbe?

Zbirka zadataka namijenjena je ucenju. Zadatke je pozeljno rjesavati re-
dom, pokusavajuéi svaki zadatak rijesiti. Mnogi zadaci imaju nakon rjesenja
napomene koje sadrzavaju smjernice za diskusiju: ukazuju na zanimljive kora-
ke u rjeSenju, postavljaju slicne zadatke i moguca poopcéenja. Nije ih pozeljno
preskakivati — one omoguéavaju bolje upoznavanje objekata s kojima se radi.
Pogotovo ako neki zadatak ne znate rijeSiti i procitate rjeSenje, napomena je
dobra prilika da ipak nesto od zadatka rijeSite samostalno. Tek tako zadaci
ulaze pod kozu.

Zbrku zadataka moze se poceti listati paralelno s rjeSavanjem zadataka iz
zbirke. PokuSajte za svaki zadatak vidjeti Sto se trazi, pa usporedite to s reper-
toarom koji vam nudi do tog trenutka svladana tehnika. Ako mislite da znate
rijesiti zadatak, pokuSajte ge rijesiti. Ako mislite da zadatak ne znate rijesiti,
potrazite nesto drugo ili dalje rjeSavajte zadatke iz zbirke.

Treéi dio sadrzava osnovne algoritme za prebrojavanje raznih objekata. Na-
kon §to se upoznate s prebrojavanjem, mozete ga poceti ¢itati. To moze biti na
primjer kad se umorite od “obi¢nog” prebrojavanja. Ali isto tako, ako nemate
ideju Sto poceti s nekim zadatkom, mozete ga prvo pokusati istraziti pomocéu
racunala, a zatim dobivene rezultate iskoristiti u rjesavanju zadataka.



1.

Uvodne vjezbe

Bavljenje kombinatorikom podrazumijeva poznavanje skupova i operacija sa
skupovima, te relacija i funkcija. Pri rjesavanju zadataka, cesto zadanih pricom
o objektima koje treba prebrojati, u prvom koraku treba prepoznati skupove
i operacije koji dobro opisuju zadane objekte. Kazemo jo§ da treba napraviti
matematicki model. To je najceSce i najtezi korak pri rjesavanju zadataka.

Ponovimo zato skupovne operacije i osnovna svojstva relacija i funkcija kroz
zadatke u kojima treba sloziti matematicke modele raznih objekata. Ovi zada-
ci nisu rijeSeni. RjeSavajte ih zato u paru ili manjoj skupini — to omogucava
kontrolu rjeSenja i razmjenu ideja.

U ovom se poglavlju nalazi i nekoliko rijesenih vjezbi koje se kasnije kao

¢injenice koriste u zadacima vezanim uz prebrojavanje.
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1. Neka je G skup svih gramofonskih ploc¢a neke osobe, C' skup svih njenih
kompakt diskova. OpiSite rije¢ima nekome tko ne vlada pojmovima “skup” i
“element” skupove GUC', GNC.
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2. Neka je K skup svih gramofonskih ploc¢a s klasicnom glazbom, a P skup
svih gramofonskih plo¢a na kojima netko pjeva. RijeSite zadatak analogan pret-
hodnom za ova dva skupa.

3. Nadite tri skupa disjunktna sa skupom P iz prethodnog zadatka.

4. Neka je ovdje P skup svih vagih gramofonskih ploc¢a na kojima netko pje-
va. Nadite nekoliko moguéih skupova X za koje je P U X podskup skupa svih
vasih gramofonskih ploca. Zatim P U X treba biti jednak skupu svih vasih
gramofonskih ploca. Presjek tih skupova ne mora biti prazan. Zadajte nekoliko
skupova X takvih da PUX nije podskup skupa svih vasih gramofonskih ploca.

5. Dokazite ili opovrgnite jednakost slijedeéih parova skupova. Jednakost sku-
pova (X =Y) dokazuje se obi¢no tako, da se prvo dokaze da je svaki element
skupa X ujedno i element skupa Y (X C Y'). Zatim se dokaze da je svaki
element skupa Y element skupa X i te dvije Cinjenice zajedno daju Zeljenu
tvrdnju. Jednakost se opovrgava nalazenjem protuprimjera — primjera za koji
nije zadovoljena jednakost. Ako skupovi nisu jednaki, nadite i dodatne uvjete
na skupove A, B i C kojima oni postaju jednaki. U svakom slucaju nacrtajte
Vennove dijagrame tih skupova.

AUB i1 BUA; AnNBiBNA

(AUB)UC i AU(BUC); (AnB)NnC i An(Bn()
(AUB)NC i Au(BnC); (AUB)NC i Au(Bn()
AN(BUC)i (ANB)U(ANB); AU(BNnC)i (AUB)N(AUB)

6. Podsjetite se §to znace pojmovi komutativnosti i asocijativnosti.

7. Vodi se sudski proces protiv covjeka optuzenog za 11 zloc¢ina. Za svaki od
njih postoje i drugi mogudéi pocinitelji.

Neka je univerzalni skup jednak skupu svih mogucih zlo¢inaca — pocinitelja
barem jednog od tih zlo¢ina. Definirajte i ostale skupove potrebne za ovaj sudski
proces i odgovorite na pitanje: kako pomocu skupova mozemo izreéi optuzbu?

Jedan sudski vjestak rekao je da je svih 11 zlo¢ina pocinila ista osoba. Iz-
razite to skupovno.

8. Neka je E skup svih ucenika jedne skole koji uce engleski jezik, N skup
svih onih koji uée njemacki. Opisite rije¢ima skupove E\ N, N\ E, EAN.

9. Neka je jo§ T skup svih ucenika koji uce talijanski jezik. Izrazite pomocu
skupova E, N i T, te do sada definiranih skupovnih operacija skup svih uce-
nika koji uce samo talijanski. Ucinite to na dva nacina. Izrazite zatim skup svih
ucenika koji uce to¢no jedan, te skup ucenika koji uce to¢no dva od navedenih
jezika. Oznacite sve dobivene skupove na Vennovom dijagramu.

10. Je li skupovna razlika komutativna operacija? Asocijativna? Oznagcite
potrebne skupove na Vennovim dijagramima. Ako mislite da je odgovor na
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pojedino pitanje pozitivan, dokazite odgovarajuéu tvrdnju. Ako mislite da je
odgovor negativan, nadite protuprimjer.

11. Na maturi je bilo po jedno pitanje iz hrvatskog jezika, biologije, fizike,
matematike, latinskog i povijesti umjetnosti. Svaki je ucenik ponesto napisao
kao odgovor na svako od pitanja, ali je potpuni odgovor dao samo iz nekih. Oni
koji su potpuno odgovorili na tri pitanja polozili su maturu s dovoljnim uspje-
hom, oni koji su odgovorili na Cetiri s dobrim. Za pet tocnih odgovora ocjena je
bila vrlo dobar, a za Sest izvrstan.

Ako je kao univerzalni skup zadan skup svih ucenika skole koji su u tom
ispitnom roku polagali maturu, definirajte ostale skupove potrebne za opisiva-
nje ovog problema. Skupovi trebaju biti takvi, da se iz njih do sada definiranim
skupovnim operacijama mogu rekonstruirati svi podaci. Primjer loSe definiranih
skupova su skupovi ucenika slozenih prema dobivenoj ocjeni: O1, Oz, O3, Oy, Os
(zasto?).

12. Neka je U skup ucenika jednog razreda. Nadite komplemente skupa svih

djevojcica, zatim skupa svih odli¢nih, te skupa svih ucenika koji iz tjelesnog
imaju ocjenu 1 ili 5. Skupa svih djevojcica koje iz tjelesnog imaju 5. Koji su
sve skupovi ovdje bili u igri? Skicirajte ih.

13. Neka je S neki skup skolskih svjedodzbi. S ¢ée u ovoj vjezbi biti uni-
verzalni skup. Neka je O; skup svjedodzbi s barem jednom ocjenom izvrstan,
O, skup svjedozbi sa svim izvrsnim ocjenama. Prikazite te skupove Vennovim
dijagramima. OpiSite rije¢ima skupove Of, 0%, O1 \ Os.

Neka je Ny skup svjedodzbi s barem jednom jedinicom. Ucrtajte i taj skup
na Vennov dijagram. Opisite rijeima skupove O1\ O5 \ N1, O1 \ (O5 U Ny),
Ni\Oy, O4\ Ny, O1 NNy, OsN Ny.

Neka je Oy skup svjedodzbi s barem dvije izvrsne ocjene. Nacrtajte Vennov
dijagram sa skupovima 5,017,052 i O,. Opisite rije¢ima skupove OS5, O\ O,
05\ O .

14. Jeste li prethodnu vjezbu prosli na brzinu? Ponovite je jo§ jednom. Defi-
nirajte svoje podskupove skupa S i pogledajte koje se zanimljive unije, presjeci
i razlike mogu pomocu njega definirati.

15. Je li razlika skupova asocijativna operacija? Komutativna? Sto mozete
reéi o skupovima (A\ B)\C i (A\C)\B?

16. Kako mozemo izraziti (A \ B) \ C pomoéu B U C? U kakvoj je vezi
(A\B)\C s BNC?

17. Izrazite barem na dva razli¢ita nacina (A \ B)\ C' kao uniju disjunktnih
skupova. I jednom kao skupovnu razliku nekih dvaju skupova.
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18. U ormaru su hlace, suknje, kosulje i puloveri koji se mogu dobro kombini-
rati u okviru uobic¢ajenih nacina oblacenja. OpiSite skup svih mogucéih oblacenja
tih predmeta, ako treba obudi hlace i pretoplo je za pulover. Koji skup odgovara
oblacenju suknje, ako za navecer treba ponijeti i pulover? Skupu svih oblacenja?
Sto se dogada ako je neki od ovih skupova prazan?

19. Opisite barem na dva nacina Kartezijev produkt skupa kosulja iz pret-
hodnog zadatka sa samim sobom. Zatim jos Kartezijev produkt skupa hlaca sa
skupom kosulja i jo§ jednom sa skupom kosulja.

20. Kako se mogu sve moguénosti ispunjavanja sportske prognoze prikazati
pomocu Kartezijevog produkta?

21. Ako je S skup svih vrsti sladoleda u jednoj slasticarnici, kako mozemo
interpretirati P(S), partitivni skup skupa S? Cemu odgovara skup svih naru-
¢ivanja sladoleda?

22. Ako je R skup ucenika nekog razreda, a Si,Ss,...,S, skupovi ucenika
koji sudjeluju na 1.,2.,...,n-toj slobodnoj aktivnosti, je li skup {S1,Ss,...,Sn}
particija skupa R?

23. Neka su za razred iz prethodne vjezbe i za prirodne brojeve izmedu 1 i
12 skupovi R; zadani kao skupovi svih ucenika rodenih u 7-tom mjesecu. Je li
{R1,Rs, ..., Ri2} particija skupa R?

24. Nadite jednu relaciju izmedu skupa svih racuna izdanih na jedan dan u
nekoj trgovini i skupa svih artikala koji se prodaju u toj trgovini.

25. Nadite barem dvije relacije na skupu H x K, gdje je H skup hlaca, a K
skup koSulja u necijem ormaru.

26. Definirajte barem dvije relacije na skupu svih ucenika jednog razreda.

27. “Znati necije ime” je obi¢no refleksivna relacija. Nadite jos jednu relaciju
koja je refleksivna i jednu koja nije refleksivna.

28. Moze se ocekivati da je “biti poznanik” simetricna relacija. Nadite jos
jednu simetri¢nu relaciju.

29. “Prepisao domacu zadacu iz nekog predmeta” je relacija koja nije sime-
triéna (premda je mozda od neke dvojice prijatelja jedan zaduzen za domade
zadace iz engleskog, a drugi za matematiku). Nadite jo§ jednu relaciju koja nije
simetri¢na.

30. “Biti potomak” je tranzitivna relacija. Nadite jo§ jednu tranzitivnu rela-
ciju.
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31. “Biti prijatelj” nije tranzitivna relacija (premda bi to netko mogao oceki-
vati). Nadite jo§ jednu relaciju koja nije tranzitivna.

32. Nadite primjer relacije koja je refleksivna, ali nije niti simetri¢na niti tran-

zitivna. U ovom i slijedeé¢im zadacima pokuSajte na¢i “zive” primjere. Tek ako
vam to ne uspije, uzmite skup nekih prirodnih brojeva i konstruirajte relaciju
nabrajanjem elemenata.

33. Nadite primjer relacije koja je simetricna, ali nije niti refleksivna niti tran-
zitivna.

34. Nadite primjer relacije koja je tranzitivna, ali nije niti refleksivna niti
simetri¢na.

35. Nadite primjer relacije koja je refleksivna i simetri¢na, ali nije tranzitivna.
36. Nadite primjer relacije koja je refleksivna i tranzitivna, ali nije simetri¢na.
37. Sto bi bilo s relacijama koje su simetri¢ne i tranzitivne?

38. Nadite primjer relacije koja je i refleksivna i simetri¢na i tranzitivna.

39. Koja od navedenih svojstava ima relacija “i8li/idu u isti razred” na skupu
svih ljudi? Koja svojstva mozemo ocekivati na skupu svih prvoskolaca? Koja
svojstva ima relacija “biti isto godiste”?

40. Relaciju izmedu dvaju skupova mozemo prikazati tako da Kartezijev pro-
dukt prikazemo kao tablicu, te da za svaki par u relaciji na odgovarajuée mjesto
u tablici upiSemo krizi¢. Drugi prikaz je pomocu grafova: nacrtamo skupove na
kojima je definirana relacija, te za svaki par (a,b) iz relacije nacrtamo strelicu
od a prema b. Ako je relacija zadana na jednom skupu, taj skup crtamo samo
jednom. Prikazite neke od relacija iz prethodnih primjera tabli¢no i grafovski.

Kako se u tablicnom zapisu relacije oituju svojstva refleksivnosti, simetri-
¢nosti 1 tranzitivnosti? Kako se ta svojstva oc¢ituju u grafovskom prikazu? Sto
mozete reéi o relacijama ekvivalencije?

41. Nadite klase ekvivalencije za relaciju ekvivalencije “biti isto godiste”.

42. Privatne telefonske brojeve u nekom gradu mozemo svrstati u blokove
prema njihovim prvim dvjema znamenkama. Uvjerite se da je to particija sku-
pa svih privatnih telefonskih brojeva. Kako moze glasiti odgovarajuca relacija
ekvivalencije? Nadite barem dva rjeSenja.

43. Tipicni primjeri injekcija su razna pridruzivanja mati¢nih brojeva. Unu-
tar jednog sustava (npr. jedne knjiznice) ne smiju postojati dva korisnika s istim
matiénim brojem. S druge strane moraju postojati “slobodni” mati¢ni brojevi
— oni koji ¢e biti pridruzeni budu¢im korisnicima.
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Nadite jo§ dvije funkcije ¢ija se injektivnost koristi u svakodnevnom zivotu.
Neka barem jedna od njih ne bude injektivna.

44. Objasnite zasto ima smisla ostavljati otisak prsta na policiji.

45. Neka je V' skup svih odraslih vo¢aka u jednom voénjaku. Nadite skup
Y7 i preslikavanje f; : V' — Y] koje je injekcija. Nadite zatim skup Y3 i presli-
kavanje fo:V — Y5 koje za neke voénjake nije injekcija. Izaberite zatim dvije
domene i dva preslikavanja u skup tih voc¢aka, od kojih jedna jest, a druga nije
injekcija.

46. Tipicni primjeri surjekcija su razna preslikavanja sa skupa nekih ljudi na
skupove poslova koje treba obaviti. Svaka osoba smije raditi samo jedan posao,
svaki posao treba biti obavljen. Pritom nije bitno je li neki posao obavljalo vise
ljudi.

Nadite jos dvije funkcije ¢ija se surjektivnost koristi u svakodnevnom zivotu.
Neka barem jedna od njih ne bude injektivna.

47. Sa skupa svih fizickih i pravnih osoba koje posjeduju stan postoji jedna
prirodna surjekcija na skup svih stanova. Izrecite je! Sli¢no nazalost ne vrijedi
za skup svih vlasnika pasa i skup svih pasa.

48. Sa skupa svih ljudi u skup svih boja ne postoji surjekcija “imati o¢i od-
redene boje”. Redefinirajte kodomenu tako da navedeno preslikavanje bude
bijekcija. Generalizirajte.

49. Tipicni primjeri bijekcija su razna kodiranja. Ako neki predmet zamije-
nimo nekom oznakom, onda dva predmeta ne smiju imati istu oznaku. S druge
strane, svaki kod u nekom sistemu odgovara nekom realnom predmetu. To omo-
gucava da podatke o predmetima drzimo u racunalu, a ne u skladistu pokraj
predmeta i da unato¢ tome za svaki predmet mozemo do¢i do podataka o njemu
i da za svaki podatak mozemo reé¢i o kojem se predmetu radi.

Nadite jo§ dva primjera bijekcija. Potrudite se da budu bitno razli¢ita od
ovog primjera.

50. Neka slijede¢i primjer pokaze kako ponekad nesvjesno koristimo preslika-
vanja. Mali Mirko studira matematiku, jednako kao njegov stariji brat Veljko.
Razlika je jedino u tome sto Mirko ne pohada redovito predavanja. Jednog dana
zamoli Mirko Veljka da mu da svoje zabiljeske s predavanja prof. Mijenica zeleéi
se spremiti za ispit iz linearne algebre. Nakon toga Veljko osvane s biljeznicom
iz kombinatorike. Objasnite §to se dogodilo? Sto bi se dogodilo da je prof. Mi-
jeni¢ Veljku predavao dva predmeta? Koliko je predmeta prof. Mijenié¢ predavao
Mirku?

51. Nadite nekoliko permutacija skupa ucenika jednog razreda.
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52. Neka je funkcija p sa skupa svih ljudi starijih od godinu dana na skup
svih zubara: svakom ¢ovjeku je pridruzen “njegov” zubar (ovdje je na djelu bila
idealizacija — §to smo sve pretpostavili da bi p bila funkcija?). Kojem objektu
u ordinaciji zubara z odgovara p~1(z)?

53. Svakom preslikavanju f : X — Y mozemo pridruziti skup svih praslika
po tom preslikavanju: ker f := {f~1(y)|ly € f(X)}. Taj skup zovemo jezgrom
preslikavanja f. Dokazite da je jezgra preslikavanja particija domene.

Posljedica te Cinjenice je da svaka funkcija prirodno inducira jednu relaciju
ekvivalencije na svojoj domeni: dva elementa domene su u relaciji ako i samo
ako im se slike pri zadanoj funkciji podudaraju. To svojstvo Cesto nesvjesno
koristimo pri zadavanju relacija ekvivalencije: kazemo da su z i y u relaciji ako
i samo ako imaju istu vrijednost svojstva S, pri ¢emu je svojstvo S takvo, da
je jednoznacno odredeno elementom za kojeg se odreduje.

Na primjer, relaciju “imati jednak broj godina” mod¢i ¢emo uzeti kao primjer
relacije ekvivalencije, dok relacija “imati rasnog psa iste pasmine” nije relacija
ekvivalencije na skupu svih vlasnika rasnih pasa. Analizirajte svoje primjere
relacija ekvivalencije!

54. Sto mozete redi o jezgri za preslikavanje koje je injekcija, surjekcija, bijek-
cija?

55. U jednoj (dalekoj) zemlji studenti voze bicikle. Svaki student ima toc¢no
jedan bicikl. Poznat je tip bicikla svakog studenta. Jedna tvornica guma zeli
nagraditi dobre studente tako da im pokloni komplet guma za njihove bicikle.
Koji su skupovi i koja preslikavanja ovdje u igri?

56. Ako je f preslikavanje koje korisnicima neke knjiznice pridruzuje njihove
njihove mati¢ne brojeve, mozete li zamisliti kad se koristi njeno inverzno presli-
kavanje?

57. Nekaje f: X =Y ig:Y — Z. Dokazite, odnosno nadite primjere koji
ilustriraju slijedece tvrdnje:
(a) ako je go f surjekcija, onda je ¢ surjekcija; f nije nuzno surjekcija

(b) ako je go f injekcija, onda je f injekcija; ¢ nije nuzno injekcija

58. Neka je f : X — Y. f je surjekcija ako i samo ako postoji funkcija
g:Y — X takvadaje fog=1y.
Rjesenje. <. Ovaj smjer trebali ste dokazati u prethodnoj vjezbi ( 1y je surjekcija).

= . Definiramo funkciju g:Y — X tako daje g(y) € f1(y) :== f = ({y}) za svako
z € X . To mozemo napraviti jer je f surjekcija, pa je fﬁl(y) # 0 za svako y € Y. Tako
definirana funkcija g zadovoljava fog= 1y (provjerite to!).

«f  Prema prethodnoj vjezbi znamo da je g sigurno injekcija.



10 1. UVODNE VJEZBE

% Pokusajte izracunati koliko postoji dobrih g-ova za zadanu surjekciju f. Kad
je g jedinstven?

P U svakoj je skoli funkcija f koja ucenicima pridruzuje njihove razrede surjek-
cija. Znacenje desnog inverza moZemo opisati ovako: neka je g funkcija koja iz svakog
razreda izabire njegovog predstavnika u nastavnickom vije¢u. Tada ¢e modéi na sjednice
biti pozvani predstavnici razreda koji ¢e ujedno biti i ucenici tog razreda. To ne bi moglo
vrijediti da funkcija f nije surjekcija, tj. da postoje razredi bez ucenika.

Uvjerite se na ovom primjeru da ¢ nije nuzno i lijevi inverz funkcije f. Kako bi
trebali izgledati razredi, odnosno funkcija f da bi g bio i lijevi inverz?

59. Neka je f : X — Y. f je injekcija ako i samo ako postoji funkcija
g:Y — X takva daje gof=1x.

Rjesenje. <. Ovaj smjer trebali ste dokazati u pretprethodnoj vjezbi (1x je injek-
cija).

= . Definiramo funkciju g : Y — X tako daje {g(y)} = f *(y) zasvako z € f(X),
a bilo sto inace. To moZemo napraviti jer je f injekcija, pa je fﬁl(y) jednoclan za svako
y € f(X). Tako definirana funkcija g zadovoljava go f = 1x (provjerite to!).

«P  Prema pretprethodnoj vjezbi znamo da je g sigurno surjekcija.

S Pokusajte izracunati koliko postoji dobrih g-ova za zadanu injekciju f. Kad je
g jedinstven?

<P Funkcija f koja svakom gradaninu neke zemlje pridruzuje njegov maticni broj
je injekcija. U Hrvatskoj joj je kodomena skup svih trinaestoznamenkastih brojeva. Ne-
ka je g preslikavanje sa skupa svih trinaestoznamenkastih brojeva u skup svih gradana
Republike Hrvatske koja svakom broju koji je neciji JMBG pridruzuje upravo tu osobu,
a ostalima bilo koga (npr. prvu osobu s ve¢im JMBG). Da je g lijevi inverz od f znaci
da mozemo na dokumente pisati svoj mati¢ni broj umjesto imena i prezimena, a da se
pri tome nece izgubiti informacija o osobi (u najgorem slucaju ée trebati nazvati policiju
i pitati o kome se radi). To ne bismo mogli napraviti ako bismo “dijelili” mati¢ni broj s
jos nekom osobom.

Opisite rijecima Sto bi u ovom primjeru znacilo da je g i desni inverz od f. Kad bi
g bio i desni inverz?

<P Ovaj i prethodni zadatak cesto se u dokazima koriste zajedno. Dokazemo li da
funkcija ima obostrani inverz, ona je bijekcija.
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