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1.1. Skupovi brojeva

Ne postoji kvadratni korijen negativnog broja,
jer negativan broj nije kvadrat

Bhaskara, 12. stoljete

Tijekom 3kolovanjaupoznali smorazlicite skupovebrojeva. Bili suto skup prirod-
nihbrojevaN = {1,2, 3 ...}, skupcijelihbrojevaz = {..., —-3,-2,-1,0,1,2, 3, ...},
skup racionalnih brojeva Q = {% :me Z, ne N}, skupreanih brojeva R koji do-
bivamo ako skupu racionalnih dodamo iracionalne brojeve. Znamo takoder da vrijedi
NCZCQCR.

Naucili smo i Cetiri osnovne algebarske operacije: zbrajanje, oduzimanje, mno-
Zenjei dijeljenje. Istaknimo sljedetatri svojstva koja vrijede za operacije zbrgjanjai
mnoZzenjau bilo kojem gore navedenom skupu brojeva.

1) Komutativnost zbrajanjai mnozenja

X+y=y+X X y=Yy-X (1)
2) Asocijativnost zbrajanjai mnozenja
X+(y+2 =Xx+y) +z X-(y-2)=(xy)-z (2)

3) Distributivnost mnoZenja prema zbrajanju
X-(y+2z) =x-y+x-z (3)
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ProSirenja skupova brojeva I

Opisimo razloge radi Cega i naCin na koji prelazimo od jednostavnijeg skupa
brojeva na slozeniji.

Svakako su najjednostavniji i temeljni brojevi prirodni brojevi koji nam sluze
u postupku prebrojavanja. Svakom nepraznom konatnom skupu brojanjem mozemo
odrediti broj njegovih elemenata.

Prirodne brojeve mozemo zbrajati: time odredujemo broj elemenata u dva (ili
viSe) digunktna skupa. Njih znamo mnozZiti: time odredujemo broj elemenata u uniji
nekoliko jednakaobrojnih disjunktnih skupova. Znamo da ¢e zbroj dvaju prirodnih bro-
jevaponovo hiti prirodan broj. Isto tako, umnozak dvaju prirodnih brojeva ponovo je
prirodan broj. KaZzemo daje skup N zatvoren za operacije zbrgjanjai mnozenja.

Druge dvije operacije, oduzimanjei dijeljenje, nije moguce uvijek izvesti u skupu
N. Tako, naprimjer, za prirodne brojeve m i n broj m— n bit e prirodan samo ako
je m> n. To znaCi dajednadzba

X+n=m (4)
nema uvijek rjeSenje u skupu prirodnih brojeva. Kazemo dajednadzba (4) nije uvijek
rieSiva u skupu N.

Dakako da mi znamo rijesiti takvu jednadzbu. Tako, na primjer, jednadzba
X+ 4 = 3 imakao rjiesenjebroj x = —1. Medutim, broj —1 nije prirodan broj. Da
bismo mogli oduzeti bilo koja dva prirodnabroja, skup N moramo pro&iriti do novog
skupabrojeva. Tgj veti skup mora obuhvatati nulu i sve brojeve oblika —x, gdjeje x
prirodan broj. Mi znamo dajeto skup cijelih brojeva Z :

Zz={...,-3-2-10123...}.
Skup Z dobivamo zahtijevajuti da vrijede sljedetatri svojstva:

Zy) Z sadrzi skup N;

Z,) broj —1 lezi uskupu Z;

Z3) algebarske operacije zbrajanjai mnozenja zadovoljavaju svojstva (1)—(3).

Dovoljno je zahtijevati da broj —1 lezi u novome skupu, odnosno, da je u
njemu rjeSiva jednadzba x + 1 = 0. Tad e, prema ostalim svojstvima i broj
(—=1) + (—1) = —2 lezati uskupu Z, pazatimi broj (—2) + (—1) = -3 itd.

*

* *

Medutim, niti u ovom skupu nije uvijek moguce podijeliti dva broja. Vet tako
jednostavan problem kao $to je dijeljenje skupa na dva jednaka dijela nije moguce
izvesti pomocu cijelih brojeva. Opcenitije, jednadzba

nx =m (5)
gdjesu n i m cijeli brojevi, nije uvijek rjeSiva u skupu Z .

RjeSenja ove jednadzbe leze u novom skupu brojevakoji proSirujeskup Z. Toje

skup racionalnih brojeva Q:

Q:{?:mez, neN}.
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U skupu racionalnih brojeva mozemo zbrajati, oduzimati, mnoZiti i dijeliti dva broja
(osim dijeljenja s nulom) i rezultat €e biti ponovno racionalan broj. Pritom operacije
zbrajanjai mnoZenja zadovoljavaju svojstva (1)—(3).
x * ox

Operacijakorjenovanjaizvodi nasiz skuparacionanih brojeva. Broj zakoji vrijedi
x? = 2 nijeracionalan. Pozitivan broj koji zadovoljavatu jednadzbu jest v/2. Njegov
je decimalni prikaz beskonatan, apribliznamu je vrijednost v/2 = 1.414213---. /2
nazivamo iracionalnim brojem. Dodavaju€i skupu racionanih brojeva sve iracio-
nalne brojeve, dobit ¢emo skup realnih brojeva R. Pri tome u skupu R vrijede sva
svojstva racunskih operacijakoja su vrijedilai u skupu Q.

’ Primjer 1. Akoje a= pipy... px, umnozak razli¢itih prostih brojeva, onda /a nije racio-

nalan.

> Pretpostavimo daje /a raciondan. Ondavrijedi \/a = %1 , pri ¢emu razlomak mozemo

skratiti tako dasu m i n relativno prosti prirodni brojevi. Odatle slijedi n? - a = n?, tj.

N’ pips... P = NP
Zakljutujemo daje n? djeljiv prostim brojem py , zato morai m biti djeljiv tim prostim brojem.
Dakle, vrijedi m= p;my zaneki prirodni broj my . Sadadijedi
N pipp...Pe=Pi M = N’ pp...pc=pLe Mg
Desnastranajedjeljivas p; , paistim brojem morabiti djeljivai lijevastrana. Kakosu py, po, - - -, Pk
razliciti prosti brojevi, s p; moranbiti djeljiv broj n. Medutim, to je proturjegje s pretpostavkom da
sumi n relativno prosti. Zato \/a nijeracionalan. «

Prema ovom primjeru zakljuujemo da su svi dljedeti brojevi iracionani: 2, V3, /5,
V15, itd. ali i ovakvi: /20, +/72 i dli¢ni, jer se djelimicnim korjenovanjem mogu dovesti naoblik
2V5, 6V2.

Zadatak 2. PokaZitedajebroj v/3 + /5 iracionalan.

> Stavimo x = v/3+/5. Odavdeje x—v/3 = /5 pakvadrirgjuéi dobivamo x>—2xy/3+3 =
2 —
5, odnosno /3 = X—2X2 Kad bi x bio racionalan, bio bi racionalani /3, &o nijeistina. Zatoje

X iracionalan. «

x ¥ ox

Slicna se situacija ponavl gapromotri mo li tek neznatno drukciju jednadzbu: nema
realnogabroja x takvadaje x* = —2, jer kvadrat realnogabrojanemozebiti negativan
broj. _

Zelimo pronati novi skup brojeva u kojem €e ta jednadzba biti rjeSiva. Tgj éemo
skup nazvati skup kompleksnih brojeva.

Skup kompleksnih brojeva
Skup kompleksnih brojeva C takav je skup brojeva koji ima sljedeta
tri svojstva:
C;) Onsadrzi skup realnih brojeva.
C,) OnsadrZi broj i zakoji vrijedi i? = —1.
Cs) Operacije zbrajanjai mnozenja zadovoljavaju svojstva komutativ-
nosti, asocijativnosti i distributivnosti (1)—(3).
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Zadaci 1.1 I

2n+ 13

1. Zakojejecijelebrojeve n razlomak 5 cijeli broj?
2. Nekaje x = é y = }, z= % Uvjerite se direktnim raunom da u skupu racionanih brojeva

vrijedi zakon asocijativnosti (x+Yy)+z = x+(y+2) i zakon distributivnosti x(y+z) = xy-+xz.
3. Dokazite dabroj v/2 + /3 + /5 nijeracionaan.
Zakoje brojeve n jebroj /n raciondan?
MoZzeli zbroj racionalnog i iracionalnog brojabiti racionalan broj? MoZeli zbroj dvajuiracionalnih
brojeva biti racionalan broj?

o~

1.2. Algebarske operacije u skupu kompleksnih brojeva

Algebarski prikaz kompleksnoga broja

RjeSenjajednadzbe x2 + 1 = 0 nisu reani brojevi. Zato uvodimo novo imei oz-
naku zanjezinorjedenje. Nekaje i zami3jeno rjeSenjetejednadzbe, broj sasvojstvom
i2+ 1= 0, odnosno i? = —1. Taj novi broj i nazivamo imaginarnom jedinicom.

Imaginarna jedinica
Imaginarnajedinica i takav je broj zakoji vrijedi i+ 1= 0, tojest:

i2

*

* *

Skup je realnih brojeva, prema pretpostavci C;, sadrzan u skupu kompleksnih
brojeva. Prematome, brojevi poput: 2, V3, —2, — g sadrzani su u skupu komplek-
snih brojeva. Nekaje y bilo koji realni broj. Imaginarna jedinica i kompleksan je
broj. Premasvojstvu C; njihov umozak takoder je kompleksan broj. Zato su brojevi
oblika yi — na primjer 2i, v/3i, —2i, —gi — kompleksni brojevi. Brojeve tog
oblika nazivamo posebnim imenom:

Imaginarni brojevi
Umnozak yi realnog broja y i imaginarne jedinice i zovemo imagi-
narnim brojem.

Zbroj kompleksnih brojeva ponovno je kompleksan broj. Zato su na primjer
djededi brojevi kompleksni: 1+ 2i, 2—+/3i, vV3—-2i i d.

Opctenito, akosu x i y bilokoji realni brojevi, tad je broj oblika x+yi kompleksan
broj. Pokazat éemo u nastavku da mozemo definirati operacije zbrajanja, oduzimanja,
mnozenja i dijeljenja s brojevima ovog oblika tako da rezultat opet bude broj ovog
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oblika. Zato je skup svih ovakvih brojevatrazeno proSirenje skuparealnih brojeva: to
je ngimanji skup brojevakoji zadovoljavasvojstva C; —C;.

Algebarski prikaz kompleksnog broja
Svaki se kompleksan broj z moze napisati u obliku
Z=X+Vi, (1)
gdjesu x i y reani brojevi. x nazivamo realni dio, a y imaginarni dio
kompleksnog broja z. Pisemo x = Rez, y = Imz. Prikaz (1) naziva se
algebarski (ili standardni) prikaz kompleksnog broja z.

Jednakost kompleksnih brojeva. Dva su kompleksna broja z; = x; + yii,
Z, = Xp + Y2i jednakaako i samo ako im se podudargju realni i imaginarni dijelovi:
z1 =12 akoisamoakovrijedi X; =X, Yyi1=Ya.
Zaista, iz X3 + y1i = Xo + Yol dijedi X3 — xo = (Y2 — y1)i, i ukoliko bi bilo y; # y,,
onda bi vrijedilo | = 22— 2

X1 = Xo.

Yooy € R, &0 je nemoguce. Zato je y; = Y, i onda nuzno
27— )1

Zbrajanje, oduzimanje i mnoZenje kompleksnih brojeva I

U skupu kompleksnih brojeva mogu se definirati sve algebarske operacije: zbra-
janje, oduzimanje, mnozenjei dijeljenje.
Zbrajanjei oduzimanje definiramo naprirodan nacin, koristeti se pretpostavljenim
svojstvima asocijativnosti i distributivnosti kompleksnih brojeva:
(245)+(3-2))=2+5+3-2=5+3i,
(1-3)—(2+4i)=1-3i—2—-4i=-1-7Ti.
* ¥ %
Kompleksne brojeve mnoZimo postujuci sva navedenapravilai uvazavajuci svoj-
stvo imaginarne jedinice: i> = —1. Naprimjer,
(24 5i) - (3— 2i) = 6+ 15i — 4i — 10i®* = 6 + 11i + 10 = 16 + 11i,
(1-3)-(2+4i)=2—-6i+4i —12°=2-2i + 12 =14 2i.

Zbroj, razlika i umnozak kompleksnih brojeva
Ako su z3 = X1 + Yii, Zo = Xz + y2i bilo koja dva kompleksna bro-
ja, njihov zbroj, razlika i umnozak kompleksni su brojevi koji se raCunagju
ovako:

N
~

21+ 2=X1+ X2+ (Y1 + Y2)i (
21— =X — X2+ (Y1 — Y2)i (
Z) - Zp = X1X2 — Y1Y2 + (X1Y2 + Xzyl)i (

H W
~— —
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Na prvi pogled, Cini se da se umnozak kompleksnih brojeva rauna slozenom
formulom; medutim, ona se dobiva na prirodan naCin, po&tivajuci svojstva komutativ-
nosti, asocijativnosti i distributivnosti. Formulu za umnozak kompleksnih brojeva ne
moramo pamtiti, vet raCunske operacije izvodimo imajuéi na umu sljedete pravilo:

Kompleksni brojevi zbrgjaju sei mnoze poput
algebarskih izraza (binoma) uvazavajuci pritom svojstvo: i2 = —1.

Tako, naprimjer, ‘izvod’ formule (4) glasi:
212, = (X1 + Y1i) (X2 + yoi) = (distributivnost)
= XXz + Y1Xal + XaYal 4+ Y1¥ei® = (7 = 1)
= X1X2 — Y1Y2 + (X1Y2 + X2Y1)i.
Pritom smo koristili uobiCajena svojstva operacija s realnim brojevima
* ¥ ox

Evo nekoliko primjera.

Primjer 1. NaCinimo naznaCene operacije
(3+2)(1—2i) =34 2i —6i — 4> =7 — 4i,
(2402 =4+4i +i°=3+ 4,
(14+iVB)(1—iv5) =1+ivV5-ivV5-iaV5)P?=1+5=6. «

Primjer 2. Nekasu a i b realni brojevi.
(a+ bi)(a—bi) = a®> = abi — abi — b%?% = a® + b,
(a+ bi)? = a® + 2abi + b%? = a® — b? + 2abi,
(a+ bi)® = a® + 3ahi + 3ab%i? + bi®
Vrijedi: B =i2-i=-1-i=—i. Zaoje
(a+bi)®* = a® — 3ab? + (3a’b — b%)i.
|zraCunajte sami (a— bi)®. «

Primjer 3. Odredimo realni i imaginarni dio sljedetih kompleksnih brojeva:
A. (1-i)2+i); B.(1+i)% C.(1-iV3:

> Moramo odrediti algebarski prikaz zadanih kompleksnih brojeva.
A z=(1-i)2+i)=2-2+i-i?=2-i+1=3-i.Dakle, Rez= 3,
Imz=-1.
B.z=(14i)2=1+42i+i2=1+2i —1=2i. Odavde, Rez= 0, Imz = 2.
C.z=(1-/3i)® = 1-3V3i+3(V/31)2—(V3i)® = 1-3V/3i—9+3\/3i = -8,
<

teje Rez= -8, Imz=0.
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Primjer 4. Odredimo realna rjeSenjajednadzbe
(Ax+1)(2—1)+ (2x+yi)(1—-2i)=7-8i.

> Sredivanjem lijeve strane jednakosti, dobivamo

8X + 21 — 4xi — i+ 2x +yi — 4xi — 2yi? = 7 — 8i,
10X+ 2y + 1+ (—8x+y+ 2)i = 7 — 8i.
Ovi su kompleksni brojevi jednaki ako im se podudaraju realni i imaginarni dijelovi,
zato mora biti
10x+2y+1=7,
- 8+y+2=-8
RjeSavanjem ovog sustavadobivamo x =1, y = —2. <«

*

* *

IzraGunajmo ¢emu su jednake potencije broja i . Vrijedi: i2 = -1, i =i2.i =
—7i, i“=i%i=-i2=1,i°P=i%i=i. Ddjeseratunponavlja i® = i®i=i?= -1,
i"=—iitd.

Svaki se prirodni broj n moze napisati u obliku n = 4k +r, gdjeje r ostatak pri
dijeljenjus 4, r € {0, 1, 2, 3}. Zapamtimo daje uvijek i* = (i“)k =1. Tadje

in
|

Naprimjer, iZ2 =i4°.i3 =3 = —i, {198 = j449+2 — j2 = _1 j di¢no.

idktr i4k- i"=1-i"=i".

Potencije imaginarne jedinice
Nekaje k prirodan broj. Za potencije imaginarnejedinice vrijedi:

% — 1 Akl At — 1 A3 _

"t =1, i —i.

Primjer 5.

Kompleksno konjugirani brojevi

Nekaje z= x + yi bilo koji kompleksni broj. Sa z oznatavamo broj

Z:=X-Yi

koji nazivamo kompleksno konjugiranim broju z.
Takoje2+3i=2-3i,3-i=3+1i,2=-2,3=3, -4=-4.
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Primijetimo davrijedi: Z= X — yi = x+Yyi = z; zatoje z kompleksno konjugiran
broju z. Par z, z nazivamo parom kompleksno konjugiranih brojeva. To je, dakle,
par koji serazlikuje samo u predznaku imaginarnog dijelal

Njihovim zbrajanjem i oduzimanjem dobivamo

Z+2=(X+VYyi)+ (x—yi) = 2x,
z—2= (X+Yi)— (X —yi) = 2yi.
Zatoje

1 _ 1 -
x_Rez_E(erz), y_Imz_E(z—z).

Zadatak 6. Pokazite djedeta svojstva operacije kompleksnog konjugiranja:

A.zn+=2+2, B zn-z=z-12; C. 2 2=2" 2.
> A.
214 2o = (X1 + yai) + (X2 + Y2i)
= (X1 +X2) + (Y1 + y2)i

= (X1 + X2) = (Y1 + Y2)i
=X1—Yi+Xo—Yd =Z1+ 2
I stovjetno se dokazuje B. Pokazimo C.
21+ Zp = XiXo — Y1Y2 + (XaY2 + XaY1)i
= X1X2 — Y12 — (X1y2 + XaY1)i
= (Xg — y1i)(X2 — Yai)

=712 <
Zadaci 1.2 I
1. lzraCunajte:
A. (3—50)+(=2+3i); B. (1—2i)+(3—5i);
C.ili—1)+2+i)(i—1); D. (3—2i)(1+i)(2+3i).
2. lzraCunajte:
A. (1+10)%; B. (1—2)?; C. (2—i)?%; D. (1+2i)3%;
E. (3+2)%; Fo(i+273%; G. (1—i)%; H. (2+0)%.
3. lzraCunajte:
A 143404109, B. 1+i+i%+...+i%+i'%
C. (1+i%0)1—i; D. it 4222 499

4. Zakoju jevrijednost realnoga broja t umnozak [(10 —t) 4+ (24 t)i](1 — i) redan broj?
5. lzraCungjte vrijednost izraza za zadanu vrijednost kompleksnoga broja:
A P-ZP+2z,7zaz3=1+i,25=1—1i;
B. 23+322—z+1,za21:2+i, =2—1i;
C.22-7Z+2,zaz1=1+i,z=1—-1i.
6. Nekaje z= X + yi. Odredite realni i imaginarni dio kompleksnih brojeva 22 i Z°.
7. Odredite realnarjeSenjajednadzbi:
A, (14 2)x+(3—1)y=—-1+3i;
C. X+ (1-i)(x—y)=—-11+5i;
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8. Pokazite da operacije zbrajanjai mnozenja kompleksnih brojevaimaju djedeta svojstva:
Z+=2+2z71 komutativnost zbrajanja,
(z1+22) + z3=121 + (2o + z3) @asocijativnost zbrajanja,

2120 = 74 komutativnost mnoZenja,
(2122)23 = 71(223) asocijativnost mnozenja,
2(z+23) =212+ 7373 distributivnost mnozenja

1.3. Dijeljenje kompleksnih brojeva

Modul kompleksnog broja

Zaumnozak dvaju kompleksno konjugiranih brojevavrijedi:
Z2-2=(X+yi)(x—yi)=x*—yiZ = x® + y2
Ovaj je umnozak uvijek realan nenegativan broj. Nadalje, z- z= 0 akoi samo ako je

x% +y? = 0. Kako su ovo reani brojevi, zakljuéujemo damorahbiti x =0i y = 0,
odnosno, z= 0.

Modul kompleksnog broja
Modul kompleksnogabroja z = x + yi definira se formulom

Izl .= \/(Rez)2 + (Imz)2 = /x2 + y2. (1)

Modul |z| jednak je nuli ondai samo onda ako je z = 0. Za svaki drugi kom-
pleksni broj z modul |z| pozitivan je realan broj.

Primjer 1.

3+ 4i| = /3 +4=V25=5

2-3i| = V22 +(-3)2 = V13,

|4i| = /02 + 42 = 4,

|-2|= V(2P +?=Va=2

X =yil = V3 + (=y)2= VX2 +y?,

X—i—=2=yi| =[(x=2) = (y+ Di| = V/(x =22+ (y + 1)?

(X +1)2 =1 = P+ 2% +i%— 1 = |(x* = 2) + 2| = /(X2 — 2)2 + 4x2

Primjetujemo daje modul realnog broja upravo apsolutna vrijednost tog realnog
broja. Prema tome, modul je poopcenje pojma apsolutne vrijednosti na kompleksne
brojeve. Zbog toga umjesto rijeci modul Cesto koristimo i izraz apsolutna vrijednost
kompleksnogabroja.
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x * ox
Modul zadovoljava sljedete — s obzirom na svoju definiciju — neobitno svojstvo:
|z - 22| = |za| - |22]- (2

Pokazimo tu jednakost. Nekaje z; = a+ bi, zo = ¢+ di. Tad vrijedi:
|z1 - zo| = |(a+ bi)(c+ di)|
= |(ac — bd + (ad + bc)i|
— /(ac — bd)? + (ad + be)?
= V/a2c? — 2abed + b2d? + 202 + 2abed + b2c?
= /(@ +B)(2 + &) = |z1] - |2].

Ovakav ratun, s kori&tenjem algebarskog prikaza kompleksnog broja, treba izbjegavati kad je
god to moguce. Jednostavniji je sljedeti postupak:

2 z|l=Va %7 =\Vu 272

=V 2-=/al |22 =zl |z

Pri tome smo korigtili formulu zi- 2 =2 - 2.

Dijeljenje kompleksnih brojeva

Formula
X2 —y? = (x—y)(x+Y)
pomaze nam osloboditi se iracionalnosti u nazivniku algebarskih izraza. Primjenjuje-
mo je u raunimanalik na sjedeci:
1 1 34V2_ 34V2 342
3-v2 3-v2 3+v2 F-(V22 T

Sliéno tome, formulom

X2 4 y? = (x —yi)(x +yi)
mozemo se ‘ osloboditi imaginarnosti’ u nazivniku ovakvih izraza:
1 1 3+2i 3+2 3+2

3-2i 3-2 3+2 F+4+22 13
Ovim je zapravo opisan postupak dijeljenjakompleksnih brojeva. Dabi podijelili
dva kompleksna broja (pri ¢emu je djelitelj razlicit od nule), moramo pokazati da se
rezultat dijeljenja moze svesti na standardni zapis kompleksnogabroja.

Dijeljenje kompleksnih brojeva
Dvase kompleksnabroja zy = a+ bi, z =c+di, (z # 0) dijelena
dljedeti nacin:
zz7 _a+bi  a+b c—di
%z c+di c+d c—di
_ac+ bd + (cb — ad)i _ ac+hd N cb—adi
2+ d? c2+d2  c2+d?
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Ovu formulu neCemo pamtiti, ve€ ¢emo u svakom konkretnom primjeru ponoviti
postupak.

Primjer 2.
3+2 _3+2 142 3+2i+6i+4% -1+8_ 1 8,
1-2i 1-2 1+2 1+4 5 55

Zadatak 3. Odrediterealni i imaginarni dio sljedetih kompleksnih brojeva:

1 1-i\°
> Moramo odrediti algebarski prikaz zadanih kompleksnih brojeva
A 7— 1 1 1+i_1+i_1+i_}+}i
TU1-i 1-i 140 1-i2 2 2 27

Dakle, Rez= 3, Imz= 1.
3

i s i 3 TRV 3

gz (L) (A LY (2N
1+i 1+i 1-i 2

Odavde, Rez=0, Imz=1. «

* ¥ %

Koristenjem modula mozemo reciprocnu vrijednost kompleksnog broja napisati na nacin:
1 z z X y

e — i

272.27W:X2+y2_x2+y2

adijeljenje dvaju brojeva ovako:
71 1 217»
— =7 - = _2
P2} |z
Primijetimo da pri tome vrijedi:
_|\z|_4_14_1
A N N E
Premaovoj formuli zakljucujemo
al_ ._:||.l:@_ (4)
) | |z

Formula za modul umno3ka moZze seiskoristiti nasljedeti nacin: iz |z; - zp| = |z1]|2p| dlijedi
2
Zl=lz-2 =414 = |2°
3 3
2| =122 =|7-14d=14

i dalje, naigti nagin:
12" = |2 (5)
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Primjer 4. Akoje |zz] =1, |z2| = 1i 7z # —1, pokazimo daje z = atzn
broj. 1+ 212
> Broj z redlanje akoi samo ako vrijedi z = Z. Premauvjetima je zadatka:
= 2 =
1=laf=2azn, 1=/ =22
Zato je, koristeti pravilakonjugiranja:

21+2 2y U+ Dz L +71

2: — = — = =
1+212 212y 12+ 721207120 7122+ 1
i zjereadan. «
Zadaci 1.3|
1. lzraCunajte
1 2 1—i
. o C. —;
A 1+’ B 1-2i %+I
1+ 3i i i“c—1
D. ——; E. —; F. - ;
L S i#4+1
i i+1. i— i+
Gzt e

2. Odrediterealni i imaginarni dio djedetih kompleksnih brojeva:

.\ 2 S\ 3 :5 2
1-i : B. .}+'— : c. (F£2 ;
1+i i 2 1941

(1+|)5 £ ( 2 )4. i107+i57
(1-1i)3’ "\14iv3/ j107 _ {57 -

3. Nekaje z= x + iy. Odredite realni i imaginarni dio kompleksnog broja 2—12 .

4. Odredite |z], akoje:

_ . . _1—\/§+i\/§_
A z=(1-iV2)(V2+2); B. 2_71+\/§—4i\/§’
_ 3. _ —i(d+i)
C. z=(V2-iV3)3; D. Zii(l—i\/é)?

—Z imaginaran broj za svaki kompleksan broj z koji nije realan broj.

5. Dokazi daje broj 1Z+Zz
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1.4. Kompleksna ravnina

Svakom kompleksnom broju z = x + yi odgovara ureden par reanih brojeva
(x,y). Zelimoli graficki prikazati kompleksan brOj prirodno je takvu broju pridruziti
tocku M(x, y) uravnini xOy. Tako skup C mozemo poistovjetiti s ravninom u kojoj
je uveden Kartezijev koordinatni sustav.

142 imaginarna os
T***’/
|
‘ ) M(X,y)=X+i
e _ MOy)=xtiy
| |
|
| |
| | X
| |
S. 1.1. Svakoj totki M(x,y) Kar- ! !
tedjeve ravnine odgovara, ko A -t realng os
pleksni broj z = x +yi. Na osi -2 Li
apscnsa nalaze se r n| brojevi,
na osi ordinata imaginarni

Os Ox Kartezijeva sustava u ravnini nazivaserealnaosu C. Nanjoj (i samo
nanjoj) leze realni brojevi. Os Oy naziva se imaginarna os, ona sadrzi imaginarne
brojeve. Ovu ravninu nazivamo kompleksna ravninaili Gaussova ravnina.

Udaljenost kompleksnih brojeva

Modul kompleksnogabrojadefiniranjeovako: |z| = \/X? + y2. Ova broj, prema
Pitagorinu poucku, jednak je udaljenosti tocke M(x, y) do ishodista.

(xy)

S. 1.2. Modul kompleksnoga bro-
ja z=x+yi jednak je udaljenosti
totke (x,y) do ishodista koordi-
natnog sustava

Neka su zadana dva kompleksnabroja z; = X3 + yii, zo = Xo + Y2i . Tad vrijedi:

21— Zo] = |(x1 = X2) + (Y1 — Y2)i| = V(X1 — X2)? + (Y1 — ¥2)2

U ovom izrazu prepoznajemo formulu za udaljenost dviju tocaka. Zato je |z; — 2z
udaljenost izmedu to€aka z; i z, u kompleksnoj ravnini.
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Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 30. travnja 1777. — Gottin-
gen, 23. veljace 1855.) prema mnogima je najveti matematicar
svih vremena. S 19 godina rijeSio je problem konstrukcije pra-
vilnog sedamnaesterokuta. S 22 godine prvi je dokazao osnovni
stavak algebre, prema kojem svaki polinom ima barem jednu
(kompleksnu) nul tocku. Bitan je njegov doprinos u svim podruc-
Jima matematike, tako da mno% fOJ movi i tvrdnje nose njegovo
Ime. Bio je i veliki prakticar. 4_god|ne izracunao je putanju
planetoida Cerere, a zatim i planetoida Palade. Dugo je vremena
upravijao zvjezdarnicom u Gottingenu i za to je vrijeme priredio
i matematicke tablice koje su bile u uporabi do danasnjih dana.

Udaljenost dviju toCaka My (X1, Y1), Ma(Xz, y2) jednaka je modulu razlike
odgovarajucih kompleksnih brojeva:

dMy, My) = |71 — 2| = \/(Xl —X2)2 + (Y1 — ¥2)?

4
N\
W %Y,
%
XX

9. 1.3. Broj |z1 — 2| jednak je
udaljenosti tocaka z; | z»

Nekaje zg = Xg + iyp Cvrstatoctka Skup
k={z:]z— 2| =1} (1)

skup jesvihto€aka z € C kojih je udaljenost do tocke zg jednaka r . Tojekruznicasasredistem zg
i polumjerom r . Takvu kruznicu oznaCavamo s k(zp;r) .

Izratunav§ modul broja z — zy, dobit ¢emo jednadzbu kruznice sa srediStem u tocki zp =
(X0, Yo) 1 polumjerom r :

(x —x0)* + (y — yo)* = r°. (2)

r 9. 14. Kruznica u kompleksnoj
ravnini opisana je formulom
z lz—2z|=r.

Ako umjesto jednakosti uformuli (2) stavimo znak <, dobit cemo skup svih to€aka kompleks-
ne ravnine udaljenost kojih do totke z; manjajeili jednaka broju r — to je krug sa srediStem u
tocki zp polumjerar .
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Zadatak 1. Koji suskupovi totaka odredeni dljedetim jednadzbama:
A.Rez=Imz; B.|z+i|=3; C.zz+i(z—2=2;D. |2 =V2 |z+i|=|z+1]?
> A.Nekaje z= x+iy. Uvrstimo li ovekav z u gornju relaciju, dobivamo y = x, pravac

(d.1.54a).
B. Svi kompleksni brojevi z zakoje vrijedi |z + i| = 3 udaljeni suza 3 odtotke —i, dakle,
leze na kruznici sa sreditem u —i i polumjerom 3 (dl. 1.5.b). Ratunanjem apsolutne vrijednosti

dobivamo njezinu jednadzbu u Kartezijevu sustavu:
¥+ (y+172=0.

C.Stavimo z=x + iy:
z2Z+i(z—-2)=2
= (X+iy)(x—iy)+i(x+iy—x+iy)=2
= x2+(y—1)2:3.

RijeC je o kruznici sasredidtem utotki (0, 1) i polumjerom /3.
D. Stavimo z= x+ iy. Drugi uvjet dgje x =y i zatimizprvog zy = 1+i, 2z =—-1—i. «

Zadaci 1.4 I

1. Odredite u kompleksnoj ravnini skup to¢aka odredenih uvjetom:

A |4 =1z—-2; B. |z+i|=1]z—1—1[;
z—1 ) z—i|
T S P T
2. Odredite u kompleksnoj ravnini skup tocaka odredenih uvjetom:
A |z—1]=2; B. |z—2i| =2;

C. 1<|z—-1 < 3; D. 0<z—-1 <2
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