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XXXVIII.

1. (a) Nekaje ABC pravokutni trokut €iji vrhovi se nalaze u vrhovima kvadrata,
Cije katete |eZe na stranicama kvadrata, pri ¢emu je A = 90°, |AB| = n i |AC| = m.
Promatrajmo n x m pravokutnik ABDC kao &to je prikazano nadlici.
c D

™~

A B
9. 1.1,

Zabilo koji poligon P oznatimo sa $;(P) ukupnu povrSinu crnog dijelaod P i sa
S (P) ukupnu povrsinu bijelog dijela

Kadasu mi n iste parnosti bojanje pravokutnika ABDC je centralno simetri¢no u
odnosu napoloviStehipotenuze BC. Zatoje S;(ABC) = S1(BCD) i $(ABC) = $(BCD)
i

1
f(mn) = |S(ABC) — $(ABC)| = E|Sl(ABDC) — S(ABDC)|.

. 1
Zaoje f(mn) =0, a&kosu m, n obaparnaa f(m n) = E,akosu m, n obaneparna
(b) Akosu mi n obaparnaili obaneparnatvrdnjadijedi iz a). Pretpostavimo daje
m neparani n paran. Promatrajmo tocku L na AC tako daje |AL| = m— 1, kao &o je
prikazano nadlici 7.2.

c D
L
m
n
A B
9. 12

Kakoje m— 1 parno,toje f(m—1,n) =0, tj. S;(ABL) = S(ABL). Prematome,

f(m n) = |Si(ABC) — S(ABC)| = |S,(LBC) — S(LBC)|
P(LBC) = ! max{m n}.

no
2=
(c) Odredimo f(2k + 1, 2k). Kao u b) promatrajimo totku L na AC tako da je
|AL| = 2k. Buduti daje f(2k, 2k) = 0 i S (ABL) = S(ABL), vrijedi

f(2k + 1, 2k) = |S(LBC) — S(LBC)].
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PovrSinatrokuta LBC jednakaje k. Bez smanjenja optenitosti mozemo pretpostaviti da
jedijagonala BL crna (vidi sliku 7.3.). Tadase bijeli dio trokuta LBC sastoji od nekoliko
trokutat CLNox, Mok—1Lok—1Nok_1, ..., M1L1N;, od kOjIh jeS\/akl dican trokutu CAB.
Njihova ukupnapovrSinajednakaje

1 2k 2k\? [2k—1)\2 1\?
SZ(LBC)ZE—ZK+1<<2—k) +<—2k ) ++<2—k)>

= g E @) = =
c
No
L
MZk—l
N1
Lok \
MlN1
L,
A B
9. 1.3.
Prematome
SULBC) = k— — (4k+ 1) = —(8k— 1)
o 12 T 12
i
f(2k+ 1, 2K) = %.

OvafunkcijamoZze poprimiti po volji veliku vrijednost.

2. Geometrijsko rjegenje. Nekasu s, i s simetrale stranica AC i AB trokuta ABC .
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S obzirom na osnu simetriju u odnosu ha pravac &, , totka A sepredikana C i U na
C'. Sobzirom naosnu simetriju u odnosu na pravac s;, totka A sepresikana B i U na
B'.
_ Srediste kruznice O je jednako udaljeno od AU i CC' jer je ono nasimetrali baza
AC i UC’ jednakokratnog trapeza CAC'U ; i nadaje |CC'| = |AU].

Iz istog razloga je totka O na simetrali baza AB i UB’ jednakokratnog trapeza
ABUB'; i nadaje |BB'| = |AU].

Dakle, tocka O je jednako udaljenaod BB’ i CC'. Tocka T = BB’ N CC' je na
simetrali kuta $BTC' = qVTW. Tadaje

ABTO =2 AC'TO
(JOB| = |OC|, |OT|=|OT|, <BTO=<4C'TO)
= |BT| = |C'T].

Sadaje
|AU| = |CC'| = |CT| + |[TC'| = |TC| + |TB].
Suzbeno riesenje. Nekaje o = JA ngmanji kut, te nekasu B’, C' polovista
stranica AC, AB i 6 = 4BAU, ¢ = JUAC. Buduti daje WB' simetrala stranice AC,
JACW = ¢ i analognojer je VC' simetralastranice AB, ABV = 0. Sadaje

BTIC=nr-(-0+y—-9¢)=a+(0+¢)=a+a="2c.
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Prema sinusovom poucku zatrokut BTC je
TB|  |TC]  [BC| 2Rsna R

sn(y —¢) sin(B—6) sn2o  sin2a  cosa’
gdieje R polumjer opisane kruznice. (Primijetite daje zbog uvjetana o, coso > 0 i da
je—-6>0iy—¢ >0.) Odavdedlijedi

R . .
ITB| +[TC| = @(sn(ﬁ —0)+sin(y — ¢)

. — - -0
2RsmB+y acosB rto

— 2 2 — ZR cos w .
coso 2

Kakosutotke U, A, B i C nakruznici, JUBC = ¢ i JUCB = 6, odakleje
|AU| = 2Rsin(B + ¢) = 2Rsin(y + 0)
=R(sin(B + ¢) +sin(y +0))
_oranPEY o (B v o6
2 2
B-y+¢—-6
2 b

= 2Rcos

odakleje |AU| = |TB| + |TC]|.
3. Zasvaku permutaciju 7 = (Y1, Y2, .-, Yn) 0d (X1, X, ..., Xn) 0znatimo sa S(r)

sumu Y1+ 2y2+ ...+ ny,. Nekaje r = (n+1)/2. Trebapokazati daje |S(z) < r barem
zajednu permutaciju 7.

Nekaje mp identiCnapermutacija, tj. 7o = (Xg, ..., Xn), &% = (Xn, ..., X1). Akoje
[S(mo)| < r| ili |[S(7)] < r,tadajeistinitatvrdnja. Pretpostavimo zato daje |(mo)| > 1 i
|S(7)| > r. Primijetimo daje

S(mo) + S(7) = (X1 + 2X2 4+ ... + NXn) + (Xn + Xn_1+ ... + NX1)
=N+ 1) (Xs+ ...+ Xn),
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paje |[S(m) + S(7)] = n+ 1 = 2r. Kako je svaki od brojeva S(mp) i () po modulu
veti od r, oni morgju biti suprotnih predznaka. Jedan od njih je veti od r, adrugi manji
od —r.

PocevS od permutacije mo mozemo dobiti svaku permutaciju uzastopnim zamjena-
ma sugednih elemenata. Posebno, postoji niz permutacija no, 71, ..., 7y tako daje
m =7 i,zasvaki i € {0,..., m—1} permutacija 711 dobivaseiz m; zamjenamadvaju
uzastopnih ¢lanova.

To znafi daako je my = (y1,...,¥n) | @is1 = (z1, .- ., Zn), tada postoji indeks
ke {l,...,n—1} takodaje

Ze=Yi+1, Za1=Yk Z=Y; za j#FKk+1
Buduci dabrojevi x; po modulu nisu veti od r, dobivamo

IS(7it1) — S(mi)| = |Kzx + (K+ D)z — kyk — (K+ 1)yiqa]
= Yk = V1| <Ykl + Y] < 2r.

To znaci darazlikaizmedu sugednih clanovau nizu S(m), Sm1), ..., S7m) nije veta
od 2r.

Brojevi S(np) | () , promatrani kao brojevi narealnom pravcu, lezeizvanintervala
[—r, r] i to snjegovih razli€itih strana. Odavde slijedi da se barem jedan od brojeva S(;)
nalazi utomintervalu. Zato je |S(m)| < r zaneko ;.

4. (a) Nekaje n > 1 cijeli broj. Pretpostavimo da postoji n x n srebrnamatrica A.
Neka je x neki element isskupa {1,2, ..., 2n — 1} koji se ne pojavljuje na dijagonali.
(Takav element postoji, jer ima n elemenatanadijagonali, ali ukupno 2n— 1 elemenata.)
Uniju i-tog retkai i-tog stupca nazvat cemo i-ti kriz. InaCe, element x pojavljuje seu
svakom krizu tocno jedanput. Akoje x (i, ])-ti element od A, tada on pripada i -tom
i j-tom krizu. Reti ¢emo da su u ovom sucaju ova dva kriza obiljezenasa x. (Npr. u
drugom primjeru pod (b) prvi i Cetvrti kriz su obiljezeni sa 6.) To znafi da smo svih n
kriZzeva podijelili u parove x -obiljeZenih, paje zato n paran. Kakoje n = 1997 neparan
broj, ne postoji srebrnamatricazata n.

(b)Zan=2je
1 2
SIEE
srebrnamatrica. Za n = 4 imaviSe primjera, od kojih je jedan npr.
1 2 6 7
3 1 7 6
A= 4 5 1 2
5 4 3 1

Sada se indukcijom moZze konstruirati beskonatno mnogo srebrnih matrica, kao $to poka-

Zuje ovg primjer:
A Y
=[5 &)
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gdieje A srebrnamatricaselementima {1,2, ...,2n— 1},

2n 2n+1 ... 3n-1
3n-1 2n ... 3n-2
X= . . . )
3am+1 3n+2 ... 2n
3n 3n+1 ... 4n-1
4n—-1 3n ... 4n-2
Y =
3n+1 3n+2 ... 3n
Matrica B je takoder srebrna.
5. Jednadzbu
X = y*

zapiSimo u obliku

x\Y s
Z) =
Octito morabiti x? # 2y,
Akoje x > 2y?, ondaje % =ke N, x = ky?, paseiz (2) dobiva
K =y =2 . k=y2
Za k=1,rjesenjeje (1,1).
Za k = 2 nemarjeSenja.
Za k= 3, rjesenjeje (27, 3).
Za k= 4,rjesenjeje (16, 2).
Zak>5je

Odavdei iz (1) se dobiva

XY =y o ™ = ()X, XM =mx . X2l =m
Zam=1,rjeSenjeje (1; 1), vet nadeno.
Zam>2je
X2l p2m-l_2.2. .2
>2m_1~2m_2~...~§~g:2m—1>m,
2m—-2 2m-3 21
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pau ovom slu€aju nema hijednog rjeSenja.

6. Akoje n= 2k + 1 hilo koji neparan cijeli broj veti od 1, tada svaki prikaz od n
u trazenom obliku ima “1"” kao jedan od sumanada. Ako ga uklonimo dobivamo prikaz
broja 2k. | obratno, ako dodamo “1” prikazu broja 2k dobivamo prikaz od 2k + 1. Ovo
pridruzivanjeje bijektivno. Zato vrijedi ovarekurzivnaformula

f(2k+ 1) = f(2k). (1)
Nadalje, ako je n = 2k hilo koji pozitivan paran cijeli broj, tada svaki prikaz od n ima
jedan od ovadvaoblika: ili sadrzi jedan sumand “1” ili nematakvog sumanda. U prvom
slu€aju mozemo oduzeti jednu “1" i dobiti prikaz od 2k — 1. Natg naCin se dobije
bijekcijaizmedu prikazaprvog oblikaod 2k i svih prikazaod 2k — 1. U prikazimadrugog
oblika (ovdje nijedan clan nije jednak 1), mozemo svaki Clan podijeliti s 2 i dobiti prikaz
broja k. Ovo pridruzivanjeje bijektivno. Time dobivamo drugu rekurzivnu formulu
f(2k) = f(2k — 1) + f(k). (2)
Svaka od ovih formula vrijedi za svaki cijeli broj k > 1. Ocigledno je f(1) = 1.
Stavimo li f(0) = 1, formula (1) vrijedii za k = 0. 1z (1) i (2) dlijedi daje funkcija f
nepadajuca.
Prema(1), broj f(2k— 1) uformuli (2) se moZezamijeniti s f(2k— 2), padobivamo
f(2k) — f(2k—2)=f(k), zak=2123....
Uzimgjuci broj n > 1 i sumirguci ove jednakosti za k = 1,2, ..., n, dobivamo ovu
formulu
f2n)=f0)+f(1)+...+f(n) zan=123, ... (3)
Gornja ocjena se sada lako dobije: u fomuli (3) nijedan sumand nije veti od podljednjeg.
Kakoje 2 = f(2) < f(n) zan > 2, dobivamo
fen)=2+(f(2) +...+ f(n)) <2+ (n—1)f(n)
<f(n)+(n—1)f(n)=nf(n) zan=23 ....
Specijalno, u nasem ducaju je
f(zn) < 2nfl . f(znfl) < 2n71 . 2n72 . f(2n72)
< < 2(n—l)+(n—2)+...+l . f(z) — 2n(n—l)/2 .2

X -

Kakoje 20—1/2.2 < 2"/2 73 n > 3, vrijedi gornjaocjena.

Da dokaZemo donju ocjenu, pokaZimo najprije da vrijedi nejednakost

f(b+1)—f(b)>f(a+1) - f(a) (4)

za cijele brojeve b > a > 0 jednake parnosti. Naime: ako su a i b oba par-
ni, tada su prema (1) s obje strane nule; ako su a i b neparni, tada je prema (2)
f(b+1) —f(b) = f((b+1)/2), f(a+ 1) — f(a) = f((a+ 1)/2) nejednakost (4)
vrijedi jer jefunkcija f nepadajuca.

Uzmimo sada cijele brojeve r > k > 1, r paran, i uvrstimo redom u (4) brojeve
a=r—j,b=r+jzaj=0,1 ..., k—1. Zbragjanjem dobivenih nejednakosti dobivamo

f(r+k —f(r)>f(r+1)— f(r —k+1).
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Jerjer paran, f(r+1)=1(r) i
f(r+k +f(r—k+1)>2f(r) zak=1,...,r.
Zbrajanjem ovih ngjednakosti za k =1, .. ., r dobivamo
f(1)+f(2)+...+f(2r) > 2rf(r).
Prema (3), sumanalijevoj strani jejednaka f(4r) — 1 i
f(4r) > 2rf(r)+ 1> 2rf(r) za svaki cijeli broj r > 2.
Uzimajuéi r = 2™2 dobivamo
f(2m) > 2m1f(2m2). (5)
Dabi r = 2™2 bilo parno, m morabiti cijeli broj veti od 2; primijetimo da (5) vrijedi i
zam=2.
Napokon, nekaje n bilo koji cijeli broj veti od 1. Akoje | pozitivan cijeli broj takav
daje 2| < n, primijenimo ngjednakost (5) zam=n,n—1 ... n— 2l 4+ 2 i dobivamo
f(2m) > 20t f(27?) > 2m 2 f (2
> > 2(n—1)+(n—3)+...+(n—2|+1) B f(zn—ZI) — 2I(n—|) . f(2n_2|),
Akoje n paran, stavimo | = n/2; ako je n neparan, nekaje | = (n— 1)/2. Dobivaju se
ove nejednakosti
f(2") > 27/4. §(2°) = 2"/*za n paran,
f(2") > 2"D/4. §(21) = 2" -D/4. 2 5 27/473 n neparan.
Dobili smo trazenu ocjenu za n > 2. (Onavrijedi i za n = 1, &0 se moze neposredno
provjeriti.)

XXXIX.

1. Nekaje E geci&e pravaca AC i BD. Radi simetrije mozemo pretpostaviti daje
P unutar AABE. Oznatimos M i N odgovarajucanozista okomicaiz P na AC i BD.
Sada temo, bez pretpostavke daje |PA| = |PB| i |PC| = |PD|, izraziti povr&ine P(ABP)
i P(CDP) kako dlijedi:
2P(ABP) = 2P(ABE) — 2P(PAE) — 2P(PBE)
= (|AM] + |PN|)([BN] + [PM]) — (|AM| + |PN|)[PM|
— (IBN| + [PM[)[PN]|
= [AM[ - [BN| — [PM] - [PN],
2P(CDP) = 2P(CDE) + 2P(PCE) + 2P(PDE)
= (ICM] — [PN])(IDN| — [PM]) + (|CM| — [PN[)|PM|
+ (IDN] — [PM[)[PN|
= |CM| - IDN| — |PM| - |PN]|.
Odavdeje
2[P(ABP) — P(CDP)] = |AM| - IBN| — |CM]| - |DN]. O
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[oe]
O

C
9. 21

Sada ¢emo iskoristiti uvjete |PA| = |PB| i |PC| = |PD|. Pretpostavimo najp-
rije daje ABCD tetivni Cetverokut. Zbog jedinstvenosti tocke P ona mora biti srediste
opisane mu kruznice. Zatosu M i N polovi¥ta stranica AC i BD, tim redom. Zato je
|AM| = |CM| i |BN| = |DN]|, paiz (7.1) dlijedi P(ABP) = P(CDP). Obratno, nekaje
P(ABP) = P(CDP). Prema (7.1) je |AM| - |BN| = |CM| - IDN|. Ako je |PA| # |PC|,
zbog simetrije moZzemo uzeti da je |PA| > |PC|. Tadaje |AM| > |CM|, aisto tako je
IBN| > |DN|, jer je |PB| > |PD|. Odavde slijedi |AM| - [BN| > |CM| - IDN|, &o je
kontradikcija. Dakle, |PA| = |PC|, &o znali daje P najednakoj udaljenosti od A, B, C
i D. Toznati daje ABCD tetivni Cetverokut.

2. Kako ima (g) parova sudaca i svaki par se podudara u najvide k natjecatelja,
ukupni broj podudaranja je najvise k(g) . Za1l<i < a, nekaje i-ti natjecatelj prosao
kod x;, i pao kod y; sudaca, pri Cemuje x; +Y; = b. Tadaje broj parova sudaca koji se
podudaraju natom natjecatelju jednak

(2) + (3;) = l(xi2+yi2—Xi = Vi)
o

[(b—1)%—1)].

V
Bl NI NI

Kako je b neparan, mozemo uzeti daje donjagranica %(b — 1)2. Odavde dlijedi

(3)>2[(2)+(5)

Odavde se dobivatraZzena ocjena.

3. Zarelativno prostebrojeve a i b je 7(ab) = 7(a)7(b). Nekaje n = plip. .. pl¢,
gdiesu p1, p2, ..., pt razliciti prosti brojevii ky, ko, ..., k pozitivni brojevi. Tadaje
) = (kg + Dk +1)...(k+1) i 7(n?) = (2ky + 1)(2kz + 1) ... (2k + 1). Odavde
dijedi daje 7(n?) uvijek neparan, pamogu zadovoljavati samo neparni brojevi k. Pokazat

a(b— 1)2
= 4 .
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¢emo da zadovoljava svaki neparan pozitivan cijeli broj k, tj. daje

_2k1+1 2k, + 1 2k + 1
Ckt+l ke+1l 7 k+1
zaneke pozitivnecijele brojeve ki, ko, ..., k.
Prirodno je da pokusamo dokazati tvrdnju indukcijom po k. Tvrdnjavrijedi zak = 1
2
jerje i((ll)) = 1. Svaki neparan cijeli broj k > 1 koji je oblika 4s + 1 zadovoljava jer
ek= gzi 1(25+ 1). Broj 2s+ 1 < k zadovoljavapo pretpostavci indukcije. Zatoi k
zadovoljava.

. . . k+1. ) . .
Nadalje, akoje k oblika 4s+ 3, % jeparanbroj. Moramo promatrati dvasiucaja,
k=8 +3i k=8 +7.UprvomsluCguje
_ 24r+9 12r+5
~12r+5 6r+3
paovg k takoder zadovoljava. U drugom slucaju brojeve opet dijelimo u dvije klase, itd.
Dabi se zavr&o dokaz trebagornju ideju formulirati u qpéem ducaju.
Tvrdimo da ako je x zadovoljavajuéi, takav jei 2x — 1 zasvaki j > 1. Nekaje |
2
takav daje % =x. Zaj = 1, nekaje n = p< !l gdjeje p prost broj koji ne dijeli .
T(n?)  2x-—1
(n) X
n:pfl3x 221232x 2 pjzy x— 23 x— Y,

(2r + 1),

Tadaje

Xx=2x—1. Zaj> 1 nekaje

gdjesu p1, P2, -.., B medusobno razI|C|t| prosti brojevi k01| nedijele |. Tadaje
(n?) 2.3x—-3 2-1.3x -3
tn) 2 1-3x—1 22.3x—1 "
2.3 1x-3 2.3 x-1
2.3 1x—1 = 3

X = 2x — 1.

Odavdedlijedi tvrdnjaza j > 1.

Time smo pokazali da je svaki neparan cijeli broj zadovoljavajuci. Na poCetku smo
pokazali daje 1 zadovoljavajuci. Za svaki neparan cijeli broj k > 1 je k+ 1 = 2x, gdje
je x < k neparan broj. Kako je x zadovoljavajuti, takav jei k = 2x — 1. Dakle svi
neparni borjevi su zadovoljavajuci.

4. Akoje a’b + a+ b djeljivos ab® + b+ 7, ondaje takav i broj

b(a’b+a+b) —a(@?+b+7) =b? -
Kakoje a> 1,ondaje b?> — 7a < ab®+ b+ 7. Akoje b?> — 7a > 0, tadaje b> — 7a=0
i 7dijeli b, paje
(a, b) = (7¢%, 7c)  zaneki pozitivan cijeli broj c.
Uovomsluéguje a?b+a+b = 7¢(49c*+c+1) djeljivos ab®>+b+7 = 7(49c*+c+1).

Promatrajmo sada slutaj b’ — 7a < 0. Tada je pozitivan broj 7a — b?, manji od
7a, diejiv s ab®> + b+ 7. To je moguée samo ako je b = 1 ili b = 2, jer je inate
ab’> +b+7>9a.
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Zab=1,broj 7a— 1 morabiti djeljivs a+ 8. Sadaje 7a— 1= 7(a+8) —57,aiz
faktorizacije 57 = 1-57 = 3- 19 dobivamo a = 11 ili a = 49, o su jedine mogucnosti.
Za(a, b) = (11, 1), broj ab? + b+ 7 = 19 dijeli a’b+a+b = 133. Za (a, b) = (49, 1)
broj ab® + b+ 7 = 57 dijeli ab+ a+ b = 2451.

Zab = 2,broj 7a—4 morabiti djeljivs 4a+9. Sadaiz 4(7a—4) = 7(4a+9)— 79,
a 79 nemadijeliteljaoblika 4a+ 9, pau ovom slucaju nemarjeSenja.

Dakle, rjgsenjasu (a, b) = (7¢?,7c), ¢=1,2,..., (ab) = (1L, 1) i (ab) =
(49, 1).

5. Budu¢i dasu pravci MK i RS paralelni u ABMR imamo,

A
Ev
B
Ev
JBRM = 90° — q%.

YBMR = 90° —

IMBR = 90° — &

Koristeti sinusov poucak, dobivamo

Sliénou ABKS imamo,

IBKS=90° — qg,

A
IBK = 90° — 43,
B
27

JKBS=90° — &
takodaje
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Primijetimodaje Bl L RSi IK L AB. 1z(7.2)i(7.3) je,
IR? + [15? — |R§? = (|BI|* + [BR?) + (|BI|* + |BS?) — (|BR| + [BS))?
= 2(BI|* - [BR| - |BS)
= 2(|BI? - [BM[)
=2|IM? > 0.
Prema kosinusovom poucku je RIS &iljast.
6. Oznafimo sa S skup funkcija koje promatramo. Nekaje f bilo kojaod njih, pri
Cemuje f(1) =a.Zat=1i s=1 dobivamo,
f(f(s)) =a%s f(at?) = [f(t)> zasveste N.
Odavdei iz poCetne jednakosti dobivamo
[f(9)f(1)]? = [f(9)]*f(at?) = f (321‘ (f(atz)))
f(aat?) = f (a(ast)?)

= [f(ast)]2.
Odavde dijedi, f(ast) = f(s)f(t) zasve s, t; specijano, f(as) = af(s), paje
af(st) = f(s)f(t) zasveste N. O

Sada ¢emo pokazati daje f(t) djeljivos a zasvaki t € N. Zasvaki prost broj p
oznatimo s p* i p® najvete potencije od p skojimasu a i f(t) djeljivi, tim redom.
Matematitkom indukcijom se iz (7.4) dokaze daje [f(t)]¥ = a<~1f(tk) zasvaki k € N.
Najveta potencijaskojom p dijeli [f(t)]* je p¥ ; dok je onaskojom dijeli a~! jednaka
pk=Ye  Dakle, kB > (k— 1)o zasvaki k € N, %o je mogute samo ako je B > a.
Tvrdnjavrijedi zasvaki prost broj p, i zato a dijeli f(t).

MoZemo staviti g(t) = %lt) , Cime dobivamo novu funkciju g : N — N. Svojstva
funkcije f mogu se zapisati pomocu funkcije g:

9@ =2a g(s) =9g(s)g(t), 9(9(s)) =s zasvakisteN. 0
Ustvari, g(st) = g(s)s(t) je ekvivalenatnos (7.4), a g(g( S)) = s dlijedi iz

ag(9(s)) = 9(a)g(g(s)) = g(ag(s)) = g(f(s))

(e _as_
a a

Iz (7.5) selako dobije g(t?g(s)) = g(t?)g(g(s)) = slg(t)]? zasvaki st € N. Dakle,
g jeisskupa S, i njezine vrijednosti nisu vete od odgovarajucih vrijednosti od f. Zato
mozemo reducirati promatranje nafunkcije g koje zadovoljavaju (7.5). Bitnacinjenicaje
dasvakafunkcijatog oblika presikava proste brojeve u proste brojeve.

Zaista, ako je p prost broj i g(p) = uv zaneke pozitivne cijele brojeve u, v, prema
(7.5) je, p=9g(g(p)) = g(uv) = g(u)g(v), pabar jedan od brojeva g(u) i g(v) morabhiti
1. Akojenpr. g(u) = 1, tadaje u= g(g(u)) = g(1) = 1, o znaci daje g(p) prost broj.

Da odredimo traZzenu minimalnu vrijednost, uzmimo neku funkciju g koja zado-
voljava (7.5). Ona je injekcija (g(s) = g(t) poviati s = g(g(s)) = g(g(t)) = t),
i preslikava razliCite proste brojeve u razliite proste brojeve. Dakle, donja granica za
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9(1998) = g(2- 3% - 37) = g(2)[9(3)]%9(37) se dostize kada su g(2), 9(3), g(37) tri
najmanjaprostabroja2, 3, 5, pri éemuje g(3) = 2. Tadaje g(1998) > 3-2%.5 = 120 za
svaku funkciju g € S. Postoji takva funkcija g € S daje g(1998) = 120, &to znaci daje
minimalna vrijednost jednaka 120. Da jo5to pokazemo, nekaje g(1) = 1, i definirajmo
g na prostim brojevima na ovagj na€in: g(2) = 3, g(3) = 2, g(5) = 37, g(37) =5
i g(p) = p zasvaki prost broj p # 2,3,5 37. Definicija se daje prenos na svaki
t=pp32...p¢ € N stavljgjuci g(t) = g(p*p5? - - Pe) = 9(P1)™g(p2)® ... g(p)™ .
Uvjet (7.5) jeispunjen (sa= 1), paje g € S. OCito je g(1998) = 120, ¢imeje tvrdnja
dokazana.

XL.

1. Nekaje rpg Simetrijau odnosu nasimetralu duzine PQ i nekaje G tezidte skupa
S. 1z rps(S) = S dijedi, ras(G) = G zasvake dvijetocke A, B € S, pa su sve tocke od
S najednakoj udaljenosti od G. To znaCi da se sve tocke skupa S nalaze nakruznici.

G

Ay Ay
9. 31

TocCke skupa S su vrhovi konveksnog n-terokuta AjA;...A,. Simetrija u odno-
su na simetralu duzine AjAs preslikava svaku poluravninu odredenu tom simetralom
na onu drugu, pa je raa(A2) = Ax. Dakle, |[A1A2] = |A2As|. Na dican natin je
|A2Az] = |AsA4| = ... = |AnA1| . Kako seskup S nalazi nakruznici, odavde dlijedi daje
A1A; ... A, pravilni poligon. Pravilni n-terokut ocito zadovoljava uvjete zadatka.

2. (a) Dana nejednakost je simetritna i homogena, pa moZemo pretpostaviti da je
X1 2 X2 > ...2%X =010 > ;% = 1. Uovomducgju trebamaksimizirati sumu

F(X1, -, %) = > XX (xF + 7).
i<

PokuSajmo povetati vrijednost od F zamjenom vektora X = (X, ..., Xk—1, Xk,
Xk+1, 0, ...,0) sa X' = (X1, ..., Xk—1, Xk+Xk4+1, 0, 0, ..., 0), (Xks+1 j€ zadnja koordina-
takojajerazlicitaod nulei k > 2):

k—1
F(X') — F(X) = XiXks1 | 3(Xk + Xie1) Z Xi — Xg — X2,1
i=1
= XiXr1 [B(% + Xip1) (1 — Xk — Xka1) — Xg — Xiy 1)
= XX 1 [(Xk + Xier1) (3 — 4(Xk + Xier1)) + 2XiXie-1]-
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12> Xy 4 Xk + Xt > 5 (X + Xipr) + Xk + Xig 1

NI =

dijedi 2/3 > Xy + X1, i
F(X') — F(x) > 0.

Nakon nekoliko ovakvih zamjena dobivamo

F(x) < F(a b,0,...,0) = ab(a® + b?) = %(Zab)(l — 2ab)

1 11
< == =, = .
\8 F<27 2707 7O>

- 1
Konstanta C jejednaka 3

(b) Jednakost vrijedi ako i samo ako su dva x; jednaka (pa ¢ak i jednaka nuli), a
preostali su jednaki nuli.

3. Obojimo najprije plocu crno-bijelo, kao Sahovsku ploCu. Nekaje f(n) broj koji
trebanati, a fo(n) najmanji broj bijelih poljakoja treba oznaciti tako da svako crno polje
imabijelo susjedno polje. Analogno se definira f;(n). Zbog simetri¢nosti Sahovske ploce
(n=2K), je fu(n) = fe(n) i f(n) = fp(n) + fe(N).

Zgodnije €e biti da promatramo ploCu duz linija paralelnih najduzoj crnoj dijagonali
koju postavimo horizontalno. ‘Duljing’ crnihlinijasu2,4, ..., 2k, ..., 4, 2, abijelihlinija
1,3...,2k-1,2-1,...,3 1

Oznatimo kriZitem ‘neparna poljanabijelim linijamaispod crnih linija ¢ije duljine
nisu visekratnici od 4.

2 SOGOH® 2 QPPPPP
1 LRI KKK

9. 32

U prvom slu€aju (iznad dijagonale), izmedu uzastopnih crnih linija ‘duljina 4i i
4i —2,ima 2i prekrizenapolja, au drugom slucaju (ispod dijagonale), izmedu crnih linija
‘duljing 4i i 4i + 2,imaih 2i + 1. Ukupan broj prekiZzenih bijelih poljaje

k(k+1
244+ .. . +k+...+3+1= %
Sada svako crno polje ima susjedno bijelo prekrizeno polje. Zato je
fo(n) < XD,

Promatrajmo sada k(k + 1)/2 prekriZzena bijela polja. Oni nemaju zajednickih sus-
jednih crnih polja, pa stoga treba oznaCiti barem k(k + 1)/2 crnih poljada bismo pokrili
svabijelapolja. Prematome,

Kk + 1)

fe(n) > 5
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Dakle,

Napomena. Nadli¢an nafin se dokazujedaje

42 -1 =4k—1
f(n):{ zan

(2k+1)> zan=4k+ 1

4. Ociglednarjesenjasu (1, p) i (2, 2), azasvakodrugorie3enjeje p > 3.

Preostaje nati rjeSenjaoblika (n, p), gdieje n > 2 i p > 3. Koristimo tvrdnju, koju
¢temo i dokazati, daje n djeljivos pi n < 2p. Tadaje n = p,

PP(p—1)P+1

oo (e (- ()

a kako je svaki €lan u zagradi, osim zadnjeg djeljiv s p, morabiti p— 1 < 2. Odavde
dijedidaje p=3i n= 3.

Dokazimo sada tvrdnju koju smo koristili. Kako je (p— 1)" + 1 neparno, i n mora
biti takav (zato je n < 2p). Oznafimo s q ngimanji prosti djelitelj od n (mora biti
g>2).1zg/(p—1)"+1 dobivamo (p—1)" = —1 (mod q) i nzm(g, p— 1) = 1. Kako
premaizboru broja q vrijedi nzm(n,q— 1) = 1, postojecijeli brojevi u i v, takvi daje
un+v(g— 1) = 1. Koristeti mali Fermatov teorem dobivamo

p—1=(p-1" (p— 1Y =(-1)" 1= -1 (mod q),

jer u morabiti neparan. Odavde dlijedi da q|p, paje stoga g = p, pa p|n.

Dakle, svarjeSenjasu (2,2), (3,3) i (1, p), gdjeje p bilokoji prost broj.

5. Nekasu S, S, & sedidtai R, rp, ro polumjeri kruznica I', I'y, I'z, te
{E,F} =T1NT2. Trebapromatrati tri ducajac 1°ry >ry, 2°ri=rz i 3ri<rz.
Promatrat cemo prvi ducq].

Kako su trokuti MCS; i MAS jednakokratni i <SMC = 4<SMA, AMCS, ~
- IMC| _ My . [MD| _ |Msy] o
AMAS. Odavde je ——— = ——. Anaogno je —— = -——. Odavde dijedi
ve IMD IMA|  [MS IMB|  [MS
ﬁ = ﬁ ,ajerje IDMC = 4BMA, trokuti MCD i MAB su dlicni teje CD || AB.
Nadalje,

ICD|  [M§| n

AB T MS TR W
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. 33

Oznatimosa X = CDNS S, . Dabismodokazali tvrdnju zadatkadovoljno je pokazati
daje |S1X| =r1 —r2. Uzoznaku Y = §S N AB vrijedi

SY] _ ISFP + SIS - ISF?

F = p—
C0sIFSS = 15F) EEREE

odakle dlijedi
2r2 —r3

Y| =
1SY] o

(2)
Nekasu Z i W ortogonalneprojekcijetotke Sna AB i §S,. |z pravokutnog trokuta
SWS, iiztrokuta SS;S dobivamo:

SW| _ [SS? + S5 - [SSI?
SSy| ZEERE S

CosSISS S=

odnosno
2r2 —r3 — 2Rr; + 2Rr;

Y| — =
S| -1 >

1z (2)i (3) dijedi |SZ] = rB(rl —r2). Konatno
1

2
CD
sixf2 = 80P - ox? = i - (1)

2
1r2 r2
=% - ib |aBP =13 - (R - |sZ)

Odavde dijedi |S,X| = %|SZ| =1
Sluég 3° sedokazujedlicno, dok jeslucg) 2° jednostavniji.
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SuZzbeno rjesenje.

Lema. Kruznica k; dodirujeiznutrakruznicu k utoccki A i dodirujejednu od tetiva
MN u B. Nekaje C polovidteluka MN kruznice k koji nesadrzi A. Tada su tocke A,
B i C kolinearnei vrijedi |CA| - |CB| = |CM|2.

Dokaz leme. Homotetija sa sredistem u A kojapredikava k; u k, preslikava MN u
tangentu na k paraelnus MN, tj. utangentuu C na k, pasu A, B, C kolinearne.

9. 34

Da bismo dokazali drugi dio leme primijetimo daje INMC = YMNC = JCAM,
&o znati daje AACM ~ AMCB, odakleje |CA| - |CB| = |CM|?.
RijeSimo sada dani zadatak.

Nekasu O; i O, sredidtaod I'; i ', respektivnoi t; i tp zgjedniCketangente. Neka
su o i B lukovi kojena I" odsijecgju t i to, upolozaju kao u lemi.

g. 35.

Njihova polovi&taimaju, prema lemi, jednake potencijeu odnosuna I'; i I'z, pasu
A'i B polovistaod o i . |z lemetakoder dijedi dasu C i D tocke u kojima tangente
t1 i to dodiruju T'; . Nekaje H homotetijasasredistem M kojapreslikavaT'; u I'. Tada

jeH : CD~ AB, odakleje AB || CD. Dakle, CD L O;0, i O, jepolovi&ejednog od
lukova CD kruznice I'y .
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