4.1. OSNOVNE POSTAVKE LOGIKE 105

4.

Uporaba matematicke logike
u racunalima

1. Osnovne postavke logike

U nasSim dosadas$njim razmatranjima algoritama ¢esto smo Koristili pojam ne-
kog uvjeta iispunjenja ili neispunjenja tog uvjeta. Ostvarenja programskih grananja
i programskih petlji zasnivaju se na ispitivanju uvjeta i donosenja odluke koja ovisi
o tome da li je neki uvjet ispunjen ili nije ispunjen. Opcenito, ispitivanje razli-
¢itih uvjeta, koji mogu biti i vrlo sloZeni, omogucuje konstruiranje vrlo korisnih
programa.

Razumijevanje i stvaranje takvih programa znatno olaksava poznavanje logi-
ke'.

Logika je grana filozofije koja se bavi utvrdivanjem razloZnosti rasudivanja.
U obi¢nom Zivotu se kaZe da je neSto logicno, ako se to moZe obrazloZiti nekim
dokazima. Osnovni pojam u logici je logicki sud. Pod tim nazivom razumijeva se
svaka tvrdnja koja se ocjenjuje samo s gledista istinitosti ili laZnosti. Neka druga
svojstva sudova (primjerice: dobro, loSe, lijepo, ruzno) se u logici ne razmatraju.
Logicki sudovi moraju biti valjani. Valjan sud mora biti tako oblikovan da je ili
istinit ili laZan. Sudovi koji mogu biti istovremeno i istiniti i laZni nisu valjani i u
logici se ne razmatraju.

Primjer 4.1. Utvrditi istinitost ili laznost sljedec¢ih sudova: 5 > 2, 3 > 6,
4=4,7<6.
Temeljem svojstava prirodnih brojeva zakljucujemo:
sud “5 > 27 je istinit,

!dolazi od grékog logos— rijeé, razum, razlog, misao, zakon
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sud “3 > 6” je lazan (neistinit),
sud “4 = 4 je istinit,
sud “7 < 67 je lazan (neistinit).
0

Logic¢ki sudovi mogu se tvoriti o razli¢itim ¢injenicama i primjenjivati za
rasudivanje u vrlo raznolikim granama ljudske djelatnosti.

Pri zasnivanju algoritama i pri pisanju programa cesto se koriste sudovi ob-
likovani kao sudovi u primjeru 4.1. Pritom koristimo neke simbole koji se mogu
nazvati relacijskim simbolima ili operatorima. Oni opisuju neke odnose izmedu
vrijednosti napisanih s njihove lijeve i desne strane. Relacijski simboli i njihova
znacenja prikazani su tablicom 4.1.

Tablica 4.1. Relacijski operatori i njihovi simboli

simbol znacenje
< “je manje od” ili “prethodi” ili “dolazi ispred”
> “je vece od” ili “slijedi” ili “dolazi iza”

= “je jednako”

< ili <= “je manje ili jednako”
> ili >= “je vece ili jednako”
#ili <> “je razli¢ito” (“nije jednako”)

Relacijski operatori mogu se primijeniti na skup prirodnih brojeva ili na bilo
koji skup u kojem su elementi uredeni, tj. imaju utvrdeni poredak.

Znak za relacijski operator = ne smije se zamijeniti sa znakom pridruZiva-
nja :=. Operator pridruZivanja pridruZuje varijabli koja je zapisana s njegove
lijeve strane neku vrijednost, dok relacijski operator sluZi za usporedivanje dviju
vrijednosti.

Primjer 4.2. Za dane u tjednu moZemo oblikovati sljedeée sudove i zakljuciti
da li su lazni ili istiniti:
sud “ponedjeljak < srijeda” (ponedjeljak prethodi srijedi) je istinit
sud “petak < utorak™ (petak prethodi utorku) je lazan
sud “srijeda > Cetvrtak™ (srijeda slijedi Cetvrtak) je lazan.
0

Primjer 4.3. Za slova abecede moZemo oblikovati sljedece sudove i utvrditi
njihovu istinitost ili laZnost:
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sud “a > b” (slovo a dolazi iza slova b) je lazan,
sud “1 > Kk” (slovo 1 dolazi iza slova k) je istinit,
sud “l1 < m” (slovo I dolazi ispred slova m) je istinit.
Iz istinitosti zadnjih dvaju sudova mozZemo ustanoviti da je novi sud “slovo 1
dolazi izmedu slova k i slova m” istinit. Drugim rijec¢ima, na temelju istinitosti ili
laZnosti sudova mozemo zakljuciti istinitost ili laznost nekih drugih sudova. O

Za istrazivanje sudova i sloZenih sudova razvijena je posebna grana matemati-
ke — matematicka logika. Osnove matematicke logike ¢ini algebra sudova znana i
pod nazivima logicka algebra ili Booleova* algebra. U algebri sudova provode se
logicke ili Booleove operacije nad sudovima.

Za oznacavanje sudova uvode se simboli. Pritom se govori da je taj simbol
logicka varijabla ili Booleova varijabla. Logicka varijabla moZe poprimiti samo
dvije vrijednosti i to: laZnost ili istinitost.

Te dvije vrijednosti oznacavaju se na razlicite nacine:

e natemelju engleskih naziva’® za istinito i lazno koriste se oznake: T i F;

e umjesto F neki koriste naopako slovo T (§to bi trebalo znaditi: obrnuto od
istine), pa se koriste oznake: Ti L;

e s obzirom da logi¢ka varijabla moZe poprimiti dvije vrijednosti (jednako
kao i jedan bit), ¢esto se koriste i oznake: 01 1.

Mi ¢éemo koristiti zadnje spomenuti nac¢in oznacavanja vrijednosti logickih
varijabli, s tim da:

e istinitost oznaCavamo s 1 i
e laznost oznac¢avamo s 0.

Primjer 4.4. Za sudove iz primjera 4.3 uvedimo sljedece simbole:

G="a>b"
H="1>K
M — “1 < m?’.

Varijable G, H i M imaju ovdje sljedece vrijednosti:

G=0,
H=1,
M=1.

O

2George Boole (1815-1864), britanski matematicar i logicar, je u svojim djelima Matematicka analiza
logike (1847) i Zakoni uma (1854) prvi uveo matematicku simboliku za izrazavanje logickih procesa.
3engleski nazivi: true — istinito, false — lazno



108 4. UPORABA MATEMATICKE LOGIKE U RACUNALIMA

Za osnovne ili atomne® sudove (krace: atome) istinost ili laZznost mora se
utvrditi neposrednim zakljuc¢ivanjem o sudu, kao §to je to i u¢injeno u primjeru 4.4.
Istinitost ili laZnost sloZenijih sudova moZe se utvrditi na temelju formula.
Formule se tvore od:
e atoma,
e logickih operatora i
e zagrada.
Uobicajeno se koristi pet logickih operatora koji odreduju pet logickih opera-
cija. To su:

simbol operatora naziv operacije
- negacija
A konjunkcija
\% disjunkcija
— implikacija
- dvostrana implikacija

Za osnovna razmatranja o programima nama ¢e biti dovoljne prve tri osnov-
ne operacije. Zbog cjelovitosti izlaganja razmotrit ¢e se i operacije implikacije i
dvostrane implikacije, ali tek na kraju ovog poglavlja i to samo kao neobvezatno
gradivo za one koji su za to posebno zainteresirani.

Negacija, konjunkcija i disjunkcija

Operator negacije djeluje na jedan atom, nazovimo ga G, i pise se: (—=G).
Negacija se moze izgovoriti na vi$e nacina, primjerice: “nije G”, “negacijaod G”,
“ne G”. Djelovanje negacije prikazano je tablicom 4.2.

Tablica 4.2. Tablica definicije negacije

G | (0G)
0 1
0

Negacija vrijednosti O je vrijednost 1 i, obrnuto, negacija vrijednosti 1 je
vrijednost 0.
4Atom i atomni dolazi od grckog atomos — nedjeljiv, nerazreziv. Isto porijeklo ima i naziv za osnovnu

Cesticu nekog kemijskog elementa, jer se prvobitno smatralo da je ona nedjeljiva. Danas znamo da je sud “atom
je nedjeljiva Cestica materije” lazan.
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Novi izvedeni sud ozna¢imo simbolom M i moZemo pisati:
M = -G,
gdje simbol = oznacava da je lijeva strana jednakovrijedna ili ekvivalentna’®
desnoj strani, te je to simbol ekvivalencije.
U odjeljku 3.4, koji obraduje nacine zapisivanja cijelih brojeva, ustanovili smo
da se medusobna zamjena brojki O i 1 zove komplementiranje. Stoga se po uzoru
na to, negacija katkada naziva i komplementiranjem.

Primjer 4.5. Razmotriti sudove iz primjera 4.1 i opisati relacijskim operatorima
njihove negacije.

Sudove iz zadatka 4.1 oznacit ¢emo s G, a njihove negacije s M i zatim
zakljuditi Sto predstavlja sud M . PrikaZimo to tabli¢no:

vrijednost | vrijednost
sud G G -G sud M
“5>12”7 1 0 “5<2”
“3>067 0 1 “3<6”
“4=4” 1 0 “4£4”
“7<6” 0 1 “7T>67

O

Iz primjera 4.5 se moze zakljuciti da se odgovarajuéom zamjenom relacijskog
operatora u nekom sudu moze dobiti negacija tog suda. Nazovimo takav zamjenski
operator suprotnim operatorom. Parovi medusobno suprotnih relacijskih operatora
prikazani su tablicom 4.3.

Tablica 4.3. Medusobno suprotni relacijski operatori

operator suprotni operator
< > i >=
> < ili <=
= # ili <>

< il <= >

> ili >=

# ili <> =

Sekvivalencija dolazi od latinskog aequus — jednak i valere — vrijediti
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Operator konjunkcije® daje formulu (G A H). Formula se izrazava rije¢ima:
“konjunkcijaod G i H”, “G i H”. Djelovanje konjunkcije prikazuje tablica 4.4.

Tablica 4.4. Tablica definicije konjunkcije

(GAH)

— =l |o|Q
—|lol~ |

—lo|lo|o| >

Formula (G A H) je istinita samo ako su oba atoma istinita. MoZemo reéi
da formula ima vrijednost 1 onda i samo onda kada i jedan i drugi atom imaju
vrijednost 1. Konjunkcija se stoga zove jos i I operacijom odnosno, u skladu s
engleskim, AND operacijom.

Konjunkcija daje novi sud za koji mozemo pisati

M= (GAH).

Primjer 4.6. Temeljem primjera 4.3 14.4 ustanovimo da su sudovi G = “1 > k”
i H="l < m” istiniti. Stoga jeisud M = (G A H) istinit. Kako bismo rije¢ima
opisali taj novi sud?

Sud glasi “l > k” 1 “l <m?”, tj. “slovo I nalazi se u abecedi iza slova k i ispred
slova m” ili drugim rije¢ima sud znaci “slovo 1 nalazi se izmedu slovakim”. O

Operatorom disjunkcije’ dobiva se formula (G V H), ili rije¢ima: “disjunkcija
od G i H”,“G ili H”. Djelovanje disjunkcije opisano je tablicom 4.5.

Tablica 4.5. Tablica definicije disjunkcije

(GVH)

— =l || Q
—|lol— |
—_— == o<

®konjunkcija dolazi od latinskog conjungere — svezati, sjediniti, zdruziti
"disjunkcija dolazi od latinskog disjungere — razvezati, rastaviti, razdruZiti



4.2. LOGICKE FUNKCIE I NJIHOVO IZRAZAVANIJE S POMOCU FORMULA 111

Formula (G V H) je istinita ako je jedan od atoma istinit ili ako su oba atoma
istinita. Disjunkcija se stoga zove joS i ILI operacijom, odnosno, u skladu s eng-
leskim, OR operacijom. Disjunkcija je, prema tome laZna samo ako su oba atoma
laZna. Ona je istinita ako je barem jedan od atoma istinit.

Disjunkcija daje novi sud za koji moZemo pisati

M= (GVH).

2. Logicke funkcije i njihovo izrazavanje
s pomoc¢u formula

U opisima operacija negacije, konjunkcije i disjunkcije ustanovili smo da novi
sud, dakle, nova logic¢ka varijabla M ovisi o vrijednostima logickih varijabli G i
H . MoZe se reci da su logicke varijable G i H nezavisne varijable, a da je vrijed-
nost varijable M neka funkcija — nazovimo je f — varijabli G i H. UvrStavanje
jedne od mogudih kombinacija vrijednosti varijabli u neku formulu nazivamo jed-
nom interpretacijom® formule. U opéem slucaju za dva atoma — dvije varijable —
moglo bi se pisati:

M = f(G, H),

Funkciju f moZemo definirati tabli¢no i to na slican nac¢in kao $to su definirane
operacije negacije, konjunkcije i disjunkcije. Pritom za sve mogude vrijednosti ula-
znih varijabli treba odrediti vrijednost funkcije. Takve tablice nazivaju se tablicama
istinitosti.

S obzirom da nezavisne varijable mogu poprimiti samo dvije vrijednosti i da
funkcija moze poprimiti, takoder, samo dvije vrijednosti, tablice imaju to¢no ut-
vrdenu veliinu i za dani broj varijabli postoji samo odgovarajuci ogranic¢eni broj
razlicitih funkcija.

Funkcije jedne varijable

Jedna logicka varijabla moze poprimiti samo dvije vrijednosti pa za jednu
nezavisnu logic¢ku varijablu postoje samo dva retka u tablici istinitosti. Stupac u
koji treba zapisati vrijednosti funkcije ima, dakle, dva mjesta.

Primjer 4.7. Tablicom 4.2 definirana je operacija negacije. Ta tablica je, ustva-
ri, tablica istinitosti za funkciju

£(G) = (=G).

Sinterpretacija dolazi od latinskog interpretatio — tumacenje, prijevod
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Ponovimo tu tablicu jos jedanput s tim da u oznaci ne piSemo f(G) ve¢ samo
f. U tablici 4.6, dakle, stupac oznacen s G odreduje sve vrijednosti varijable G,
a stupac f vrijednosti funkcije f(G).

Tablica 4.6. Tablica istinitosti funkcije f(G) = (=G)

Gl/f
0

O

Mi znamo da se dva mjesta u stupcu za zapisivanje vrijednosti funkcije mogu
popuniti (kao i dvobitovni broj) na 22 = 4 nacina, pa postoje ukupno &etiri moguce
funkcije jedne varijable. Za svaku od njih bi mogli napisati tablicu istinitosti. Me-
dutim, mi ¢emo ih objediniti u jednu tablicu i to tako da su za nezavisnu varijablu
G u tablici 4.7 prikazane sve te Cetiri funkcije.

Neke drugacije funkcije jedne varijable ne postoje, pa prema tome mogu pos-
tojati samo Cetiri funkcije jedne varijable.

Tablica 4.7. Sve funkcije jedne varijable

nezavisna [~
varijabla | vrijednosti funkcija

G |l Al L A
0 0 1 0 1
1 0 0 1 1

Cetiri razli¢ite funkcije fo, fi, f» i f3 imaju svaka svoj stupac. Indeksi su
odabrani tako da budu jednaki brojevima koje dobijemo citanjem stupca kao bi-
narnog broja u kojem su bitovi zapisani redom odozdo prema gore. Mi, medutim,
znamo da ovdje jedinice i nule znace istinitost odnosno laZnost.

Iz tablice vidimo da je:

¢ fo(G) = 0 — ta funkcija daje uvijek vrijednost 0 bez obzira na vrijednost
od G;

e f3(G) = 1 — tafunkcija daje uvijek vrijednost 1 bez obzira na vrijednost
od G;

e fi(G) = (-G) — funkcija je negacija varijable G ;

e /»(G) = G — ta funkcija daje vrijednost jednaku vrijednosti G, pa se
naziva funkcijom identiteta’.

%identitet dolazi od latinskog identitas — istovjetnost, podudaranje, potpuna jednakost
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Funkcije dviju varijabli

Tablica istinitosti za funkcije dviju nezavisnih varijabli ima Cetiri retka, jer te
dvije varijable mogu poprimiti ukupno cetiri razlicita para vrijednosti.

Primjer 4.8. Stupac u koji treba zapisati funkciju ima cetiri mjesta i moZe se
s dvije vrijednosti popuniti na 2* = 16 nacina (jednako kao i Cetverobitovni
broj). Prema tome, mozemo definirati ukupno 16 razli¢itih logickih funkcija dviju
varijabli, koje su sve predstavljene tablicom 4.8.

Tablica 4.8. Sve funkcije dviju varijabli

nezavisne

varijable vrijednosti funkcija
G| H |\fo|h|L|B|fa|fs|fo|fr|fs|fol|fiol|fir]|fiz|fiz]fia]fis
0 ofoj{1ryjofryoj1j{oj1yo0f1ryjo 1 0 1 0 1
0 1 ojo|j1rfryojoj1y1y0j0]1 1 0 0 1 1
1 0 oy0{0jO0|1)1L|1{1]0]0]O0 0 1 1 1 1
1 1 0O/10|0]0|O0O]JO0O]O|O]|T1]1 1 1 1 1 1 1

Indeksi funkcija i ovdje su odredeni tako da su jednaki broju koji se dobije ako
se stupac funkcije ¢ita odozdo prema gore kao binarni broj.

Promotrimo neke od funkcija:

e fo(G, H) = 0 — ta funkcija ima vrijednost O bez obzira na vrijednosti G
1 H;

e f3(G,H) = (G N H) — ta funkcija je konjunkcija varijabli G i H.

e f14(G,H) = (GV H) — ta funkcija je disjunkcija varijabli G i H;

e fi5(G,H) = 1 — ta funkcija ima vrijednost 1 bez obzira na vrijednosti
GiH.

Treba uociti da svaka funkcija ima svoj par u kojem su nule zamijenjene s
jedinicama i, obrnuto, jedinice zamijenjene s nulama. Funkcije u tim parovima su,
dakle, jedna drugoj negacije ili moZemo reéi da su medusobno komplementarne.
Iz tablice 4.8 vidimo da su medusobno komplementarne one funkcije ¢iji je zbroj
indeksa jednak 15.

Tako, vidimo da je:

o fO(G7 H) = ﬂflS(Gv H) ;
e f3(G.H)=~f;(G H) ili (G, H)=-f(G H);
i f14(G7 H) = _'fl(G7 H) ili fl(G7 H) = _‘f14(G7 H) .

S obzirom da funkcije f3(G, H) i f14(G, H) znamo ve¢ zapisati s pomocu
formula, dobivamo:

e f71(G,H)=(~(GAH)) i
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° fl(G, H) = (—|(G \Y H)) .

Funkcija f7(G, H) ostvaruje se tako da se negira konjunkcija atoma G i H , tj.
obavi najprije I operacija i zatim se rezultat negira. Krace bi se to moglo reéi “ne
— T operacija” ili NI operacija, odnosno u skladu s engleskim, NAND operacija.

Funkcija fi(G, H) ostvaruje se tako da se negira disjunkcija atoma G i H,
dakle obavlja se “ne — ILI operacija” ili krae NILI operacija, odnosno NOR
operacija. O

Primjer 4.9. Pogledajmo koje ¢emo funkcije dobiti ako najprije varijable G i
H negiramo i zatim na¢inimo njihovu konjunkciju odnosno disjunkciju, tj. odredi-
mo vrijednost formula ((—=G) A (—H)) odnosno ((—G)V (—=H)) za sve vrijednosti
G i H. Nacinit ¢emo to s pomocu tablica istinitosti 4.9.

Tablica 4.9. Tablice istinitosti za funkcije ((—G) A (=H)) i ((=G)V (—=H))

(—H))

(-G)|(=H) | (=G)

G| H (—H))|((=6)
0]o0] 1

01

1|0

1|1

A \%
1 1
0 1
0 1
0 0

S = O =

1
0
0

Vrijednosti funkcija odredujemo redak po redak.
Najprije popunjavamo stupce (=G) i (=H) znajuéidaje: -0=11-1=0.
Nakon toga odredujemo vrijednosti u stupcu ((=G) A (=H)) znajuéi da je:
INT=1,1A0=0,0A1=0,0A0=0.
Isto tako odredujemo vrijednosti u stupcu ((=G) V (=H)) znajuéi da je:
Ivi=1,1v0=1,0vIi=1,0v0=0.
Usporedbom s tablicom 4.5, vidimo da je:
((=G) A (-H)) = fi(G,H) i
((=G) V (=H)) = f(G, H).
Na takav nacin moZe se tabli¢no odrediti vrijednost za bilo koju formulu, ili,

drugim rije¢ima, moZe se odrediti koju od mogucéih Sesnaest funkcija formula pred-
stavlja. O

Ustanovili smo da simbol = oznacava da je lijeva strana jednakovrijedna ili
ekvivalentna desnoj strani. Sada to moZemo izreci na drugi nacin, tako da kazemo:
dvije su formule ekvivalentne ako predstavljaju istu funkciju.

S obzirom da smo ve¢ ranije ustanovili da je f1(G, H) = (=(GV H)) isadau
primjeru 4.8 da je f1(G, H) = ((=G) A (=H)), to je:

(=(GV H)) = ((=G) A (—H)).
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Isto tako, kako je f7(G,H) = (=(G A H)) i istovremeno f7(G, H) =
((=G) v (=H)), zakljuujemo da vrijedi i ekvivalencija:
(=(GAH)) = ((=G) V (-H)).
U pisanju formula mogu se neke zagrade i izostaviti. U tom slucaju operatore
se primjenjuje sa sljedecim redoslijedom prvenstva:
e negacija —,
e konjunkcija A,
e disjunkcija V.
Zagrade, medutim, treba u formulama zadrzati ako bi njihovim ispustanjem
nastale neke nejasnode, ili ako Zelimo olakSati njihovo citanje.
Gornje dvije ekvivalencije mogu se tako prepisati u jednostavniji oblik:

-(GVH)=-GA-H i
-(GANH)=-GV —H.

Te su dvije ekvivalencije poznate kao de Morganovi'® zakoni.

Postupak ostvarenja funkcija s pomoc¢u negacije, konjunkcije i disjunkcije

Sve se logicke funkcije mogu ostvariti s pomo¢i negacije, konjunkcije 1 dis-
junkcije.

Da bismo se u to uvjerili pogledajmo najprije u tablici 4.8 one funkcije koje u
svome stupcu imaju samo jednu jedinicu. To su funkcije:

e Ky = fi(G, H), koja ima vrijednost 1 samo u nultom retku;
e K| = f»(G, H), koja ima vrijednost 1 samo u prvom retku;
e K, = f4(G, H), koja ima vrijednost 1 samo u drugom retku i
e K;3 = f3(G, H), koja ima vrijednost 1 samo u treCem retku.

Funkcija f3(G, H) je nama veé poznata konjunkcija odnosno I operacija. Ona
ima jedinicu u zadnjem retku u kojem obje varijable imaju vrijednost 1. Zaklju-
¢ujemo da bismo i preostale tri funkcije takoder mogli ostvariti konjunkcijama.
Tako bi funkciju f(G, H) mogli ostvariti tako da uzmemo negacije =G i —H i
s njima na¢inimo konjukciju. Funkcije f2(G, H) i f4(G, H) ostvarit éemo tako
da prije primjene konjukcije negiramo samo varijablu G odnosno H . Te funkcije
prozvat ¢emo elementarnim konjunkcijama. Ostvarenje elementarnih konjunkcija
prikazano je tablicom 4.10.

10 Augustus de Morgan (1806-1871), britanski matematicar bio je suradnik Boolea u razradi simbolicke
logike
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Tablica 4.10. Ostvarenje elementarnih konjunkcija

Ky = K = K, = K; =
G|H|-G|-H|-GAN-H|-GANH|GAN-H|GNH
Oj0f 1|1 1 0 0 0
o1y 1]60 0 1 0 0
1o} 0]1 0 0 1 0
111§ 0]0 0 0 0 1

Nakon §to smo ustanovili kako ¢emo dobiti elementarne konjunkcije, pods-
jetimo se da operacija disjunkcije daje vrijednost 1 ako barem jedna od varijabli
poprimi vrijednost 1. To znaci da se bilo koja funkcija moZe dobiti tako da se:

e za danu funkciju napise njezin stupac;

e zasvaki redak u kojem se pojavljuje vrijednost 1 odabere pripadna elementarna
konjunkcija;

e sve odabrane konjunkcije poveZzu disjunkcijom.

Primjer 4.10. Razmotrimo, primjerice, na¢in ostvarenja funkcije f¢(G, H). Ta
funkcija ima vrijednosti 1 u prvom i drugom retku, a vrijednosti 0 u nultom i

treCem retku. Stoga ¢emo odabrati elementarne konjunkcije K; i K, i poveza-
ti ih disjunkcijom. Tablica 4.11 pokazuje da smo na taj nacin ostvarili funkciju

fe(G.H).

Tablica 4.11. Ostvarenje funkcije f7(G, H)

K = K>, =
G|H|-G|-H|fs(G.H) |-GANH|GAN-H|K; VK,
0ojlo|1]1 0 0 0 0
ol1]1]0 1 1 0 1
1jo]o]1 1 0 1 1
1/1]0]o0 0 0 0 0

Postupamo na jednak nacin kao u primjeru 4.9.

Najprije redak po redak odredujemo vrijednosti u stupcima —G i —H znajudi
daje: -0=11-1=0.

Nakon toga odredujemo vrijednosti u stupcima K; i K, znajuci da je:
INT=1,1A0=0,0A1=0,0A0=0.

Na kraju odredujemo vrijednosti u stupcu K; V K, znaju¢idaje: 1VO=1,
OVl =1, 0Vv0=0. Usporedbom tog stupca sa stupcem f4(G, H) ustanovljujemo
jednakovrijednost, te je:

fo(G.H) =K, VK, = (-GAH)V (GA—-H).
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Treba zapaziti da je funkcija fs(G, H) vrlo sli¢na ILI operaciji. Ona se od
nje razlikuje samo po tome $to ima vrijednost O kada oba atoma imaju vrijednost
1. Drugim rije¢ima ova funkcija daje vrijednost 1 ako je ili jedan ili drugi atom
istinit, ali daje vrijednost O ako su oba atoma istinita. Zbog toga se kaze da for-
mula (-G A H) V (G A —H) definira ISKLJUCIVO-ILI operaciju, koju u skladu
s engleskim zovemo XOR operacijom' . Za tu operaciju koristi se ¢esto i posebni
operator — &, tako da se moZe pisati:

G@H=(~GAH)V (GA-H).

Pogledajmo pazljivo tablicu 4.12 koja prikazuje rezultate funkcije fo(G, H)
odnosno ISKLJUCIVO-ILI operaciju i usporedimo je s tablicom 4.5. Vidimo da
razlika postoji samo u zadnjem retku.

Tablica 4.12. Definicija operacije ISKLIJUCIVO-ILI

G|H| (GaH)
010 0
01 1
1|0 1
11 0

Ve¢ smo ustanovili da se ista logicka funkcija moze izraziti razli¢itim ekviva-
lentim formulama. Neke od formula mogu biti sloZenije (sadrZavati viSe simbola
atoma i operatora) a neke jednostavnije. Mi za neku danu funkciju mozemo odab-
rati bilo koju ekvivalentnu formulu. Najcesce odabiremo najjednostavniju.

Primjer 4.11. Predpostavimo da Zelimo ostvariti funkciju f14(G, H) iz tabli-
ce 4.8. Vidimo da moramo odabrati elementarne konjunkcije K;, K> i K3 i
povezati ih disjunkcijama. S obzirom da smo naucili da disjunkcija vrijedi za
par varijabli na¢inimo to na sljedeéi na¢in: ((K; V K3) V K3). Zagrade moZemo
izostaviti pa dobivamo: K; V K, V K3. Koristeci tablicu 4.10 moZemo, dakle,
pisati:

fis(GH) =K VK, VK3 = (-GAH)V(GA-H)V (GAH).

S druge strane, znamo da je funkcija fi4(G, H) odredena disjunkcijom, tj. da

je
fl4(Ga H) =GVH,

pa je:
(=GANH)V(GA-H)V(GANH) =GV H.

od engleskog exclusive or — iskljucivo ili
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Vidimo da je razlika u sloZenosti formula velika i da je vrijedno pronalaziti
jednostavnije ekvivalentne formule za izrazavanje funkcija. O

Primjer 4.12. Izrazimo funkciju f5(G, H) iz tablice 4.8 kao disjunkciju sviju
Cetiriju elementarnih konjunkcija, Sto daje:

fis(G,H) =Ko VK VK, VK; = (-GA-H)V (-GANH)V (GA-H)V (GAH).
S druge strane znamo da je
fi5(G, H) = 1,

paje:
(=GAN-H)V(-GANH)V(GAN-H)V(GANH) = 1.
Ova sloZena formula daje vrijednost 1 za sve moguce kombinacije svojih
varijabli!
Ovakve formule, kod kojih su sve interpretacije istinite, u logici se zovu ta-
utologije'*. Formula koja je tautologija uvijek je istinita bez obzira na vrijednosti
svojih varijabli. O

Primjer 4.13. Pogledajmo sve interpretacije formule (-G V H) A (G A —H).
Najjednostavnije je to naciniti tablicno. Tablica 4.13 pokazuje da je formula za sve
interpretacije neistinita.

Tablica 4.13. Interpretacije formule (=G V H) A (G A —=H)

G|H|~G|-H|-GV H|G A —=H|(~GV H) A (G A =H)
ofof 1|1 1 0 0
ojf1j1]|o]| 1 0 0
1jojo|1] o 1 0
1{1fo|o]| 1 0 0

Prema tome moZemo pisati da je
(-GVH)AN(GAN-H)=0.
Ova formula daje vrijednost O za sve kombinacije vrijednosti svojih varijabli,
tj. ona je uvijek lazna.
Takve formule nazivaju se u logici kontradikcijama® . O

Neke korisne ekvivalencije

Pri pojednostavljenju formula koristimo se odgovarajué¢im ekvivalencijama.
Neke ekvivalencije ve¢ smo objasnili u prethodnim tockama, a ostale se moZe
provjeriti tabli¢no.

2tautologija dolazi od grekog tauto — isto i logos — rije¢, govor
Bkontradikcija dolazi od latinskog contra — protiv i dictio — kazivanje, govor
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o Ekvivalencije s jednom varijablom i konstantama:

-(=G) =G idempotentnost'* negacije
GAG =G
GA1 =G
GAO =0
GAN-G =0
GVG =G
GVl =1
GVO =G
GV-G =1

o Ekvivalencije s dvije varijable

GANH =HAG komutativnost" konjunkcije
GVH =HVG komutativnost disjunkcije
-(GANH) =-GV-H de Morganov zakon
-(GVH) =-GA-H de Morganov zakon
GV(-GANH) =GVH apsorpcija'®

GAN(-GVH) =GAH apsorpcija

e Ekvivalencije s tri varijable

(GNH)AK =GA(HAK) asocijativnost'” konjunkcije
(GVH)VK =(GVH)VK asocijativnost disjunkcije
GANHVK) =(GAH)V(GAK) distributivnost'® konjunkcije
(GV(HANK) =(GVH)AN(GVK) distributivnost disjunkcije

Primjer 4.14. Provjeriti apsorpciju GV (-G A H) = G V H tabli¢no.
Tablica 4.14. Provjera ekvivalencije GV (-GAH) =GV H

G |H|-G|-GANH|GV (-GANH)|GVH
0101 0 0 0
0]1]1 1 1 1
170]0 0 1 1
111]0 0 1 1

119

Najprije odredujemo vrijednosti u stupcu —G tako da invertiramo vrijednosti
stupca G.

“idempotentnost dolazi od latinskog idem — isti, isto i potens — podoban, valjan
Skomutativnost dolazi od latinskog commutatio — promjena

loapsorpcija dolazi od latinskog absorbere — srkati, prozdirati

Tasocijativnost dolazi od latinskog associare — udruziti, ujediniti
18distributivnost dolazi od latinskog distribuere — razdijeliti, podijeliti
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Nakon toga dobivamo stupac ~GAH odredujuciredom vrijednosti: 1A0 =0,
IN1=1,0A0=0i0A1=0.

Iz stupaca G i =G A H dobivamo vrijednosti stupca GV (=G A H) racunajuéi
redom: Ov0O=0,0vli=1,1v0=1il1v0=1.

Konac¢no, zadnji stupac je ve¢ poznati rezultat konjunkcije. Vidimo da su
vrijednosti zadnjeg i predzadnjeg stupca medusobno jednake u svim redcima. Na
temelju toga zaklju¢ujemo da su formule GV (-GAH) i GV H ekvivalentne. O

3. Uporaba matematicke logike za pojednostaviljenje programa

U poglavlju o algoritmima naucili smo da se mnogi algoritmi zasnivaju na
odabiru alternativnih" programskih odsje¢aka ovisno o ispunjenju ili neispunjenju
nekog uvjeta ili na ponavljanju programskih odsjecaka do ispunjenja ili neispunje-
nja nekog uvijeta.

Sada znamo da su ti uvjeti ustvari logicki sudovi koji mogu poprimiti jednu od
dvije vrijednosti: istinitost ili laZnost. Uvjeti moraju biti tako oblikovani da imaju
svojstva logickih sudova, tj. da ne mogu istovremeno biti ispunjeni i neispunjeni.

Instrukciju odlucivanja moZemo, dakle, napisati ovako:

ako je logiCki sud istinit

onda

| grana 1
inace

| grana 2;
Podsjetimo se da se grana 1 obavlja kada je logicki sud istinit, a grana 2 kada
je sud lazan. Uvjet se krade zapisuje bez rijeci “istinit”. Umjesto logickog suda

mozemo zapisati i simbol koji predstavlja logicki sud, primjerice, simbol G. Tada
ista instrukcija izgleda ovako:

ako je G

onda

| grana 1
inace

| grana 2;

Yalternativni dolazi od latinskog alter — jedan od dvojice
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Isti u¢inak postizemo ako umjesto G ispitujemo istinitost negacije od G, tj.
=G, 1 pritom zamijenimo grane. Tako dobivamo:

ako je -G
onda

| grana 2
inace

| grana 1;

Naime, ako je G istinit onda je —G laZan i bit ée obavljena grana koja je
napisana iza rijeci inace, a to je opet grana 1. Ako je G neistinit onda je —G istinit
i bit ¢e obavljena grana napisana iza rijeci onda, a to je grana 2.

Primjer 4.15. Napisati funkciju za odredivanje apsolutne vrijednosti na dva
nacina.
U poglavlju 1 napisana je funkcija za racunanje apsolutne vrijednosti na slje-
deci nacin:
abs (X)
ako je X<0
onda Y:= —X
inale Y:=X;
vratiti (Y);
Efgi'

Ona se moze preurediti na sljedeci nacin:

abs (X)
ako je —(X<0)
onda Y:=X
inaCe Y:=—X;

vratiti (Y);
kraj .
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U tablici 4.3 navedeni su suprotni relacijski operatori. Tamo vidimo da vrijedi
ekvivalencija:

(X <0)=(X>0),
pa se na kraju funkcija moZe prepisati u oblik:
abs (X)
ako je X>0
Y:=X

onda
inale Y:= —X;
vratiti (Y);

kraj .
O

U jezi¢noj konstrukciji ako je ispituju se pojedina¢ni sudovi. Cesto se u
programima pojavljuje potreba za ispitivanjem sloZenijih sudova. Struktura ta-
kvih programa se ponekad moze znatno pojednostavniti ako se koriste saznanja
matematicke logike. Pogledajmo to na nekoliko primjera.

Primjer 4.16. Pojednostaviti sudove: (—(a > b)), (=(a < b)), (—(a # D)),
(=((a>b)V(a<b))).
Koriste¢i se tablicom 4.3 dobivamo:

Primjer 4.17. Pretpostavimo da varijabla X predstavlja jedan bajt i da e nakon
instrukcije ulaz (X) poprimiti kodnu vrijednost jednog znaka. Napisati program
u kojem de se ustanoviti da li je to kodna vrijednost jednog suglasnika prema
tablici 3.4.

Mozemo program zamisliti tako da dobavljenu ulaznu vrijednost za X us-
poreduje redom s kodnim vrijednostima za suglasnike, odnosno da ustanovi da li
ulazna kodna vrijednost X, izrazena dekadskim ekvivalentom, zadovoljava sljedece
sudove:
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za velika slova: | za mala slova:
X =64 X =96

66 < X < 68 98 < X < 100

70<X<72 | 102X 104

74 <X <78 106 < X < 110

0K X <8 | 112X 116

86 < X9 | 118< XK 1206

Program bi se bez daljnjeg promiSljanja sveo na razmjerno veliki broj ispi-
tivanja. Za svaki od gornjih intervala dobivamo dva suda (primjerice za interval
64 < X < 68 to susudovi: X > 64 i X < 68) tako da bi trebalo ispitati ukupno
22 suda.

Program se moZe zasnovati na drugi nacin tako da se najprije ispita da li je
znak samoglasnik, te ako on to nije tada se zakljucuje da je suglasnik. Iz tablice 3.4
vidimo da samoglasnici imaju sljedee dekadski izrazene kodne vrijednosti:

slovo | kod | slovo | kod
A 65 a 97
E 69 e 101
I 73 i 105
O 79 0 111
U 85 u 117

Medutim, najprije bi trebalo ispitati da li je uneSena vrijednost varijable uopée
kodna vrijednost za slovo. Opet iz tablice 3.4 vidimo da sva slova imaju kodne
vrijednosti u intervalima

64 < X<94i96< X< 126.

Vidimo da bi se ta dva intervala mogla objediniti u jedan interval 64 < X < 126
ako se izuzme vrijednost 95, tj. vrijedi ekvivalencija

(X = 64)A (X < 94))V((X > 64)A(X < 126)) = (X = 96)A(X < 126)A(X # 95).

Nadalje, nas ne zanima je li slovo veliko ili malo. Drugim rije¢ima, mi mo-
Zemo broj ispitivanja raspoloviti ako “pretvorimo” sva slova u velika ili u mala.
Razlika u kodnoj vrijednosti istog slova je 32. Odlucimo li se, recimo, sva slova
pretvoriti u velika, onda moramo od kodne vrijednosti oduzeti 32 uvijek kada je
ona veca ili jednaka 96.
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Plan je programa, prema tome, sljededi:
— najprije ispitati da li je vrijednost X u intervalima kodnih vrijednosti za
slova;

— preracunati vrijednost X tako da predstavlja veliko slovo;
— ispitati da li je vrijednost X jedna od pet vrijednosti za samoglasnike.
Program se moze zapisati na sljedeci nacin:

pocCetak
ulaz (X);
ako je ((X364)A (X< 126)A (X % 95))
onda
ako je (X > 96)
onda X:=X-—32;
ako je ((X=65)V(X=69)V(X=73)V(X=79)V(X=85))

onda izlaz ("X nije suglasnik")

inaCe izlaz ("X je suglasnik");
inacCe izlaz ("X nije kodna vrijednost

slova abecede");

kraj .

Program se moZe prepisati i na drugi nacin tako da se negira sud ¢ija istinitost
odreduje da je X kodna vrijednost slova, tj. trebalo bi pisati: —((X > 64) A (X <
126) A (X # 95)) . Koristec¢i de Morganov zakon mozemo napisati ekvivalenciju

(X > 64) A(X < 126) A (X195)) = (X = 64) V (X < 126) V (X # 95).
Nadalje, na temelju tablice suprotnih relacijskih operatora mozemo konac¢no
pisati:
(X264 AN(X<126) A (X #£95)) = (X <64) V(X >126) V(X =095).

Do ovog suda moZemo dodi i neposredno promatrajuci kodne vrijednosti u
tablici 3.4.

Prema tome, drugi oblik programa izgleda ovako:
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pocCetak

ulaz (X);

ako je ((X<64)V (X>126)V (X=095))

onda izlaz ("X nije kodna vrijednost

slova abecede");
inace

ako je (X > 96)
onda X:=X-—32;

ako je ((X=65)V(X=69)V(X=73)V(X=79)V(X=85))
onda izlaz ("X nije suglasnik")

inafe izlaz ("X je suglasnik");

kraj .

4. Osnovna pravila logickog zakljucivanja

U ovom zavr$Snom odjeljku ovog poglavlja samo se zbog cjelovitosti razma-
tranja iznose osnovna svojstva operacija implikacije i dvostrane implikacije. Ovo
gradivo se na razini prvog izuc¢avanja algoritama i programa moze potpuno presko-
¢iti. Ipak, za izgradnju naprednijih programa, u kojima se na temelju istinitosti ili
neistinitosti nekih ¢injenica donose zakljucci, te dvije operacije imaju veliku vaz-
nost. U matematici se ove operacije logickog zakljucivanja koriste za dokazivanje
istinitosti teorema.

Implikacija

Operatorom implikacije® dobiva se formula (G — H) definirana sljedeCom
tablicom:

Dimplikacija dolazi od latinskog implicare — zaplesti, pripojiti



126 4. UPORABA MATEMATICKE LOGIKE U RACUNALIMA

Tablica 4.15. Tablica definicije implikacije

G | H | (G—H)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Dakle, vidimo iz tablice da vrijedi: 0 - 0=1,0—-1=0,1—-0=11
1—-1=1.

Implikacija (G — H) mozZe djelovati malo zbunjujuée kada se opisuje rijeci-
ma. Medutim, ona je vrlo vazna formula pri zakljucivanju. Zato, najprije paZzljivo
promotrimo zadnja dva retka tablice i zanemarimo postojanje prva dva retka:

e varijabla G ima u oba zadnja retka vrijednost istinitosti;

e u predzadnjem retku implikacija (G — H ) je lazna i vrijednost varijable
H je laZzna;

e u zadnjem retku implikacija (G — H ) je istinita i varijabla H je istinita.

Ove zakljuke moZemo izreéi na razlicite nacine (zapamtimo da gledamo samo
zadnja dva retka tablice):

a) “Uz istinitost implikacije (G — H), istinitost od G dovoljna je za istinitost
H ili kraée: “G je dovoljno za H’;

b) “Uz istinitost implikacije (G — H), istinitost od G dovoljni je uvjet za
istinitost H”, ili krade: “G je dovoljni uvjet za H’;

¢) “Uz istinitost implikacije (G — H), istinitost od H je nuZna za istinitost
G, ili kraée: “H je nuzno za G”;

d) “Uz istinitost implikacije (G — H), vrijedi: ako je istinito G onda je
istinito H ”, ili kracde: “Ako G onda H”

e) “Uz istinitost implikacije (G — H), G je istinito samo onda kada je istinito
H”, ili krade: “G je samo onda kada je H”

Primjer 4.18. Pretpostavimo da G i H predstavljaju sljedeée sudove: G =
“x=2"1H= “3x =6". Zakoje je vrijednosti od x € N zadovoljena implika-
cija (G — H)? Za x = 2 dobivamo G = 1 i H = 1, te je u skladu s tablicom
definicije implikacije (G — H) = 1. U skladu s na¢inom ¢itanja d) dakle vrijedi:
ako je “x = 27, onda “3x = 6”. Medutim, pogledajmo Sto dobivamo za x # 2.
Sud G je lazan, tj. G =0, aizasud H vrijedi H = 0. Prema tablici definicije
implikacije dobivamo (G — H) = 1. Drugim rije¢ima, implikacija je istinita za
x =21izax # 2,tj. za sve x, pa nam naSe zakljucivanje — ako je “x = 2”onda
“2x = 6”— prividno ne bi vrijedilo. Stoga uvijek moramo imati na umu da zak-
lju¢ivanje na temelju implikacije vrijedi samo ako je sud G istinit. Kada sud G
nije istinit ne moZze se izreci nikakva tvrdnja o sudu H . O
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Sada promotrimo prvi i treci redak tablice i zanemarimo ostala dva retka:
e varijabla H u oba ta retka ima vrijednost laZnosti;
e uprvom je retku implikacija (G — H) istinita i vrijednost varijable G je
laZnost;
e u trefem je retku implikacija (G — H) laZna i vrijednost varijable G je
istinitost.
Ove zakljucke moZemo takoder izreéi na razli¢ite nacine, no zadovoljimo se
ovaj put samo s jednim i to :
f) “Uz istinitost implikacije (G — H) vrijedi: ako je neistinito H, onda je
neistinito G, ili krade: “ako nije H onda nije G”.
Zbunjujuée moze djelovati drugi redak tablice, ali on se pri donoSenju zaklju-
¢aka ni ne koristi.

Pravila zakljucivanja

Implikacija se, dakle, moze koristiti za donoSenje zakljucaka dvojako i to:
e na temelju izri¢aja d) dobiva se nacin koji se zove modus ponens*:
“ako G i (G — H),onda H”,
e natemelju izri¢aja f') dobiva se nacin koji se zove modus tollens™
“ako -H i (G — H) onda =G”.

Primjer 4.19. Kako djeluje modus ponens moZe se prikazati tabli¢no:

G|H|G—H|(GAN(G—H))|((GAN(G— H))— H)
00 1 0 1
0|1 1 0 1
110 0 0 1
1|1 1 1 1

Rezultate predzadnjeg stupca dobivamo tako da primijenimo konjunkciju na
vrijednosti stupca G i (G — H) i to redom:

0OAN1=0,0N0=0, INI=11l1lAl=1

Zadnji stupac dobijemo tako da odredujemo (redom po redcima) implikacije
za vrijednosti iz stupaca (G A (G — H)) i H pa dobivamo:

0-0=1,0—-1=1,0—-0=111—-1=1.

Formula ((G A (G — H)) — H) je dakle tautologija — ona vrijedi za sve
svoje interpretacije, tj. za bilo koje vrijednosti za G 1 H. KaZemo jo§ da je ona
logicki istinita. Formula na algebarski nacin govori da modus ponens uvijek vrije-
di. O

2ldolazi od latinsko modus — nacin i pono — postaviti, tvrditi
22dolazi od latinskog modus — nacin i tollo — odstraniti, ukloniti



