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Nakon ovog poglavlja mogéi ¢es:

v

v

procijeniti i raCunati pribliznu vrijednost
drugog i treceg korijena

racunati s izrazima s drugim i trecim
korijenom poStujuci redoslijed racunskih
operacija

kvadrirati binom s drugim i tre¢im
korijenom

djelomi¢no korjenovati izraz
racionalizirati nazivnik razlomka

-y
- LIS

dokazati da je +/2 iracionalni broj

povezati pojedine sadrzaje sa
svakodnevnim Zivotom

izvoditi postupke slijedecCi ustanovljena
pravila

modelirati jednostavnu problemsku
situaciju i rijeSiti je
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1.1. Drugi i treci korijen

ISTRAZI!

Duplikacija kocke. 430. je godina prije Krista. U
Ateni vlada kuga. Delfijsko prorociste u Delosu Ate-
njanima daje prorocanstvo da ¢e kuga prestati harati
ako naprave novi oltar bogu Apolonu u obliku kocke
koji je dvostruko veci po obujmu od postojeceg koc-
kastog oltara. Istrazi jesu li Atenjani uspjeli napraviti
novi oltar. Razmisli o matematickom modelu ovog
problema.

Poznajemo li duljinu stranice kvadrata, lako ¢emo izracunati njegovu povrSinu

poznavajuéi formulu P = a?.

Tako je povrsina kvadrata sa stranicom duljine 5cm jednaka

P=a>=5"=25cm’. P

Kako rijesiti obrnuti problem? Sto ako znamo povrSinu kvadrata, a Zelimo izra¢unati duljinu njegove
stranice?

Kolika je stranica kvadrata &ija je povr§ina 16 dm?? Oznagimo li duljinu stranice sa x, dobivamo:
2
x~ = 16.

Trazimo broj koji pomnoZen sa samim sobom daje 16. Dva su takva broja
4 i —4. Bududi da je duljina pozitivan broj, odgovor je x = 4dm. Broj 4

nazivamo drugi ili kvadratni korijen broja 16 i oznacavamo 4 = /16. r
Drugi korijen iz nekog pozitivhog broja ima dva svojstva: pozitivan je i kvad- P
a=\P

riran daje taj broj.

Drugi kov

Drugi korijen pozitivnog broja a je pozitivni broj koji pomnoZen sam sa sobom daje broj a.

Uobicajena oznaka za drugi korijen iz broja a je y/a. Istaknimo jos jednom da je drugi korijen broja
a pozitivno rjesenje jednadzbe x> = a. Dakle, vrijedi

(Va© =a.
Broj a ujednadzbi x> = ¢ moZe biti jednak i 0. Tada jednadZba ima jedno rjeSenje x = O te je drugi
korijen iz 0 jednak 0, tj. /O = 0.



‘ 1.1. Drugi i treéi korijen

PRIMJER 1.

/49
Izra¢unajmo /10000, v/0.36, Th
. . 2 . . 2 49 7 . .
/10000 = 100 jer je 100 = 10000. v/0.36 = 0.6 jer je 0.6 = 0.36. I e g Jerie
<Z>2 _®
9/  81°

PRIMJER 2.

Obujam kocke je 8 dm?. Koliko je dugacak brid te kocke?

B Ako sa x oznacimo duljinu brida kocke, tada koristeéi formulu za
obujam kocke V = x*> dobivamo

i =S8. x| V=8

Trazimo broj koji kubiran daje 8. To je broj 2 koji nazivamo treci ili x
kubni korijen broja 8 i oznacavamo sa \3/§

=

Treci korijen
Treci korijen realnog broja a je broj €iji je kub jednak a.
Treéi korijen iz a oznadavamo sa /a. Vrijedi:

(Va)' =a.
PRIMJER 3.

27
Izracunajmo /1000, v/0.125, ,3/—§.

= /1000 = 10 jerje 103 = 1000.  v/0.125 = 0.5 jer je 0.5% = 0.125.
3 27 _ 3. (3 _ (3 (L3 (3 __»
g 2 2) ~\ 2 2 2) T %

Vrijednosti su korijena iz mnogih brojeva iracionalne te se ¢esto za korjenovanje koristi dzepno racu-
nalo. Uobicajene su tipke i , a1uz pomo¢ tipke moZemo izracunati drugi, treci
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pa i bilo koji korijen iz broja x. Naime, ako racunamo drugi korijen iz x, tada za y upotrebljavamo

7 Ako racunamo treci korijen iz x, tada je y = 3 Uvijek treba biti svjestan da ako korijen nije
konacan decimalni broj, tada racunalo daje samo pribliznu vrijednost rezultata.

Pokazimo da je v/2 iracionalan broj. Sljede¢i ideju ovog dokaza dokaZi iracionalnost raznih drugih
i trecih korjena.

Dokaz se provodi “metodom indirektnog dokaza”. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da je
broj /2 racionalni broj, odnosno da se moZe zapisati u ovom obliku:

fzzg, a, beN.

Za /2 vrijedi da kvadriran daje 2, tj.
a\? a2 . 2 2
(Z) :2, ﬁ :2, t_]. a :2b .

Kad broj a? rastavimo na proste faktore, u tom se rastavu svaki faktor javlja paran broj puta, pa se i
faktor 2 javlja paran broj puta ili ga uopée nema. A u rastavu broja 2b> faktor 2 se javlja neparan broj
puta. Dogli smo do nemogude situacije, tj. pretpostavka “3/2 je racionalan broj” vodi do nemoguée
situacije te je odbacujemo. Dakle, /2 nije racionalan.

ZADATCI 1.1.

1. Izracunaj:
B V144 3 V169 V324 £ /400 3 /900 V36100
[ V1600 [ V4410000 [ V049 i RYWI V0.0025 | v0.1225.

2. IzraGunaj:

9 100 225 121
El\ﬁ 81 49 d) 10000
400 64 169 121
&l 5 A5 e

3. Izracunaj duljinu stranice kvadrata ako mu je povrSina:
EY 400cm? 3 0.36 m? 8100 mm? 8 0.0625 m?.

4. Izratunaj:
25 1 121 49 121 81
EIZ~1/——7«/— O3/ +4 1 A8y -5y e
d | lSU +20\/ 10 A 5V/0.36 + 61/0.64 184/0.16 — 100+/0.0225
4 810.0016 + 101/0.0144 3 94/0.0121 — 21/1.69.
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1.1. Drugi i treéi korijen

Izracunaj i obrazloZi dobivene rezultate:

(a V) [ v27 /64 [l V125
B /1000 V216 1 /3000 ¥ /1000000.

Izracunaj i obrazloZi dobivene rezultate:

,/64 3 100 3 72
B - b L 4B 800
B 0.001 1] \/0.12 (o] \3/0.00 [ V0.027.

Luka je rijeSio nekoliko zadataka. Je li sve to¢no rijeSio? Ispravi pogreske.

Jo49-03 [64-08, [0.025=05 39=3 (30.001=04, /1000 =10
Izracunaj duljinu brida kocke ako joj je obujam:

£ 64 m? 3 125dm3 0.008 m? [l 1000m?.

IzraCunaj:
[ a [RVES B V64 ¥/=27000 [ v/—-0.125.

Procijeni rezultat pa izracunaj s pomocéu dZepnog racunala i zaokruZzi na Cetiri decimale:

A2 B V40 V9 I Jo1.
S pomocu dZepnog racunala izraunaj i rezultat zaokruZzi na Cetiri decimale:
B /326 [ /1000 V444 [ /2000

[ 4/19= Y17 ﬂsé/ﬁ—%\/ﬁ [-;(32\3/0.771)(\/ﬁ+1).

Dokazi da su sljedeci brojevi iracionalni:

2 VA a7 A 2 [ J10.

Kad tijelo pada, tada za ¢ sekundi prevali put s koji se dobiva s pomocu formule s = %tz , gdje je

g = 9.81 m/s?>. Koliko sekundi pada tijelo do tla s nebodera visine 35m ? Rezultat zaokruZi na jednu
decimalu.

Zlatni je privjesak u obliku kockice i ima obujam 0.064 cm? . Kolika je duljina brida privjeska?

Otkrij koliko znamenaka ima cijeli dio drugog korijena broja koji ima n znamenaka.
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1.2. Racunanje s korijenima

Korijeni su realni brojevi pa pri raCunanju upotrebljavamo sva svojstva koja vrijede za operacije u sku-
pu realnih brojeva: komutativnost i asocijativnost za zbrajanje i mnozenje, distributivnost mnoZenja
prema zbrajanju, pravila racunanjas 01 1.

PRIMJER 1.

Pojednostavnimo

18\@—3(2\ﬁ+ 3/H) - (233/H+4f2).
— 18\5—3(2\/§+ \3/H) - (233/ﬁ+4ﬁ) — 18V2= 6v2 — 3V11223V11 — 42

= V2(18 — 6 — 4) — V11(3 + 23) = 8v2 — 26 VL,

Prisjetimo se ovdje i pravila za potenciranje koja smo uvjezbali u prvom razredu.

Ako je a € R i n prirodan broj, tada je n-ta potencija broja a jednaka
d'=a-a-...~a.
~—————

n faktora
1
Akoje a#0in€N, tadaje a" = —.TjoS za a # 0 vrijedi da je a’=1.
a

Zasve a € R, m,n € 7Z vrijedi

aakoje a #0,tadaje a" : d" = a"=".

Za korijene postoje neka pravila koja olaksavaju racun.

Ako su a i b nenegativni brojevi, tada vrijedi: Ako su a i b realni brojevi, tada vrijedi:
\/a :\/a\/z \3/a :\3/5\3/7’)

3
ﬁ:%,bséo {’/%z%’,b#o
Va2 = a. Jad =

a.

Dokaz. Dokazimo da vrijedi vab = /a - V/b.
Kvadrirajmo produkt /a - v/b.
(va-VBY = (Va-Vb)- (Va-VB) = (va)* - (Vb)" = ab

Dakle, broj v/a - v/b pomnoZen sam sa sobom daje broj ab pa je prema definiciji korijena, \/a - v/b
upravo drugi korijen iz ab, tj. \/a - /b = ab.



‘ 1.2. Racunanije s korijenima

Specijalno ako je a = b, tada formula ima oblik

(Va)* = Va2,
tj. a = Va® za nenegativne brojeve a.
Ovo pravilo mozemo prosiriti i na viSe faktora, tj. ako su «y,...,a; nenegativni brojevi, tada vrijedi

Vai-vay ... ax = Jaay . .. a.
3
Dokazimo da vrijedi i/g = ﬁ.
3 boob

Kubirajmo broj 3_a .

v (E) 4 85 (o
o) Vb Vb Vb (VbR b
Ja a Ja

Dakle, broj —— kubiran daje broj — pa je prema definiciji treceg korijena taj broj — upravo treéi
Vb b Vb

a
korijen iz —.

g
Ostale tvrdnje dokazuju se na slican nacin. <«

PRIMJER 2.

Pojednostavnimo /14 - v/56.

W Koristeci pravilo v/a - /b =4/ab i rastav na faktore, imamo

V14-v/56 = V14562127 7222 2=V72 - 2 =V72 . V42 = 7.4 =28.

PRIMJER 3.

Cemu je jednako \/(—a)? akoje a > 0?

m» (—a)2 =(=a)-(=a) = a® paje /(—a)? = Va?,a Va? je jednako a za pozitivne brojeve
a. Dakle, \/(—a)? = a. Primijetimo da je a apsolutna vrijednost broja —a pa je uobicajeno
formule V/a?> = a i \/(—a)? = a, a > 0 objediniti u oblik

Va® =|a|, acR.

PRIMJER 4.

Djelomicno korjenujmo izraz:

a) V75 b) v108.

S a) V75 =1+5-5-3=152-13=53.
b) V108 =3-3-3-4=V3 -4=33./4=3V4.
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PRIMJER 5.

[125x%8
Djelomicno korjenujmo izraz y i.
16a—b

.
3125088 YT B2 U UE Y YP
16a—5b_\3/23.2.6,—3.6172.1,_\3/2—3_\3/5_3773'\3/6172'\3/Z
5.5 22 5?3 )P
2.4V V2-a2 2a7' V2%
PRIMJER 6.

Unesimo pod znak korijena:

a) 12V/3 b) a*> Va.

B 3) Buduéidaje 12 = V122, imamo: 12v/3 = V122 -3/3 =122 -3 = /144 . 3 = \/432.
b) Kako je a*> = {/(a?)? = V/a® , imamo @ Va= Vb - NVa = Vab-a= V.

PRIMJER 7.
Izracunajmo:
o V35 V2l - V40 /128
VI IRVET V500 - v/25
. L Va a . )
B a) Koristeci pravila % =43 i /a-+/b=+/ab, dobivamo:
V35 \/ & 5 21_\/35-21_\/ 7-5-3-7 B 72
V12 V80 V12 V8o 12-80 V3-2.2.2.2.2.2.5 | 22.22.22
B V72 7T
CV22./22.4/2 2-2-2 8§
b)

V40 V128 Y40 V25 5[ 40-25 f/ 8-5-25
7500 25 500 J128 V 500-128 5.25-4-8-16
3

V1 1 1

1 22-24 Vs Y@y 4

w
—
(@)}



1.2. Racunanije s korijenima

PRIMJER 8.

NapiSimo brojeve u obliku razlomka koji u nazivniku nema korijen.

I .1
JES— 1 [ES—
V5 VT
B Znamo da se vrijednost razlomka ne mijenja ako ga pomnoZimo s 1 pa u¢inimo to i s ovim

. . 5 .
razlomkom, ali 1 napiSimo kao — . Tada imamo

V5
L1 5

Vi V5 V5 (VR

V5
-

5 1
Dakle, g je jednak razlomku 75 i nema u nazivniku korijen. Ovaj postupak uklanjanja

korijena iz nazivnika naziva se racionalizacija nazivnika.
I V2 V49 49
VR vl T

PRIMJER 9.
Racionalizirajmo nazivnik razlomka
3v2 —2V3
3V2$2V3
3v2 —-2v3
B Razlomak ¢emo pomnoZiti sa u pa ée se u nazivniku pojaviti razlika kvadrata:
3v2-2V3

3v29R2v3 392 -2v3 3v2-2v3 _ (3v2-2V3)?
3V2+2v3  3W242V3 3V2-2V3  (3v2)2 - (2v3)?
18 —lgzi/f; 1230 —612\@ _6(5 —62\/6) R

PRIMJER 10.

Izradunajmo (V2 — v/3) - (V4 + V6 + v9) — 5(v/18 — 1),

B Prvi umnoZzak moZemo pojednostavniti tako da tu prepoznamo formulu za razliku kubova
@ — b = (a—b) - (a* + ab + b?) ili jednostavno pomnoZimo svaki ¢lan prve zagrade sa
svakim ¢lanom druge zagrade. Dakle,

(V2— V3) - (Va+V6+V9) = (V2)) - (V3)*=2-3=-1.
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U drugom se pribrojniku javlja kvadrat binoma i tu éemo upotrijebiti formulu (a — b)? =
a®> —2ab+ b?.

(V18 —1)2 = (V18)2 = 2V18 + 1 =18 —2V9 - 2+ 1 = 19— 6V2.

Konaéno, dani je brojevni izraz jednak

—1-5(19 —6v2) = —1 — 95 + 30v/2 = —96 + 30V/2.

PRIMJER 11.

1
Izradunajmo 4 3/8x7y — 52 /274 + 10x2y2 3 gxy7.
y

= Bududidaje v/8x7y = V23 VX6 Y5y = 22 Yxy, /2Ty = VB -V YV iy =
1 1 1
3xy Jxy i \3/ gxy7 = f/g%/)zé/x_ = §y2\3/x—y,imamo
1
43/8xTy — 52y 27x4y* 4+ 1047y 2 \3/ gxy7
y
1
=4.2x2 Yxy — 5%, 3xy /xy + 10x%y 2 - Eyzé/x_y
y
= 8x% /xy & 152 3/xy +5x% /xy = —2x> J/xy.

ZADATCI 1.2.

1. Pojednostavni:
B 23V15 ~ 4(12V15 +2) B 12(v/23 - 1) + 14(2 — v/23)
I3 0.5(V/111 + 11) — 0.25(2¥/111 — 14) [l 18 —21(vV3 —V2)
B2(v3-V2)-8(vV3+V2) H 41(V3 - 2v5) + 5(5V5 + V3).

2. Pojednostayni:

OAVE G [VEE  EVE G mm-@ nm.\g

3 27 45 32 243 2
73 NERE R N
3. PO]eanStaVl’ll
V27 & ﬂ\/m
W V2 ﬁ V160
Vg 0 VT 56 V8 VIR
V54 V98 /250 3 V189 V350

10
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1.2. RaCunanije s korijenima

Izracunaj:
B V2439 b RAERRZS B V25 V135

1 V25 250 /2401
3 3 3 3 3
V54— =N A= =
i Vs 16 el 16 0 o 189 54
Djelomicno korjenu;j:

AV @vV20 @AV @|Vvis @V HvVize AV [ V1000
Hvie AV [@Vv250 mMVieo [ v24 [@Y54 @ V250 /10000,
Neka su a, b,x,y > 0. Djelomi¢no korjenuj:

pmv bW By BV@ BYSS BVar

|57 OyaeF BYF BB @@ > WY

Petar tvrdi: ”Kad imam broj napisan kao umnozak 5°-7'2 . 11°, tada ¢u njegov treci korijen izracunati
tako da svaki eksponent podijelim s 3. Dakle, tre¢i korijen zadanog broja je 5% - 7% - 113”. Je li Petrovo
zakljuc¢ivanje pravilno?

Neka su x i a pozitivni brojevi. Unesi pod znak korijena:

B25 @2V @32 [@18Ys @2/a @a2 HMAx/3 @[PS
H2V2 H3v2 [A2Y5 W4V M2 BAV3 B'V5 ARy
Izracunaj:

B 2V75 - V12 + 12v27 3 1000 +2v160 — 4v/250 [ 18v98 + 1218 — 221/32
Bl V125 — 5145 +271/20 I 8/34 + 27250 — 2 i /1250 — 12270 + ¢/10000.
Kvadriraj binome:

B (V2+3V3) @ (V5 - V1) (2V3 - 4V5)? [ (3V6 +4V3)?

B (V4+1)? (273 -372) Al (V250 + 2) O (8V2-3).
Izracunaj:

B (1-v3)2+V3) @ (1-v2’3+2v2)

(V3+v6)*(9 — 612) Bl (3v2—-2V3)*(15+ 6V6)

B Q-5+ (Va-1)(Vd+1) 0 (V12-2V2) + (V12 +272).
Neka su a, b,x,y > 0. Izvedi naznaCene operacije:

B V2 Ya+r9Ya (b IVAUCERVATI

B3 (V9-2v3)- V3 [l (28 - /32): V2

B 8Vd" —12V274%) : ¥a I (6Va —2Vd) - a

A (Va-1)(a+1) I (x5 = 3vx)(xyy + 3vx)

11





