Korijeni i potencije
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Nakon ovog poglavlja mo¢i ¢es:

v prelaziti iz prikaza potencije racionalnog v" raCunati s potencijama racionalnog
eksponenta u prikaz korijenom i obratno eksponenta

v raCunati vrijednost korijena i potencija
racionalnog eksponenta koristeci se
dZepnim-racunalom ili bez njega
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1.1. Drugi i treci korijen

Ponovimo §to znamo o drugom i treéem korijenu iz prethodnog razreda. Do tih pojmova doveli su

nas problemi rjeSavanja jednadzbi x> = a i x> = a.

PRIMJER 1.

Polumjeri veée i manje kruznice kruznog vijenca odnose se kao

5 : 3. Povrsina kruznog vijenca je 1447 cm?. Kolike su duljine
polumjera kruZnica? ‘
B (Oznacimo li R = 5k, r = 3k, tada dobivamo
Prxruzi vijenac — R’m — r*m = 25k*n — 9k*mr = 16k*n

1447 = 16k°w, K> =9, kio ==4v9 =23

Buduci da su duljine polumjera pozitivni brojevi, slijedi daje k = 3cm, atadaje R = 15cm
ir=9cm.

PRIMJER 2.

Zlatar ima pet zlatnih-kuglica sljedecih promjera: 0.25cm,
0.25cm, 0.5cm, 0.75cm i 0.75em. Zeli ih pretopiti u jed-
nu zlatnu kuglu. Koliki ée biti polumjer nove kugle?

B Polumjeri- kuglica su redom 0.125cm, 0.125cm, 0.25cm,
0.375cm, 0.375cm. Zbroj obujmova tih pet kuglica jednak
je obujmu vece kugle, tj.

4 4 4 4
V=7. 3 0.125°T + 5 025 +2- 3 0.375°% = 37 0.125,

tj.
4 4
§R37'c =37 0.125, R®=0.125, R= v0.125=0.5cm.

Nova kugla ima polumjer 0.5 cm.

U prethodnim smo primjerima traZili pozitivne brojeve ¢iji je kvadrat jednak 9, odnosno ¢iji je kub
jednak 0.125. TraZeni su brojevi kvadratni (drugi) korijen iz 9, odnosno treci korijen iz 0.125.



1.1. Drugi i tre¢i korijen

Drugi i tre¢i korijen
Drugi korijen pozitivnog broja a je pozitivni broj koji pomnozen sam sa sobom daje broj a.
Treci korijen realnog broja a je broj ¢iji je kub jednak a.
Drugi i tredi korijen iz 0 jednak je O.

Drugi i treci korijen nenegativnog broja su realni brojevi i pri racunanju s njima koristimo svojstva
zbrajanja i mnoZenja u skupu R. No, za korijene vrijede joS i ova pravila.

Ako su a i b nenegativni brojevi, tada vrijedi: Ako su a i b realni brojevi, tada vrijedi:
Vab =/a- Vb Vab = Ya-3/b
3
ﬁ:ﬁ)b¢o i/gzg,byéo
b /b b - b
Va® =a Va? = a.

Ako je a realni broj, tada je: Va? = |a|.

PRIMJER 3.

Izracunajmo:

a) <\/a+\/%)2—(f—\/ﬁ)2 b) (Va+1) (Va2—1).

- a) (\/a+\/ﬁ)2—(\f—\/ﬁ)2:a+2\/ﬁ+2b— (a—Z\/%—i-Zb) — 4\/2ab.
b) (é/a+1)(\3/c?—1):\3/?—\3/5+\3/c?—1:a+\3/4?—\3/5—1.

PRIMJER 4.

Racionalizirajmo nazivnike razlomaka:

6 1
Vs BT
6 3 6 NVat3+vE _6(VAH34VE) L o X
) i i vivititvi | xidox 2WVEEIEVA
1 1 VR4 Y+l VP4 Y+

b = : =
(R R T S R
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Kako usporediti dva korijena? PokaZzimo da za pozitivne brojeve x i y vrijedi

X<y = Vx <y
Ovdje se radi o dvije tvrdnje:

a) Ako za pozitivne brojeve x i y vrijedi x < y, tadaje \/x < /.

b) Ako za pozitivne brojeve x i y vrijedi \/x < \/y, tadaje x < y.
Dokazimo tvrdnju a). Akoje x <y, tadaje y —x > 0, tj. \/)? —Vx2 > 0.
Ovu razliku kvadrata rastavimo na faktore:

(Vy = V&) - (Vy+ Vi) > 0.

Bududi da su faktor ,/y + /x i cijeli umnoZak pozitivni, slijedi dajei /¥y — vx > 0,4. /y > /x
Sto je i trebalo dokazati.

Dokazimo tvrdnju b). Ako je /x < ,/y,tadaje \/y — \/x > 0 pamnoZeéi obje strane nejednakosti
s pozitivnim brojem ,/y 4 \/x dobivamo y — x > 0 $to je i trebalo dokazati.

Samostalno dokazite da za treci korijen vrijedi sli¢na tvrdnja, tj. da je x < y ako i samo ako je
VX< Yy.
PRIMJER 5.

Usporedimo brojeve 7v/2 i 10.

= Broj 7+/2 napi§imo u obliku korijena: ~7v2 = V/72-2 = /98. Takoder imamo i
10 = 1/100. Buduéi da je 98 < 100, tada je v/98 < /100, j. 7v/2 < 10.

ZADATCI 1.1.

1. Korjenu;j:
121
V81 L V25600 1/0.0049 2900
8
V21 v0.064 v/8000 {/ 5
2. Korjenuj: *
Vb2 —2b+ 1 Va? + 2ab + b? V100 — 20x + x2 V49 + 14m + m? .
3. Nekasu a,b,x,y,z pozitivni brojevi. Djelomi¢no korjenuj: 100
V1233 V625058 V5458 [ Jusaiy
z
4. Faktore ispred korijena ili samostalni broj unesi pod korijen i odredi koji je broj veéi:
7 ili 4V/3 4V/5ili 9 V38 ili 2v/7
42 ili 5 4+/3 ili 3v/9 27/5 ili V/42.

* U zadatcima s opéim brojevima smatramo da su izrazi pod korijenom takvog predznaka da je korijen dobro definiran.
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1.1. Drugi i treCi korijen

Opisi promjenu polumjera kruga ¢ija se povrsina
povecala 9 puta smanjila 16 puta povecala 2 puta.

Bridovi se kvadra iz jednog vrha odnose kao 3 : 2 : 5. Izracunaj oplo§je kvadra ako mu je obujam
240m?.

Osni presjek valjka je kvadrat, a obujam mu je 69507 cm? . Izradunaj duljinu visine valjka.

Izracunaj:
\/)63—y4+2\/x3—yz+\/)?zay>0 \/a+1—\/%~\/a+l+\/2_a
\/x—m~\/x+m (5+6v7)2
(7 — v/3)2(52 + 14V/3) (V2 = Vx)2+ (V2 + V)2
Koriste¢i Heronovu formulu za povrinu trokuta: P = /s(s —=a)(s — b)(s — ¢), gdje je s = %b—i—c ,
izracunaj povrsinu trokuta kojemu su zadane duljine stranica:
a=+10,b=+20, c =26 a=15,b=3V58, c = /585
a=\m+n,b=\n+p,c=m+p.
Racionaliziraj nazivnik u razlomku:
2 1 3+12
NG V-3 1+V2
X3 - Xy ’ 22 34vV6—V3
X+ 52+\f—\/§ 34+V6+V3
Racionaliziraj:
1 1 1 1
Va VA Vi- 3 avb—bya
VX =AY - 1 a* —4 Va—+/b
S VAT VErewm M
Racionaliziraj nazivnik u razlomku:
5 2 1
1+ 1 1
- Vx 16+ Va+1 Va? + /2ab + Vap?
Koliko je:
Va+VT Va7 V8 +2VT+ V8 -2V7
V164 2v/39 — /16 — 21/39 VI+4/3+V7-431
Izratunaj vrijednost funkcije f (x) = 2x* — x + 4 ako je
2 V5

X:\/g X:4+3\/§ x:ﬁ_l X:m.
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15. Pojednostavni:

1 6 1 1
Vo R <3f—w_3ﬁ+w>'(9x_y)
1682 — 1 4v/a 4 ([ Va Nz 2\/a
2\/E+1’<1+(2\/5—1)2) a+2ﬁ+1’<ﬁ—1+ﬁ+1_a—1>

(G-2)vmrw+ L)l (522 ams ) F

1.2. Korijeni

ISTRAZI!

S pomocu programa dinamicke geometrije nacrtaj graf funkcije f (x) = x" za bar desetak
vrijednosti prirodnog broja n. Opisi slicnosti i razlike tih grafova. Ako je zadana vrijednost
funkcije, primjerice f (x) = 100, kako odrediti argument x za razne eksponente n?

Drugi i treci korijen nenegativnog broja a su nenegativna rjeSenja jednadzbe x> = a i x* = a.

Promotrimo jo$ neke slicne jednadzbe.

PRIMJER 1.

Rijesimo jednadzbu x* = 16:

B Jednadzbu napisimo u obliku x* — 16 = 0 i rastavimo na faktore izraz na lijevoj strani. Tako
dobivamo (x — 2)(x +2)(x* + 4) = 0.
Umnozak je jednak nuli ako i samo ako je jedan od faktora jednak O, tj. ili je x — 2 = 0 ili
x+2 =0 ili ¥ +4 = 0. RjeSenja prvih dviju jednadzbi su x; = 2, x, = —2, dok treéa
jednadzba nema rjesenja jerje x> + 4 > 0 za svaki x € R.
Dakle, jednadzba x* = 16 ima dva realna rjeSenja: x; = 2, x, = —2. Pozitivno rjeSenje 2
zovemo Cetyrti korijen broja 16 i ozna¢avamo ga s V16.

PRIMJER 2.

Nadimo sve pozitivne realne brojeve x za koje vrijedi x> = 243.

B Kad jednadZbu napiSemo u obliku x> — 243 = 0, izraz na lijevoj strani treba rastaviti na
faktore. Pri tome koristimo formulu

X=y'=(x—y) (x"_l + Xy T YT 4y —f-y"_l)

koja se lako dokazuje mnoZenjem izraza na desnoj strani.



1.2. Korijeni

Bududi da je 243 = 3%, imamo:
0=x"—3"= (x—3) (x* + 3" + 9* + 27x + 81) .
Taj je umnozak jednak 0 akojeili x — 3 = 0 ili x* + 3x> + 9x*> +27x + 81 = 0.

1z prve jednadzbe dobivamo x = 3. Drugu jednadZbu ne zadovoljava nijedan pozitivan broj
jer kad u izraz x* 4+ 3x® + 9x? + 27x + 81 uvrstimo pozitivan broj, cijeli je zbroj pozitivan.

Dakle, pocetna jednadzba x° = 243 ima jedno pozitivno rjeSenje x = 3 kojé nazivamo peti
korijen iz 243 i ozna¢avamo V243

Opcenito, definicija n-tog korijena iz broja a glasi:

n -ti korijen

n-ti korijen nenegativnog broja a je nenegativan broj ¢ija je n-ta potencija jednaka a, tj.
n-ti korijen iz a, a > 0, nenegativno je rjeSenje jednadzbe

X' =a.

Oznaka za n-ti korijen iz a je {/a ikaos&to vidimo iz definicije, vrijedi

(Va)" = a. (qla—)n =3

MozZe se pokazati da je n-ti korijen iz a jedinstven, tj. da jednadzba
x" = a ima jedno jedino nenegativno rjesenje.

Da bismo to pokazali, rijesit ¢emo jednadzbu x" = a graficki. U istom koordinatnom sustavu nacrtat
¢emo grafove funkcija f (x) = x" i g(x) = a i promotriti gdje se sijeku. Apscisa tocke presjeka je
rjeSenje jednadzbe.

Prvo promotrimo situaciju kad je n paran prirodan broj.

\ ’ /f(x)x2 \
g =a gx)=a 4

[l =x°

0 1 X, 0

Graf funkcije f (x) = x" (n paran) ima oblik sli¢an paraboli. Pravac y = a, a > 0 sijece graf od
f u dvije tocke. Jedna od njih ima pozitivhu apscisu xg, a druga —xo. Dakle, pozitivno rjeSenje
jednadzbe x" = a (n paran, a > 0) postoji i jedinstveno je.
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Promotrimo situaciju kad je n neparan prirodni broj.

\ A A

/ S =+ ] @) =x° ) =2
g(v)=a gv)=a g0)=a

=
[ B
=]

=

=

(=]

=

}( | ——

(=]

Pravac y = a sijece graf od f u samo jednoj tocki, tj. i u ovom slucaju x* = a ima rjeSenje i ono je
jedinstveno.

Promatrajudi prethodne slike, moZemo izvesti zakljucke §to se dogada kada je a negativan broj. U
slucaju kada je n paran, pravac y = a, a < 0 ne sijece graf, tj. jednadzba x* = a nema rjeSenja,
dakle, n-ti korijen iz negativnog broja ne postoji za parni n. Ali ako je n neparan, tada pravac y = a
sijeCe graf od f , tj. jednadzba x" = a ima rjeSenja, tj. n-ti korijen iz negativnog broja postoji. Tako
je vV—8=—2jerje (—2)° = —8,a ¢/—1024 = <4 jerje (—4)° = —1024 itd.

ZADATCI 1.2.

1. Izratunaji obrazloZi dobivene rezultate:

V16 V31 V256 V625 V32 64
1024 /1000000 /100 000 915 625 V128 Yar, a>0.

2. Izracunaji obrazloZi dobivene rezultate:

4/ 625 o 4/625 5/10000 s/ 1 /15625 o/ 1
\ 2401 256 243 7776 \V 64 1024
5

3. Izracunaj:

v/0.0016 ¥ v/0.0001 v0.0625 v/0.00032 v/0.00001 v/0.0000128.
V=32

4. Izracunaj:

=1 J/—64 V=243,
5. Akosu a i b pozitivni brojevi, izracunaj:
1
a0 Y (2a+ D)2 |~ /(a—2b)0.
a

6. Korijeni se s pomocu dZepnog racunala racunaju upotrebom tipki ili . Ako se upotrebljava

. S . . 1 o 1y « .
tipka , tada se za n-ti korijen iz x stavlja da je y = —. Izracunaj s pomocu dZepnog racunala i
n



1.3. Racunanije s korijenima

rezultat zaokruZi na tri decimale:

V5 /24 V63 VO.1.
7. Rijesi jednadZbe u skupu R:
x*—-625=0 64x° — 1 =0 32x° —243=0.

1.3. Racunanje s korijenima

Kao $to za kvadratne i tree korijene postoje neka pravila koja olakSavaju racun, tako i za n-te
korijene postoje sli¢na pravila. Navedimo prvo svojstva mnoZenja i dijeljenja korijena.

Ako su a i b nenegativni realni brojevi i b # 0, tada za'svaki n € N vrijede svojstva
n n (l/a a
AT O

Dokaz svojstva za umnozak vrlo je sli¢an dokazu za kvadratni korijen. Treba pokazati da je broj
¥a - Vb rjesenje jednadzbe x" = ab. Potenciramo li taj broj i upotrijebimo li svojstva potencija,
imamo

(Va- V)" = (Ya)*- (¥b)" =a-b,

pa je time pokazano da {/a - V/b zadovoljava jednad’bu x" = ab te prema definiciji n-tog korijena
slijedi da je {/a - V/b = {/ab. Dokaz za n-ti korijen kvocijenta provedite samostalno.

Jasno je da ova pravila vrijede i za umnosSke u kojima se pojavljuje viSe od dvaju faktora, tj. za
nenegativne brojeve a;, az,. ., a; vrijedi

Vay-Yar ... Y = Yarazr ..
PRIMJER 1.

Izradunajmo ¥a' i Va, a>0,n € N.

m g=Yg-a-..  a= Va-Ya-... - Ya = (¥Ya)" =a. Dakle, V/a" = a.

n faktora n fa\krtora

1
Buducidaje a™" = —, vrijedi
a

w— a1 Vi1
va ' = E:W:;—a,

teje Va " =a"'.

U svim zadatcima u kojima se pojavljuju op¢i brojevi a, b, c,...,x, y, z smatramo da su izrazi pod
znakom korijena nenegativni.
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PRIMJER 2.

478
e . 4/16a"b
Ako su a, b, x pozitivni brojevi, izraCunajmo

- 4\1/16a4b8_€/I6a4b8_%~W~W~€/b_4_2~a-b-b_2ab2

8lx'2  WRIxZ  YRBI- VA VAV 3xexex 313
PRIMJER 3.
[125x5y%
Djelomicno korjenujmo izraz \ I 6ax_5y 5
- 3/125x08 /53 x0 . 16 .42 B %WWW
16a=b  ¥23.2.4a3-a2-b 2 -AP5a3 a2 Ib
2.a-1. V2. a2p 2an\ 2a72b
PRIMJER 4.

Neka su a 1 b nenegativni brojevi. Unesimo pod znak korijena 2a V3a2b.

S Kako je 2a = /(2a)*, imamo 2av/3a2b="/(2a)* V3a’b={/(2a)*(3a2D)
= V2% d*-3-a?- b ="/48a5b.

PRIMJER 5.

1
Izradunajmo 4 /8x7y — 5% /2764y + 10x2y~2 13/ 5 xy’.
y

= Bududi dajeny/8aly = V23 - V8- Yxy = 22 Yxy, 32T = VBV Y- Yay =
/1 ] 1
3xydxy i { gxy7 = f/gg/yﬁé/x_: Eyzé/x—y,imamo

1
43/8xTy — 50 27x4y* + 10x%y 2 \3/ gxy7
y

1
=4.2x 3xy — 5; - 3xy /Xy + 10x%y 2 - §y2\3/x_y

= 8% I/xy — 15x% /xy + 5x° J/xy = —2x" Y.



1.3. Racunanije s korijenima

Vidjeli smo ve¢ daje {/a" = (¥/a)" = a za a > 0. Sljedece tvrdnje govore o opéenitoj situaciji.

Ako je a pozitivan realan broj, onda vrijede svojstva

Van = aw, npeN mecZ
(Yay = Va?, neN,pel

v Wa = "a, n,m € N.

Dokaz. Ozna¢imo sa x n-ti korijen iz @™, tj. x = {/a™. Tadaje X" = a". Iz x" = a" slijedi
(") = (@), 4.

X =q".
Dakle, za x vrijedi da je np-ta potencija broja x jednaka broju a@”” pa prema definiciji korijena np -ti
korijen iz @™ je upravo broj x, tj. x = "/a™ ili kad se vratimo u pocetne oznake /a" = "/amr .
Time je dokazana prva tvrdnja.

Drugu tvrdnju dokazujemo upotrebom pravila za mnoZzenje korijena.

(Way = Ya- V.. Ya=Yara -V

p faktora p faktora

Samostalno pokazite da ova tvrdnja vrijediiza p < 0.

Pri dokazu trece tvrdnje uvedimo oznaku

x =1/ Ya.

Dakle, x je n-ti korijen iz a, pa je x* = %/a. Odavde ¢itamo da je x" m-ti korijen iz a, pa je
(x")™ = a. No, kako je (xX")" = x", slijedi X = a, pa je x jednak nm-tom korijenu iz a, tj.
x = "Ya, &ime je tvrdnja dokazana. <«

PRIMJER 6.

Ako su a,b > 0, pojednostavnimo korijen V324153,

= Uotimodaje 32 =2, a® = a*> i b = b’ te iskoristimo prvo svojstvo Va™ = X/a™P:

V32a156% = V25535675 = 43/ (2a3b7)5 = V243D,

PRIMJER 7.

Svedimo na zajednicki korijen i pojednostavnimo v/a2b - Vabs - Ya b2, a,b > 0.

B Bududi da je 12 najmanji zajednicki visekratnik brojeva 3, 4 i 6, sve ¢emo korijene svesti na
12-ti korijen.
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