Korijeni i potencije

Nakon ovog poglavlja mo¢i ¢es:

v prelaziti iz prikaza potencije racionalnog v navoditi pravila za raunanije s potencijama
eksponenta u prikaz korijenom i obratno v ratunati s potencijama racionalnog
v/ raCunati vrijednost Korijena i potencija eksponenta

racionalnog eksponenta koristeci se
dZepnim raunalom ili bez njega
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KORIJENI | POTENCIJE

1.1. Drugi korijen

Ponovimo §to znamo o drugom korijenu. Do tog pojma doveo nas je problem rjeSavanja jednadzbe
x*> = a, gdje je a pozitivan realan broj.

PRIMJER 1.

Povrsina jednog kruga je 9 cm?. Ako je povriina drugog kruga 25 puta veéa od povriine
prvog, koliko je puta polumjer drugog kruga veci od polumjera prvog kruga?

b= Jzracunamo polumjer prvog kruga:

P, = r27r, o = r27r, P =9
ri2 = +v9 = 43.
Bududi da je duljina pozitivan broj, rjeSenje je r = 3 cm.
Povrsina drugog kruga je
Py =25P; = 2591 = 225m cm”. p=rm
rPm=1225m, r* =225, #1,—==+£v225, r=15cm.
Polumjer drugog kruga je 5 puta veéi od polumjera prvog kruga.

Jesmo li ovaj primjer mogli rijesiti bez poznavanja podataka u prvoj recenici?
U prethodnom smo primjeru trazili pozitivne brojeve ¢iji je kvadrat jednak 9, odnosno 225. TraZeni
su brojevi drugi (kvadratni) korijen iz 9, odnosno iz 225.
Drugi korijen
Drugi korijen pozitivnog broja « je pozitivni broj koji pomnoZen sam sa sobom daje broj «.

Drugi korijen iz 0 jednakje O.

Drugi korijen nenegativnog broja je realni broj i pri racunanju s korijenima koristimo svojstva zbra-
janja i mnoZenja u skupu R. No, za korijene vrijede jos i ova pravila.

Ako su a i b nenegativni brojevi, tada vrijedi:

Vab = \/a- Vb
\/Ezﬁ, b£0
b Vb
Va® =a
Akoje 0 < a < b, tadaje \/a < /b.
Ako je a realni broj, tada je: Va? = |a|.



PRIMJER 2.

1.1. Drugi korijen

36

Izradunajmo: /2500, +/0.0081, ioh

m— /2500 = 50 jer je 50 = 2500. v/0.0081 = 0.09 jer je 0.09> = 0.0081.

SO e (E)z_ 20
49 = 7% \7) T4
PRIMJER 3.
Izracunajmo:

a) V24 - /600 b) 812 — 4/75 + 9/3.

= a) Primjenom svojstva \/a - v/b = v/ab dobivamo:

V24 /600 = /24600 = V4-6-6-100 = V4-vV6-6-3/100=2-6-10 = 120.

b) Brojeve /12 i /75 djelomi¢no korjenujemo:
VI2=V4-3=V4-V3=2V3,

V75 =253 =5V3.

8V12 — 4V75 4+ 9v3 = 8- 2v/3—4-5V3+9V/3 = 16V/3 — 20v/3 + 93 = 5V/3.

PRIMJER 4.

Izradunajmo: (v/7 =24/3)% = (v/21 + 1)2.

»=— Primjenom formule (a + b)* = &> 4 2ab + b* dobivamo:

(VT —2v3)2 — (W21 +P= (V72 —2- V7 23+ (2V3)2 = (V21 +2- V21 -1+ 1?)
=7 —4V21+4.3-21-2V21 -1 =-3—-6V2l.

PRIMJER 5.

Racionalizirajmo nazivnik razlomaka:
2 2

a) — b) ———.

V6 V5++/3

2 2 V6 2%:@

»a) _ — . —— =

Vo Ve V6 6 3
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2 2 V5-V3  2(V5-V3) :2(\@_‘@):2(*@_‘@):\6—\@
D BB A VB (SRR 53 2 ’

(
pri ¢emu smo koristili formulu (a + b)(a — b) = a*> — b*.

PRIMJER 6.

Usporedimo brojeve 7v/2 i 10.

»=— Broj 7 unesimo pod znak korijena: 7v2 = /72 -2 \/ . Broj 10 zapiSimo u obliku
korijena: 10 = 4/100. Budu¢i da je 98 < 100, tada je v/98 < /100, tj. 73/2 < 10.

ZADATCI 1.1.

1. Korjenu;j:

|a RVET 3 /25600 1/0.0049 d| 49 0

2500

e | 3 vo.0o1 BVvm, m>0 N vx®, x>0
2. Korjenu;:

[a RV M /10 —x)? VT +m)? [N Vo +2ab + B2
3. Djelomié¢no korjenuj:

1 V200 | b V2P V18 V75

e B2 Vatb3 /123y M V62543p2 .

X, a i b su pozitivni brojevi.
4. Faktore ispred korijena ili samostalni broj unesi pod korijen i odredi koji je broj vedi:

B 7l 43 34519 @ V38 ili 27 El4v2ili 5.

5. Opisi promjenu polumjera kruga ¢ija se povrsina:
N povecala 9 puta ) smanjila 16 puta 3 povecala 2 puta.

6. Opisi promjenu stranice kvadrata ¢ija se povrSina:
N povecala 100 puta I smanjila 25 puta povedala 3 puta.

7. Izracunaj stranicu kvadrata ¢ija je povrsina:
EY 100 cm? I3 1440 cm? 1200 mm? il 80 m?.

8.  Sa4 litre boje jedne vrste Matija moZe obojiti zid oblika kvadrata stranice 3 m. Kad je kupio 4 litre druge
vrste boje trgovac mu je rekao da s istom koli¢inom boje moze obojati dvostruko vecu povrSinu nego s



10.

11.
12,

13.

14.

1.

1.2. Korijeni

prvom vrstom boje. Matija je pomislio: “Odli¢no, sad mogu obojati zid oblika kvadrata stranice 6 m.”
Slazes li se s Matijom? ObrazloZi.

Marina je procitala da sila odbijanja dva pozitivna elektricna naboja opada s kvadratom udaljenosti. Koja
od recenica je istinita?

B} Kad se naboji udalje za 5 metara, njihova se sila odbijanja smanji 25 puta.

) Kad se poc¢etna udaljenost izmedu naboja poveéa pet puta, njihova sila odbijanja se smanji 25 puta.
Kad se sila odbijanja povecala 16 puta, njihova se pocetna udaljenost smanjila etiri puta.

[} Kad se pocetna udaljenost naboja poveda Cetiri puta, sila njihova odbijanja se smanji Cetiri puta.

Pronadi jo$ neke pojave ¢iji intenzitet opada ili raste s kvadratom udaljenosti.

Izracunaj:

B (5 + 6v7) 0 (V3 - V7 B (845 23

[l (V8- V3)(V8+V3) [ (7 -3)%(52 + 14V3) (V2 - VA1) + (V2 + V112

Racionaliziraj nazivnik u razlomku:

2 1 2 1 1 3442
= — y R - K )
E\/§ I-'u\/17 .3\5 m\ﬁ—ﬁ E\/11+\ﬁ .1+\/§
Racionaliziraj:
o I o- ! o [ !
Va Vx avh Vel VE= Y Va+ b

Polumjeri vece i manje kruznice kruznog vijenca odnose se kao 5 : 3. PovrSina kruZnog vijenca je
1447 cm? . Kolika je duljina polumjera veée kruznice?

El 15cm I3 9cm 3 8cm [l 12cm

Izracunaj vrijednost funkcije f (x) = 2x*> — x + 4 ako je:

=6 bx=v17 B x=4+3V2.

2. Korijeni

ISTRAZI!

Zlatar ima petzlatnih kuglica promjera 0.25 cm, 0.25cm, 0.5 cm,
0.75cm i 0.75cm. Zeli ih pretopiti u jednu zlatnu kuglu. Koliki
ée biti polumjer nove kugle?

4
Formula za obujam kugle je V = §R3 .

Drugi korijen nenegativnog broja a je nenegativno rjeSenje jednadzbe x* = a. Promotrimo jo§ neke
sli¢ne jednadzbe.
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PRIMJER 1.

Nadimo realni broj x za koji je x* = 8.

= Jednadzbu x> = 8 napisimo u obliku x* — 8 = 0 i faktorizirajmo izraz na lijevoj strani:

(x—2)(x* +2x+4) =0.
Istinitost faktorizacije lako se provjeri mnoZenjem zagrada na lijevoj strani. Produkt je jednak
nuli ako i samo ako je jedan od faktora jednak 0. Dakle, ilije x—2 = 0 ilije x> +2x+4 = 0.
Rjesenje prve jednadZzbe je x = 2, a druga nema realnih rjeSenja.
Jedini realan broj x za koji vrijedi x> = 8 jest broj 2. Broj 2 zovemo treéi (kubni) korijen
iz 8 1 oznacavamo ga sa 8.

PRIMJER 2.

Rijesimo jednadZbu
xt = 16.

= JednadZbu napisimo u obliku x* — 16 = 0 irastavimo na faktore izraz na lijevoj strani. Tako

dobivamo

(x — 2t 2)(&® + 4) = 0.
Produkt je jednak nuli ako i samo ako je jedan od faktora jednak 0, tj. ili je x — 2 = 0 ili
x4+ 2 =0ili x> +4 = 0. Rjesenja prvih dviju jednadzbi su x; = 2, x» = —2, a treca
jednadzba nema realnih rjeSenja.

Jednadzba x* = 16 imadva realna rjeSenja: x; = 2, x = —2. Pozitivno rjesenje, broj 2
zovemo cetvrti korijen broja 16 1 oznacavamo sa V16.

Opcenito, definicija n -tog korijena iz nenegativnog broja a glasi:

n i koriy

n-ti korijen nenegativnog broja a je nenegativan broj ¢ija je n-ta potencija jednaka a, tj.
n-ti korijen iz a je nenegativno rjeSenje jednadzbe

X' =a.

Oznaka za n-ti korijen iz a je {/a ikao §to slijedi iz definicije, vrijedi

(Va)" = a.



1.2. Korijeni

PRIMJER 3.

Obrazlozimo zasto je V243 =3,

== Prema definiciji ¢e 3 biti peti korijen iz 243 samo ako je peta potencija broja 3 jednaka 243.

Lako je provjeriti da stvarno vrijedi: 3% = 3-3-3-3-3 = 243. Znadi, V243 = 3 jer je
3% =243.

Zamijetimo da smo n-ti korijen definirali samo za nenegativan broj a. Ima li smisla govoriti o ko-
rijenima iz negativnih brojeva? Promotrimo jednadzbu x> = —8. Njeno realno rjesenje je x = —2.
U ovom sluc¢aju mogli bismo reci da je —2 treci korijen iz —8. Opcenito, ako je broj @ negativan, a
n neparan broj, tada je n-ti korijen iz a negativan realan broj za koji vrijedi x" = a. Jasno je da za
slucaj kad je n parani a negativan, nema smisla govoriti o realnim korijenima jer jednadzba x* = a
tada nema rjeSenja.

ZADATCI 1.2.

1.

Izracunaj i obrazlozi dobivene rezultate:

A V27 I V0.064 3 /3000 d RV
[ Vie i Vel F1 V256 m V625
32 M Ve |\ Vo Il /1000000
[ /100000 m V15625 Lo VAP M Ya, a>0.

Dane su sljedece potencije:

10\° 10000 f5\* 625 4\ 64 (5\° 15625 (10\’ 1000
3) 2437 \4) 256 \3) 277 \6) 64 = \3) 27"

Promatrajuéi gore navedene potencije, izracunaj zadane korijene:

64 100 62 10000 15625
3/04 3 4 5 6
B {5 b c | dRYEryre B\ =
Izracunaj:

1 /0.001 [ V0.125 /0.008 [ V0.027. 3 V0.0016
I3 V/0.0001 1 V0.0625 1 7/0.00032 I /0.00001 I 7/0.0000128.

Spoji korijen s njegovom vrijednoScu.

B J-1 -3
N V=64 -1
A /-3 -2
[ V243 (4 S
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5. Procijeni rezultat pa izracunaj s pomocu dZzepnog racunala i zaokruZi na Cetiri decimale:

A2 3 V40 Ao i Vo1,
6. S pomodu dZzepnog racunala izradunaj i rezultat zaokruZi na Cetiri decimale:
V326 23 V1000 A V444 [l /2000

1
4v19 - Y17 Hsv2i-2vz A (32\3/0.175 - 1) (\/14 n 1) .
7. Zlatar ima pet zlatnih kuglica promjera 0.25cm, 0.25¢cm, 0.5cm, 0.75cm i 0.75cm. Zeli ih pretopiti

u jednu zlatnu kuglu. Koliki ée biti polumjer nove kugle?
El1.5cm I3 0.5cm B 25cm Fl12cm

8. Luka je rijesio nekoliko zadataka. Je li sve to¢no rijesio? Ispravi pogreske.

J049=0x [64=08, [0025=05 39=3, 3000%=04, 4000 =10

1.3. Racunanje s korijenima

Kao $to za kvadratne korijene postoje neka pravila koja olakSavaju racun, tako i za n-te korijene
postoje sli¢na pravila. Navedimo prvo svojstva mnozenja i dijeljenja korijena.

Ako su a i b nenegativni realni brojevii b # 0, tada za svaki n € N vrijede svojstva

Va - Vo= Vab, %_\/;.

PRIMJER 1.

Izraunajmo V/a® i Va=", a >0, n € N.

> Yo' =g a .._a={a Ya-... Ya=(Ya)=a.Sljedi Ya' =a.

n faktora n fﬁgtora

1
Bududidaje a" = —, vrijedi
an

teje Va"=a"'.



1.3. Racunanije s korijenima

U svim zadatcima u kojima se pojavljuju op¢i brojevi a, b, c,...,x, y, z smatramo da su izrazi pod
znakom korijena nenegativni.

PRIMJER 2.

. : o 4f16a'h®
Za pozitivne brojeve a,b i x izracunajmo L
X

-— 4\;/16a4b8 V16ass  Y16-Va - Vb - Vb*  2-a-b-b_2ab’

81x12 ¥z W-W-W-W_ 3-x-x-%X  3x3

PRIMJER 3.

/12558
Djelomic¢no korjenujmo izraz 0 S
16a—b

— 31255 a0 2 WV N5
16a=b Y252 g3 -a2ib V222 -Val Val- Vb

_ 527 M Y
2 a_l . \3/2 g a_zb 2a_1 2a_2b.

PRIMJER 4.

Neka su a,b > 0. Unesimo pod znak korijena 2a V3ab.

= Kako je 2a = {/(2a)*, imamo
2aV3a2b=43/(2a)V3a2b=1{/ (2a)*-(3a2b) = V2* - a* - 3 - 2 - b = V/485b.

Vidjeli smo ve¢ da za pozitivni a vrijedi V/a" = ({/a)" = a. Sljedece tvrdnje govore o opéenitoj

situaciji.

Ako je a pozitivan realan broj, onda vrijede svojstva
Vam = Yaw, npeN, meZ
(Yay =Va?, neN, pel

\/ Wa= "/a, n,meN.

N\
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PRIMJER 5.

Pojednostavnimo korijen /32a13b3, a,b > 0.

m— Uo¢imo daje 32 = 2°, a®® = >3 i b = b’ te iskoristimo svojstvo /a™ = "amr

V3245563 = V2B5a35b75 = “§/(2a367)5 = V2430,

PRIMJER 6.

. et e e . 4
Svedimo na zajednicki korijen i pojednostavnimo izraz Vb - N a5

= Budu¢i da je 12 najmanji zajednicki viSekratnik brojeva 3 i 4, oba ¢emo korijena prosiriti do
12. korijena.

Vb - Va3 b= 1%/(61%)‘t : 1%/(a3b5)3: Nt o* - Va5 = VaBp* - apB= Valp1.

PRIMJER 7.

4
Svedimo na jedan korijen -/ x? VA2,

= Da bismo mogli primijeniti pravilo {/ %a = ™Ya, x>

4
\ BVE =4 \5/ G P — Va2 = W

, moramo ‘“‘unijeti” pod peti korijen:

PRIMJER 8.

. N . 1
Racionalizirajmo nazivnik razlomka ——

=

11 V5 V5 s
V3 Vs Vs U5 5



1.3. Racunanije s korijenima

ZADATCI 1.3.

1. Primjenjujui jednakosti /a - /b = Vab i (/g = % , izracunaj:

b

a | \4/256 I V3125 [ V2401 [ ¥/216000
64

(e I 312 [3 0.003375 1 ¥/0.000729 'h Y

2. Izracunaj:
B 2499 V7545 Y5913 E Y28 B V72- V18
V2. V324 P Y160-V6e2s [ Va'- Ya i RVARRVEEN

3. Izracunaj:

ﬂ W m 4/163 6/_163 m 6’—1003
[ Vw27 (RN A {/256- 813 [ﬂﬂo“”@'
4. Zaa,b,c,x,z >0 izraunaj:
4 4 . ;
Bl Viedbic2 Y V3la b c® V43 | V1620 0 V105x3726 64(a + b)11 |
Vs T V2R Tionz 2(a+b)

5. Lara tvrdi: “Kad imam broj napisan kao umnozak 5% - 732 - 11'° | tada ¢u njegov Cetvrti korijen izracunati
tako da svaki eksponent podijelim s 4. Dakle, &etvrti korijen zadanog broja je 52 - 7% - 114 Je li Larino
zaklju€ivanje pravilno?

6.  Spoji brojevni izraz s njegovom vrijedno3cu.

Bl J0.027 4 7- v/0.0256 2-6-10=2
M 5 V8 —2.309-30 03+7-04=31
V0.03125 + 4 - /0.7 - 0.343 0.5—4-0.49 = —1.46
[l 2. V24 V54— 340 v/25 £l 5.64-2.3=314
7. Djelomic¢no korjenuj:
B 24 B V54 V250 [ /10000 le V&Y
[ V1250 i Vie2 I V768 i V30 Fl V224
8. Nekasu a,b,c,x,y,z> 0. Djelomi¢no korjenu;:
la RO 3 V10000471 [ Vies [0 /30x5)7
64a° 1002
B V32451 [l /32468 o I 25810 h By

9.  Unesi pod znak korijena:
202 [@3v2 @295 @47 @23 @iovz |20
'h KA 5710 M« Ya 14 »Vab I 2aV3a0? [ a*Vad B3,

11





