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1.1. Brojevna kruznica

Brojevni pravac

Na pravcu p istaknimo dvije razliGite tocke | i E. Tocki | pridruzimo broj O, a
tocki E broj 1. Svakoj tocki pravca p mozemo pridruZiti jedan realan broj. Vrijedi i
obratno, svakom realnom broju pridruzena je jednatocka pravca p (slikal.1.).

| E p

-2 -15-1 0 1 2 3m 4
4. 1.1. Brojevni pravac.

Pravac p zajedno stim pridruzivanjem nazivase brojevni pravac ili koordinatna
os. Tocka | naziva se ishodiste koordinatnog sustava na pravcu, atocka E jedinicna
tocka.

Duzina TE zove sejedini¢na duZina brojevnog pravca p.
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Brojevna kruznica

Nekaje k kruznica sredista O i polumjera r=1, atocka | neka je tocka kruzni-
ce k.

Uocimo brojevni pravac p ko-
ji dirakruznicu k utocki | kojaje
ujedno i ishodisna toCka pravca p.
Neka je jediniéna duZina TE bro-
jevnog pravca p jednaka polumje-
e} ru kruznice k, pri ¢emu je totka E
postavljena tako da ako se kre€emo
od tocke O dotocke E preko |, gi-
banje ima pozitivan smjer, tj. smjer
suprotan od gibanjakazaljke na satu

9. 1.2. Brojevni pravac p dira kruznicu k, (sikal.2).
d(O,1) =d(l,E) =1.

Pravac p namotgjmo bez kliza-

njai rastezanja na kruznicu k tako E(ty) b
da polupravac s pozitivnim brojevi- E
manamatamo u pozitivnom smjeru,
a polupravac na kojemu su smjes-
teni negativni brojevi u negativnom
smjeru (slikal.3.). Kakojesvakom 1) |
realnom broju pridruzenatocno jed- E(t)
na totka pravca p, ovim namata- K

njem smo svakom realnom broju P
pridruzili to€no jednu tocku kruzni-
ce. Ovo pridruzivanje zovemo eks-
ponencijalnopreslikavanjepravca
nakruznicu i oznatavamo s E.

9. 1.3. Namatanje pravca na kruznicu.

Brojevna kruznica
Kruznicu k zajedno s eksponencijainim preslikavanjem E : R — k
nazivamo brojevnaili trigonometrijska kruznica.

Broju 0 je pridruzenatocka | . Kako je duljinajedini¢ne kruznice jednaka 27, to
sebroj 27 preslikava opet utocku | . Dalje, broj 4m preslikava se utocku | .

Duljina jedini¢ne polukruznice je 7, pa se broj 7 preslikava u tocku T (slika
1.4) kojaje dijametralno suprotna tocki |. Ali isto tako, i brojevi 37 = 7 + 27,
5t=m+2-2n,... setakoder presikavaju utocku I .

Cetvrtina kruznice ima duljinu g , paznaCi da se u tocku C preslikava broj g ,

ai i brojevi g—f—Zn, g+47r,... (dikal4).
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C=E@)=E(D=...

~=E@m=Em=T I=E(0)=E@n)=...

E(t)=E(t+2km)

9. 1.4. Tocke koje su_na pravcu
udaljene za 2r na kruznici imaju

EGH=EG)=-. isti polozaj.
Dakle,
| = E(0) = E(2n) = E(4n) = E(—2n) = .. j = E(2kn), kez,
I =E(n)=E(-n) =E@3n) =E(n)=..., tj. | = E((2k+ Ur), keZz,
/A b /A b
C:E(E) :E<§+2ﬂ> :E(E—Zn) — i C:E(§+2k7r), kez.

Opcenito moZemo zakljuciti da se svake dvije tocke koje su na pravcu udajene za
2r ili zaviSekratnik broja 2z namatanjem stope u jednu tocku kruznice, tj. vrijedi

E(t+ 2kn) = E(t) zasvakite Rike Z.

Primjer 1. Nacrtajmo E(t), akoje t jednako:
n 2t 3n 5t Tm. n 2r 4n 5S¢

V3T a4 4 b 3333
C)EE&T 4nﬁ
6" 6 6 6 6
> a)
E@

9. 1.5. Cetvrtina polukruznice ima duljinu %

Totke E(%)' E(%)’ E(¥),,’ E(%n)

dijele Cetvrtine kruznice na jednake dijelove.
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b)
EZ) E(3)
E(m)
9. 1.6. Tretina polukruzmice ima duljinu = ©
Tocke E(%) i E(%ﬂ) dijele gornju polukru-
Tnicu na tri jednaka dijéla ECH ECD
c)
EED
ECD A =
ECD E(3)
BT
(™) o
9. 1.7. Totke E % E %” dijele gor-
nju polukruznicu na Sest jednakih dijelova.

[

Primjer 2. Zareani broj t =

4
takve davrijedi E(t) = E(t;) = E(t2) .

.19 3n .
, > KakoleTnzszan i
T . T
— € 0,2n) tojet; = —.
4 6[7 ﬂ> J 1 4
Broj t, raCunamo ovako:
197 3n
— = (4 —)—6 6
2 (4m + 4) T+ 67
3
:(4n—6n)+(6n+zﬂ)
27
:—2 _—
T+ 2

. 27
paje t, = Tﬂ € [6m,8m) .

9

nadimo brojeve t; € [0, 27) , t, € [6m, 87)

E(CEY=EC)
= E(ZZ‘_")

p

lor 3n 27

9. 1.8. Brojevi preslikavaju
se u istu tocku trigonometrijske kruznice.
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Zadaci 1.1 I

1

Na brojevnoj kruznici odredi tocke E(t) akoje t:

i) 2 i)
a) §1 b) ?v C) g’
21 3n 171
d) Z”! e) _Tv f) _?T[,
1998 289 1999
9 = N ) =7
Na brojevnoj kruznici skiciragj poloZgj tocke E(t) akoje t:
a 1; b) 12.65; c) 16.785;
d) 1988; e —1; f) —0.23;
g) —1103; h) —30.28; i) 6.72;
pri ¢emu uzmi daje m ~ 3.14159.
Odredi t € [0,27) tekav daje E(t) = E(x) akojezadan x:
a) 132r; b) 213r; ¢ —1lnm;
197 19997
d) —42717, e) T, f) 2 .
Odredi t € [0, 27) tekav daje E(t) = E(x) akojezadan x:
a) 121w b) 14327 9 1277
3’ 3 6 '
15467 237 3'n
d) = e) s f) BETR
Odredi t € [0,2r) takav daje E(t) = E(x) akojezadan x:
a) 16.28; b) 32.14; ¢ —10.31;
d) -8; e) 101; f)y —7.51,
pri Cemu uzmi daje 7 ~ 3.14.
Odredi t € [-27,0) takav daje E(t) = E(x) ako jezadan x:
a) 13m; b) —1434r; C) 2%{71 ;
12357 1327 2187w
) -5 AT D=
Odredi t € [107, 127) takav daje E(t) = E(x) ako je zadan x:
Vi) 3r V4
a) Z Il b) Z ] C) _E )
32 257 357
V5 0 % D35
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1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

Funkcije sinus i kosinus

Brojevnu kruznicu k(O,r = 1) smjestimo u koordinatni sustav u ravnini tako da
se ishodiste koordinatnog sustava podudara sa sredistem O kruznice k, aos x nekase
poklapa s pravcem Ol (slikal.9.).

y
) E) <E
SNty ‘
} X
O cost |
k p

9. 1.9. Koordinate tocke E(t) su kosinusi sinus broja t.

Sadajebrojevni pravac p paraelansos y, anjegovetocke | i E imaju koordinate
(1,0) i (1,1) redom. Kao o smo vet opisali, realnom broju t pridruzena je tocka
E(t) kruznice k.

Kosinus i sinus realnog broja
Apscisatocke E(t) nazivasekosinusbroja t i oznafava se's cost.
Ordinatatocke E(t) nazivasesinusbroja t i oznaCavasesa sint.

Funkcijakojabroju t pridruzuje broj cost nazivasekosinusi oznaCava sesa cos,
afunkcijakojabroju t pridruzuje broj sint nazivase sinusi oznaCava se sa sin.

Funkcije kosinus i sinus definirane su naskupu R, akodomenaim je [—1,1] jer
su koordinate tocke E(t) brojevi neveti od 1 po apsolutnoj vrijednosti.

Funkcije sinus i kosinus
cos: R — [—1,1] sin:R — [-1,1]

t — cost t — sint
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Primjer 1. Nacrtajmo tocku E(t) i izratunajmo sinusi kosinusod t, akoje t:

325
a) m; b) 1998r; c) —47ir; d —
y
> sint=0, cosmt = —1; E(n)
sin1998n = 0, c0os1998r = 1;
sin(—477m) = 0, cos(—477xn) = —1;
sn—m =1, cos—m = 0. E(™) E(19908m)
2 2 3
E(-477m) o
9. 1.10.

Primjer 2. Nacrtajmo tocku E(t) i izratunajmo sinusi kosinusod t, akoje t:

4k +1 4k + 3
a) (2k+1)r; b) 2k ) —+ : d) T+7r
> y
E(deln sin(2k+1)m =0,
2 cos(2k+ 1) = —1;
sin2kr = 0, osan_l
k+1 4K+
2 T = 1, T - O.
E((2k+1) m) E(2km) 4k + 3 4k + 3
o X ——n = -1, cos n=0.
2 2
B3
9. 111

Primjer 3. Nacrtajmo tocke E(t) zakoje vrijedi:
. 1
a) sint==; b) smt:—é;

c) cost =

oo||\_)I\JIH

1
d) cost=—-.
l ) 4
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>
y y
E(t)
} E(t)
X i i X
,% i (@] % i
| E
E(t,) ®

9. 1.12. Zatotke E(ty) i E(ty)

vrijedi sint; = sint, = = . Za totke
E(t3) i E(tg) vrijedi
int3 = sinty = —=.
Sint3 = SIiNly 3

Funkcija tangens

9. 1.13. Zatotke E(t1) i E(tp)
vrijedi cost; = costy = % . Za totke
E(tz) i E(tg) vrijedi

1
costz = costy = -7

Funkcijatangens, u oznaci tg, definirase pomocu funkcijasinusi kosinus ovako:

C=EE+2km)

D=E(I+2kn)

9. 1.14. C i D su totke
trigonometrijske kruznice
s apscisom O.

sint
tgt = ——, cost £ 0.
9 cost’ 7

Zakojebrojeve t vrijedi cost # 07?
Jedine toCke na brojevnoj kruznici s
apscisom O su tocke C(0,1) i D(0,—1)
(slika1.14.). Brojevi koji se namatanjem

preslikavaju utocku C su brojevi g —Szﬂ ,
9 -3r —-Tn . T
-, T ..t C=E(Z
2 ] 2 i) 2 ) 1 J (2+

2k7t>, ke Z. Zatotku D vrijedi D =

E(%ﬂ + 2k7r) ,k € Z. Dakle, tangens je
definiran za sve reane brojeve t razlicite
od g +kr, ke Z.
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Funkcijatangens
tg:R\{g+kn:keZ}—>R

sint

tgt = —
9 cost

Gdje se na brojevnoj kruznici pojavljuje tangens broja t? Nekaje t € R\{E +
kr : ke Z} takav da E(t) pripada pr-
y vom kvadrantu. Oznafimo sa E; ortogo-
nalnu projekciju tocke E(t) naos x,asa F
E®) 1F presiek pravca p i spojnice OE(t) (slika
1.15).
} Otito jedasu trokuti OE;E(t) i OIF
X slicni, pavrijedi
[FI| _ [EaE()]
Ol Oy
tj. uvazavgjuci daje |Ol| = 1, |E1E(1)| =
sint, |OE;| = cost, dobivamo
9. 1.15. Geometrijska interpretacija F sint

broja tgt. | I\:@_

I
I
|
S——
E 1

Dakle, totka F ima koordinate (1,tgt), tj. tangens broja t je ordinata totke
dobivene presjekom pravca p i spojnice OE(t).

Promotrimo slu€aj kad je E(t) u dru-
gom kvadrantu, tj. kad je sint > O i

cost < 0 (slikal.16.). y
Definirgimo opet tocke E; i1 F kaou
prethodnomslucaju. Vrijedi AOE;E(t) ~
AOIF, paje E()
IFI] _ [BE®)] |
|O| |E;O| ’ | X
i E I
tji. |Fl| = snt_ [tgt|. Dakle, uda- b0
| cost|
ljenost od F do x-osi iznosi |tgt|, akako F
je F u cetvrtom kvadrantu, ordinata joj je

negativan broj, paje F = (1,—|tgt|) =
(1,tgt) jer je tgt negativan zbog negativ- S. 1.16. E(t) jeu drugom
nosti kosinusaod t. Znagi i uovom sluéaju kvadrantu i tgt je opet
je tgt ordinatatotke F . ordinata tocke F .

U sluCgjevimakad E(t) pripadatretem, odnosno, Cetvrtom kvadrantu uz anal ogni
postupak imamo isti zaklju€ak koji posebno i istaknimo.
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Tangens broja t
Tangensbroja t je ordinatatocke dobivene presjekom pravca p i spoj-
nicetocaka O i E(t). Pravac p nazivamo tangensnom osi.

Primjer 4. Nacrtajmo E(t) natrigonometrijskoj kruznici i tgt natangensnoj osi
akojet:

I 37 ) 3n
8 o b) 7 ) 1998r: d) -
>

y
ECHL

ECH) ) |

L tgSE=tg (3

]

l E(10087)
E¢2n)

9. 1.17.

Funkcija kotangens

Funkcijakotangens, u oznaci ctg, definira se ovako
cost .
tgt = — t#0.
<9 sint’ sint #
Brojevi zakoje je sint =_0 su oni koji se preslikaju u tocke 1(1,0) i 1,0).

l—(_ )
Kakoje | = E(2kn), ke Z i | = E(mr+ 2kn),k € Z, brojevi zakojeje sint =0 su
oblika krr, k € Z paje domenafunkcije ctg skup R\{kn : ke Z}.

Funkcija kotangens

ctg: R\{kr: ke Z} - R

Neka je g tangenta brojevne kruznice k u tocki C(0,1). Uzmimo takav realan
broj t kojemu namatanjem pridruzenatocka E(t) koja pripada prvom kvadrantu.
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9. 1.18. Geometrijska interpretacija kotangensa broja t.

Neka je E, ortogonalna projekcija tocke E(t) na y-os, a G presek pravca q i
spojnice OE(t) . Trokuti OE;E(t) i OCG sudlicnii kakoje |EzE(t)| = cost,|OC| = 1
. . . |CG|  |E2E(1)] cost
i |OE,| = sint,toje = =

CO ~ |50 , 1j.|CG| Snt = ctgt, tj. koordinate tocke
G su (ctgt, 1).

U ostalim sluCajevima kada E(t) pripada ostalim kvadrantima nacin razmidljanja
jedican, paimamo djedeti zakljuCak.

Kotangens broja t

Kotangens broja t je apscisa tocke dobivene presjekom pravca q i
spojnicetoCaka O i E(t). Pravac q nazivamo kotangensnom osi.

Primjer 5. Nacrtgjmo E(t) natrigonometrijskoj kruznici i ctgt na kotangensnoj
osi akojet:

n 11n 191 3n
= by ——; —r; dy —=.
a) 4, ) 4 ’ C) 2 TE’ ) 4
an: y m— 3n
ctg 7 ctg 7 = ctg (-5)
E(%ln E($)
X
BT
E¢E)

9. 1.19.
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Primjer 6. Odredimo predznake trigonometrijskih funkcija u pojedinim kvadran-
tima.

> Ako je E(t) u prvom kvadrantu, tada su obje koordinate te tocke pozitivne,
tj. sint > 0, cost > 0, tesui tgt i ctgt pozitivni. Za ostale kvadrante vrijedi ova
tablica

kvadrant || 1. | 1. [ Il | IV.
sint + |+ - -
cost + | - - | +
gt + 1 -1+ 1~
ctgt + 1 -1T+1-

Zadaci 1.2 I

1. Nacrtaj E(t) iistakni sinusi kosinusod t akoje t jednako:

a) 32x; b) —14n: c) —197rx:
321r 141m 33n
d) T €) 5 f) —
2. Nadi sint, cost akojet:
a) 27x; b) —187; c) 384r;
21 43 1997
d) —n e) —?n, f) —Tn.
3. Nacrta] natrigonometrijskoj kruznici tocke E(t) zakoje vrijedi:
a) sint= 3. b) sintf}' ¢) dnt _L
4 6’ 4
1 1 2
d) cost = §’ €) cost_—E, f) cost_—é.
4.  Nacrtg E(t) i istakni tangensi kotangensod t (ukoliko postoje), ako je t jednako:
a) 36rx; b) —43rm; c) 179%;
—123n 14577: 237n
d) —5— 0 - H -
5. Istakni natrigonometrijskoj kruzn|C| toCke E(t) zakoje vrijedi:
a) tgt=1; b) tgt = 2; ) tgt=—2;
d) ctgt=1.5; e) ctgt =-1.8; f) ctgt=2
6. lzratung:

. .3 .
a) cosn—cos47r+sm7—2r-cos(—7r); b) sm?n—coanrsmn;

tg147 + sin(— 3 )

in 19967 — c0s19977 + tg19987; d) — 2__.
c) sin oS T+ 7 d) sin27xn — cos27n
. 197 2 5t
Sn—-+cos(——) . cos? 7w — 28§in? 7r
? sinz(f&)+cos(5—n)' ) 0052@+25in2@.
2 2 2 2
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