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1.1. Skup prirodnih i cijelih brojeva

U osnovnoj 3koli susreli smo se sraznim skupovimabrojeva. Ovdje temo ponoviti
§to znamo o tim brojevimai nauciti neke nove Cinjenice o skupovima brojeva.
Skup prirodnih brojeva oznaavamo s N i zapisujemo

N=1{1,234,...}.

Prirodne brojeve mozemo zbrajati i mnoZiti i rezultat tih operacija je uvijek prirodni
broj. Razlika prirodnih brojeva ne mora uvijek biti prirodan broj. Naime, ako je uma-
njenik manji od umanjitelja, primjerice 3— 7, tada to oduzimanje nije izvedivo u skupu
prirodnih brojeva. Stoga skup N proSirujemo do skupa cijelih brojeva u kojem je i
operacija oduzimanja uvijek izvediva. Skup cijelih brojeva oznaavamo sa Z i vrijedi
z={...,-4,-3,-2,-10,1,2,3,4,...}.

U skupu Z operacija zbrajanja je asocijativna, komutativna, zbroj svakog cijelog broja
sOjetq isti broj. Takoder, zasvaki cijeli broj n postoji njemu suprotan broj —n i zbroj
dva medusobno suprotna broja je 0. Operacija mnozenja je asocijativna i komutativna
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i produkt svakog cijelog broja s 1 je tg isti broj. Takoder, vrijedi i distributivnost

mnozenja prema zbragjanju, tj. za sve cijele brojeve a, b, c vrijedi
a-(b+c)=a-b+a-c.

Ukoliko se u brojevnhom izrazu (bez zagrada) pojavljuje viSe operacija, prvo se izvodi

operacijamnozenja (i dijeljenja), atek onda operacija zbrgjanja (i oduzimanja).

Primjer 1. |zratungmo:
7+3-(2—(2-(-14) —3-(-18—4))-2-5) + 100.

> Sredimo prvo unutarnje zagrade.
7+3-(2—(2-(-14) —3-(-18—-4))-2-5) + 100
=7+3(2-(-28—-3-(-22))-2—5)+ 100
=7+3(2—-(—28+66) - 2—5) + 100
=7+3(2-38-2—-5+100=7+3(2—76—5) + 100
=7+ 3-(—79) + 100 = 7 — 237 + 100
= —130. «

Zadaci 1.1 I

1. lzratung:
a) 144 (-22)+ 28;
c) 13— (-14) - 1;
€) —28+ (—50)+ (—75);

b) —32+ (—10) — 21;
d) 39+ (—24) - 10;
f) —20—33-44.

2. lzratung:
a) (-5 -(14+ (-17)); b) 2-(-14+ 14);
c) (—12+(-20))-7; d) (-11-22).(—22+ 33);
e (—12+40)-(-3-2); f) (-125+45-15)-(14-7-2).
3. lzratung:
a) 441:(-9)+9; b) —256:32—-32-(-2);
c) 48—48:(-8); d) (48—48):(-8);
€) 165—165:11—1; f) 1001: (169: 13).
4.  lzraCung primjenjujuci svojstva mnozenja
a) 11-2-5; b) 37-15.2;
c) 4-327-25; d 25-11-4.3;
e 8-7-75-10; f) 125-13-4-26.

5.  Koristeti svojstva zbrajanjai mnozenja, izratunaj na najbrzi moguci nacin:

a) 123+ 327+ 428 + 122;
c) 3-17+14-17-15-17;

6. lzratung:

a) (3-18+6)-(25-4—60);
c) 14-(18+2-(14-2—(—10)-3));

b) 1008 + 289 + 111 4 992;
d) 34-21-20-21+21-86.

b) 2-(12—12-(11-7— 18- 2));

d) 2-(2- (2 (2— (—10)) + 10) — 100) -+ 100.
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1.2. Skup racionalnih brojeva

Uz proucavanje prirodnih i cijelih brojeva, vrlo rano se susretemo s problemom
dijeljenja neke cjeline najednake dijelove.

S. 11

Tako je, primjerice, pravokutnik na slici 1.1. podijeljen na 15 jednakih dijelova
koje nazivamo petnaestine i oznaCavamo s —

15°
n

HE 4z
47
V

\

2

Nadlici 1.2 iscrtani su dijelovi pravokutnika jednaki 4 , odnosno % pravokut-

nika. Vidimo, dakle, kako se prirodno pojavljuje jos jedna vrsta brojeva koje nazivamo
razlomci ili racionalni brojevi.

Opctenito, svaki broj oblika % gdie su a i b cijeli brojevi, b # 0, naziva se
racionalni broj, a skup svih takvih brojeva oznatavamo s Q.

Skup racionalnih brojeva

Q:{g:a,bez, b;éo}.

Uocimo daje svaki cijeli broj ujednoi razlomak, jer cijeli broj a mozemo zapisati
ovako:

a_a
=71
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1.3. Jednakost racionalnih brojeva

Primjer 1. Uo€imo iscrtani dio kruga na sli-
ci 1.3. MoZemo ga zapisati na dva naCina: kao
1 .. 2 1 2
4,alllkao g Dakle, 1° 38

Zamijetimo daje produkt brojnikaprvog raz-
lomkai nazivnika drugog jednak produktu naziv-
nikaprvogi brojnikadrugog razlomka. Ovo svoj-
stvo je karakteristino te nam sluzi za definiciju
jednakosti razlomaka. 9. 1.3.

Jednakost racionalnih brojeva

Dvaracionalnabroja%l i g sujednaka ako je

ad = bc.

Primjer 2. Dokazimo daje zasvaki x # 0, g = Z;);.
> Unakrsnim mnozenjem dobivamo a- (b-x) = b- (a- x) &ojeistinito buduci
daje mnozenje cijelih brojeva asocijativno i komutativno.

ax - v a .
KaZzemo da smo razlomak — dobili pro&rivanjem razlomka — brojem x. |

bx b
obratno, razlomak g dobili smo skracivanjem razlomka z—i(( brojem x. «
- . 126
Primjer 3. Skratimo razlomak 108"
> Razlomak postepeno skratujemo brojevima2i 9:
126 263 63 97 7

108 2-54 54 9.6 6

Primjer 4. Pokazimo daje _73 = _34

> ProSirimo li razlomak _73 s —1, dobit ¢emo upravo razlomak 34 N
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Zadaci 1.3 I

1. NapiS brojnik, odnosno nazivnik razlomkatako da dobiveni razlomci budu jednaki:

3 8 3
d 5= 35 o) == 9 2~ 20a’
4 20 -8 -64 5 15x
2. Skrati razlomke:
2) 18, b) 321, 0 —1001
12° 216’ 39
141414 25a 36ab
9 —To6 ® Ta0a’ " Zgapc’
3. Jesuli jednaki razlomci:
a)gig_ b)Eii- 9 1997 . 1998,
10 9’ 44 12° 1998  1999°
—333 . 666
]
d) > i "
4.  Danerazlomke svedi nangimanji zajednicki nazivnik:
a)}ig b)§ié' c)§iz'
3 4’ 5 10’ 8 6’
3 1.3, 18 3 . _ 1 5 .13
dgaly TR A RETIETR-E

1.4. Zbrajanje racionalnih brojeva

Primjer 1. |zratungmo:
3 8.

a -+¢ L
5 5’

5
b >4 L.
)2t 3

> a) g [ g su razlomci s jednakim nazivnicima i oni se zbrgjgju tako da se

A . . . .3 8 1
brojnici zbroje, a nazivnik prepise, tj. 5 + E= 5
b) Z [ % nemaju jednake nazivnike paih prvo prosirimo tako dasuim nazivnici
end,g, 553 151 1.4 4 5 1 15 4 17
- 223" 23 332 Pz T T

Dakle, ako su a [ g dva racionalna broja, pri zbrajanju prvo ih svodimo na

zajednicki nazivnik, tj. nanazivnik koji je visekratnik nazivnikai jednog i drugog raz-
lomka. Na primjer, za zajednicki nazivnik mozemo uzeti broj b-d. Tadaje a_ a_d [

b bd
c_ te je konacno §+E*ad+bc
d” b b d_ bd
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Zbrajanje racionalnih brojeva
a.c . . L .
Ako su b [ g racionalni brojevi, tadaje
a ¢ ad+hbc

b d bd

Uocimo daje bd samo jedan od beskonatno mnogo zajednickih nazivnika brojeva
a [ E. Uohicgjeno je pri zbrgjanju traziti ngjmanji zgjednicki nazivnik, tj. najmanji
zajednicki visekratnik nazivnika.

_ 1 7 . : .
Tako naprimjer, zbroj —— +-— mozemo raCunati premagore navedenoj formuli:

120 ' 180
1 7 _1.18047.120 1804840 1020 _ 17
120 180 ~ 120-180 21600 21600 360’

ali da smo odabrali ngimanji zgjednicki nazivnik (a to je 360), ratun bi bio nesto
jednostavniji:
1 7 3 14 17

120 T 180 360 | 360 _ 360"

Promotrimo bilo koji razlomak r = g. Tadazaracionadan broj r’ = %a vrijedi
a -a a+(-a 0
b b~ b b O

ti. r +r’ = 0. Broj r’ nazivamo suprotan broj broja r i oznatavamos —r.

Primjer 2. Odredimo suprotne brojeve od % , 1—72 .
14 -14 -2 2
3= (@)-7 «
Uz ovo svojstvo da za svaki racionalni broj postoji njemu suprotan broj, zbrajanje
ima joS neka istaknuta svojstva:
1. Zbrgjanjejeasocijativno, tj. zabilo kojatri racionalnabrojary, ry i r3 vrijedi

(ri+7r2) +r3=ry+ (rz2+r3).
2. Zbrgjanje je komutativno, tj.
ri+ro=ro+r; zasvaki rq, r, € Q.

3. Zasvaki r € Q vrijedi
r+0=r.
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Primjer 3. KoristeCi svojstva zbrajanjaizratunamo dane izraze:

030G G

> a) 1+<1 2> B l+( 2+1> B (l 2)_‘_17 1_‘_17 -2+1
3 \6 3/ 3 36/ \3 3/ 6 3 6 6
% =5 pri ¢emu smo koristili komutativnost unutar zagrade, pa asocijativnost, te
konatno definiciju zbrgjanja.
8 1 1 8 1 1 8 8 -
) _b) (5 — Z_> + 21- % + (__71 + Z) =5 {—O =z pri ¢emu smo koristili
asocijativnost, zbrajanje suprotnih brojeva, te zbrgjanje s nulom. <«
Primijetimo da ne spominjemo oduzimanje kao posebnu operaciju. Naime, razlika
ri — ry sepoistovjetuje sazbrojem ry + (—r»), tj. oduzimanje se svodi na zbrajanje.

Zadaci 1.4 I

1. Zbroji:
a) i+i b) E+1_8 C) E+1_3+1_2-
1 11° 19 19° 5 5 57
d) g_E_Fg
7 7 7
2. lzratung:
7 1 14
a) 1+§; b)ZfZ; ) 1+E;
1 3 11
d) 3+§, 2) 2+Z, f) 5—3.
3. lzratung:
1 1 2 1 1
A5 t3 )3ty 9 3%5
2 1 1 3 22 17
d 5tz & 33 Ns-3
4,  lzraCung:
3 5 3 1 5 1 1 2 1
A (5-2) (5 3) D (7+3-72) - (53-37);

o -5 (20- (39

1.5. Mnozenje racionalnih brojeva

Umnozak dva racionalna broja je racionalni broj Ciji je brojnik jednak umno3ku
brojnika faktora, a nazivnik je jednak umnoSku nazivnika faktora. Ili ako zapiSemo
pomocu opCih brojeva, imamo sljedetu formulu.
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MnoZenje racionalnih brojeva
a. cC . . L .
Akosu b [ g racionalni brojevi, tadaje
a C . ac

b d bd

Akoje g razlomak razlicit od 0, tada je oCito da za broj g vrijedi
ab

. b . L ,o.a, - a\—1
Broj 3 naziva se reciprocan broj broja b i oznaCava s <5> .

Primjer 1. Napi&imo reciprocne brojeve brojevag, %5,10, -1, —%.
3\ 4 ,-5\"1! 8 8 . /1oyt 1
() "3 (@ l;_—s—‘é’m) =-(1) =1
)l q () T2
(1) 1’( 15) 7 -

Dijeljenje racionalnih brojeva definiramo pomocu reciprocnih brojeva ovako: raz-
. c a . . . c
lomak — sedijeli srazlomkom d tako dase b pomnoZi s reciprocnim brojem od g
tj. imamo sljedetu formulu.

Dijeljenje racionalnih brojeva

Zasvakadvaracionana broja%1 i g g # 0, vrijedi
a.c_ad
b'd b ¢

Navedimo i svojstva mnozenja. Vet smo spomenuli da za svaki racionalni broj
razlicit od nule postoji reciproCan broj.

Takoder, istaknimo da za svaki racionalni broj r vrijedi

r-l=r.
Nadalje, mnoZenje je asocijativno, tj.
ri-(rz-r3) = (ri-rz) -rs, zasvers, rp, rz3 € Q;
komutativno, tj.
ri-rp=ry-ry, zasvers, r, €Q
i distributivno prema zbrajanju, tj.
ri-(rg4r3) =ry-ra+rp-r3, zasvers, rp, rz3 € Q.
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MnoZenje je operacija viseg stupnja od zbrgjanja. Drugim rijeCima, ukoliko se u
izrazu bez zagrada pojave zbrajanje i mnozenje, prvo €e se izvrsiti mnozenje, a zatim
Zbrgjanje.

Primjer 2. |zraCungmo:

11 7
2227 y 1 32 11
56’ 5 ,.3 712

4 "2

VO je izraz bez zagrada i prvo se vrS mnozenje, patek zatim zbragjanje.
§ 2 7 3, 7 9+7 16

a) O

2

_ — + _ _ -

6 5 5.6 5 15 15 15°

b) U ovom izrazu se pojavljuje zagrada koja se prvaizraCunava, a zatim se vrsi
mnozenje (i dijeljenje), te nakraju zbragjanje (i oduzimanje).

U (31 15 11
5 \" 4 L1 154 1, 12 2
5 .83 72 5 27 5 2 7
4 772 4 3 4 3
11
_p 2 Wiz 2z 1 2 9
77 1’7 7T 7T 77
12

Primijetimo da se u ratunu pojavio dvojni razlomak 1—72 koji smo izra€unali koristeCi

12
definiciju dijeljenjai mnozenja. Naime, vrijedi
a
b_a.c_ad_ a
C b'd b c bc
d

Uvedimo oznaku i za produkt nekohko istih faktora. Akojer € Q, ne N, tada
¢emo s r" oznaCavati produkt r-r - Dogovorno se uzimadaje r0 =1. lzraz
h/—/
n puta
r" se naziva n-ta potencija broja r i potencije su predmet detaljnog proucavanja u 5.
poglaviju.

Zadaci 1.5 I

1. Pomnozi:
2) 22 49 b) 225 27 0 1800 144
35 33’ 18 144’ 128 810°

2. Pomnozi:

9 (s v (E) 9w ()
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Podijeli:
2 4
1:=; by -3:=;
11\ 22 1
d) ( 3) 21 ® <_1§)'4'
|zratuna:
2 4
a)2(7f1)f#§+1) b)
11 1
953 (3-3) 9
|zratuna:
11 1
a(§+§+ﬁ'm, b)
3 14 16
) 1-1:7 Z-3 d)
1 41 /1 1y 27
93+(3-(G3) 2 f
4 5 /3 1
9 (5-3) (%+3s)
|zraCunaj:
11 21 1.1
3. 273,
2 2 6 2
|zratunaj:
11 1 1
3 4.4 5 (1 1
@}+;'}+;(Z+u> 2
374 4'5
3f1§(2+})
(§+Z~—E)18ﬁ+},
6 10 15 4
(1w 1> )12+1%+1l
€) 18,
1.4.0.01—50
f ;5—00% (;{+:+on5
2 _036:06
4
1 465
14— | 2=
9 +'94% 1 419 | ~ 1995
1
9+ =

5

13 8 1,11
o 2 3 46 g 23 4 .39
i3 8 25 11 1°
23 23 14

13 /1 1\ 18
2 (z+2) 2015
21*’(2*’7) 13 .
1 5 '
(§+?f).§+021
14— 24—
L +1+2_F t374
24—+ gyt
1+3 3+6
1 65
R
45— 32
7

(2+3)

1 4 3
5 51)% 23
1\ 3B 7
3)imta
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1.6. Uredaj u skupu Q

Uocimo da svaki racionani broj mozemo zapisati tako da mu je nazivnik poziti-
van. Naime, ako je razlomak oblika ib’ aeZ,b>0,tadaprosrivanjems (—1)
—a

dobivamo razlomak b

kojemu je nazivnik pozitivni broj. Zato mozemo pisati daje
a
Q:{B:aez, beN}.

Dva racionalna broja obi¢no usporedujemo ako su dani u obliku gdje je nazivnik
pozitivni broj.

Uredaj na Q
a Cc

Nekasu o, € Q, b, d> 0. Kazemodaje & <

5 g 5 dak01ead<bc.

Primjer 1. Usporedimo brojeve
-5, b) 10 i -1

a) 3 i —
4 -6’ —-13 14

-5 .. , L .
> a) Prvo & proSirivanjem s —1 svedimo narazlomak s pozitivnim nazivni-

-5 5 . 3.5 . o
kom: Er i Sada usporedujemo 7 [ 5 Kakoje 3-6 =18 < 4-5 = 20, dlijedi
daje 3 <

2<%
.10 -10 . o
daie -10 - -11 p
713~ 1

Racionalne brojeve koje mozemo svesti na oblik u kojem su i brojnik i nazivnik
pozitivni brojevi zovemo pozitivni racionalni brojevi, aracionani brojevi koji u za-
pisu s pozitivnim nazivnikom imaju negativni brojnik nazivamo negativni racionalni
brojevi.

- o . I+
Primjer 2. DokaZimo da je aritmetiCka sredina 1tT2

ro opet racionalni broj koji se nalazi izmedu tih brojeva.

racionalnih brojeva ry i

ri+r, ad+bc
~ 2bd

E,a,cez,b,deN.Tadaje

> Nekasurlzgirzzd

§to je oCito opet racionani broj.
Akoje ry <rp,tj. ad < bc, dokazimo davrijedi
rn+rz

rléTérz-
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Prema definiciji usporedivanja brojeva r; = g i f er f2 _ adz—g dbc treba provjeriti
vrijedi li a-2bd < b- (ad + bc) . Ovo jeekvivalentno s 2ad < ad + be (podijelili smo
sb > 0),tj. ad < bc. Zadnja nejednakost je istinita prema pretpostavci, pajeistinita
rh+re

i poCetna, tj. ry < . Analogno se dokazuje i druga negjednakost. «

Ovim primjerom smo dokazali jedno vrlo vazno svojstvo skupa Q, koje glasi:

Gustota skupa Q
Skup Q jegust, tj. izmedu svaka dva racional na broja postoji racional ni
broj.

Primijetimo da ni skup N ni skup Z nisu imali ovo svojstvo, jer, na primjer,
izmedu dvacijelabroja —2 i —1 ne postoji nijedan cijeli broj.

Zadaci 1.6 I

1.  Usporedi brojeve:

o 38, o 2 2. g 3L, 30
5 15’ 43 41’ 20  -29°
2. Poredg po velicini brojeve od ngjmanjeg do najveteg:
3 12 -4 18 25 23 111 -43
a) ?17171717101 b) _ﬁl_ﬁyfy_lv_gy
g8 173 g 2012 15
3'6'6"2’ 111’ 3’ 37’ 333°
3. Napis jedan racionalni broj koji se nalazi izmedu racionalnih brojeva:
. 17 . 21 19 4
a) 5i19; b)glg, C)Elﬁ'
12 . ) 1. 7. 17 . 1
d) —7|—1, €) —§|—§, f) —ﬂl—é.
4.  Napi§ dvaracionalnabrojakoji se nalaze izmedu racionalnih brojeva:
o 1. . 5.7
a) 3i4 b)§|1, C)§I§,
8.6 . ) 1. 11
d) 7'5' e —10i —9; f) —gl—g.

5. Dokaziakojer; >ry,r1, o€ Q,dajetadar; +r >ro+r zasvaki r € Q.
6. DokaZi akojery > rp, r1, ro € Q,dajetadary-r >ry-r zasvakir >0,r € Q.
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1.7. SmjeStanje racionalnih brojeva na pravac

Nekajedan pravac p i njegove

dvije razlicite tocke O i E. Tot- o E P
ku O zovemo ishodiStem i pridru- 0 1

zujemo je broju 0, atocku E, koja 9. 1.4. Totku O zovemo ishodidte, a E jedinitna
je obi¢no desno od toctke O, zove- totka. Duzinu OE nazivamo jedini¢na duzna.
mo jedini¢na tocka i pridruzujemo

jebroju 1.

Kazemo da smo na pravcu p zadai koordinatni sustav (O, OE). Svakom raci-
onalnom broju r pridruzena je jedna totka pravca p. S ovim pridruzivanjem susreli
smo se vet u osnovnoj 3koli, a ovdje éemo ponoviti tg postupak.

1. Akojer = g pozitivan racionalan broj (a, b € N), tada duzinu OE podi-
jelimo na b jednakih dijelova. Duzinu %ﬁ nanesimo a puta pocevs od tocke O

udesno. Daobivenatocka je toCka koju pridruzujemo broju g i oznaCavamo s T (g) .

E T
————
1

T
——

1

4

(0]
| |
‘ 0

0 2

4. 1.5. Broju ?1, pridruzujemo tocku T(g) tako da OE podijelimo na 4 jednaka dijela, te
duZzinu OT = }ﬁ nanesemo 9 puta udesno od O. Tocku T(%) mozemo nati i ovako:

4

buduci da je i= 2% , hakon totke pridruzene broju 2 nanesemo duzinu OT = %ﬁ

©

2. Akojer = g < 0,t. a< 0, b > 0, tada opet duzinu OE podijelimo na b
jednakih dijelova, te duzinu %ﬁ nanesemo |a| puta ulijevo od totke O. Dobivenu

tocku pridruzujemo broju % i oznaCavamo s T (g) .

o T
—
0

9. 1.6. Tocku T(fg) nalazimo tako da OE podijelimo na 4 jednaka dijela,

te duzinu OT = %ﬁ nanesemo 9 puta ulijevo od O.

Naravno, ukoliko je r cijeli broj, ova postupak se pojednostavljuje, jer nije po-
trebno jedini¢nu duzinu OE dijeliti na dijelove, nego je nanosimo udesno ili ulijevo,
ovisno otomejeli r pozitivan ili negativan broj.



14 1. SKUP REALNIH BROJEVA

Zadaci 1.7 I

1. Nacrtgj brojevni pravac s jedinicnom duzinom OE, |OE| = 8 mm. Odredi tocke
koje su pridruzene brojevima:

2,4,6,8 -3, -5 -7

2. Nacrtgj brojevni pravac s jediniénom duzinom OE, |OE| = 4 cm i odredi tocke
pridruzene brojevima:

1135 3
12842 2 14
3. Nacrtg) brojevni pravac s jedinicnom duzinom OE, |OE| = 5cm. Odredi tocke
koje su pridruzene brojevima:
1 1 12 5
510 3 3 3
4. Nacrtgj brojevni pravac s jedini¢nom duzinom OE, |OE| = 4 cm. Odredi tocke
koje su pridruzene brojevima:
247 1 2 5
333 3 3 3
5. Nabrojevnom pravcu oznacenaje tocka O i tocka T(4). Nadi jedinicnutocku E.

w
~

-b.

4
3’

6. Nabrojevnom pravcu oznatenajetotka O itocka T (%) . Nadi jedini¢nu tocku E.

7.  Nabrojevnom pravcu oznatenaje tocka O i tocka T(fé—l) . Nadi jedini¢nu tocku

3
E.
8.  Nabrojevnompravcuoznatenesutocke T(—2) i T(4). Nadi ishodiste O i jedinicnu
tocku E.

9.  Na brojevhom pravcu oznafene su tocke T(g) i T(%) Nadi ishodiste O i
jediniénu tocku E.

1.8. Skup realnih brojeva

U dljedeCem primjeru pokazat ¢emo da postoje brojevi koji nisu racionani, tj. koji
meWWWHmumu%,&bez,b¢O

Primjer 1. Promotrimo pravokutni trokut skatetamaduljine 1. Prema Pitagorinom
poucku zaduljinu ¢ hipotenuze tog trokuta vrijedi

c=1+1 =2
Broj zakoji vrijedi dakvadriran daje 2 oznatavamo s /2. OCito jeda /2 postoji, jer

je to duljina hipotenuze promatranog pravokutnog trokuta. Pokazat cemo da /2 nije
racionalni broj.
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