1.1. Kut 1

1.

Kut i brojevna kruznica

LoKUL 1

2. Brojevnakruznica . . . ... ... 11

RjeSenjazadateka . .. ...... ... .. ... 285
1.1. Kut

Definicija kutaI

U dosadasnjem smo Skolovanju kut definirali kao dio ravnine odreden dvjemazraka-
ma (polupravcima) sa zajednickim pocetkom. Oznatavali smo gasimbolom pVq (slika
1.1). Pritom moramo posebno ozna€iti (lukom ili nakoji drugi nacin) nakoji dio ravnine
odreden tim parom zrakamislimo.

S. 1.1. Kutjedio ravnine p
odreden zrakama sa zajed-
nickim pocetkom. q

Takoder smo naucili odredivati mjeru kuta. Mjera kuta bio je pozitivan broj, izmedu
0° i 360°. U ovisnosti o tome kolika im je mjera, za neke smo kutove govorili da su
§iljasti, pravi, tupi, ispruzeni, izboCeni i puni.

Nadalje, definirali smo trigonometrijske funkcije sinus, kosinus, tangensi kotangens
Sljastih kutova u pravokutnom trokutu. U slozenijim primjenama trigonometrije, morat
cemo rjeSavati probleme u kojima kut moze imati mjeru vecu od 90° . StoviSe, pokazuje
se da zamnoge probleme moramo dopustiti dakut imamjeruvetu od 360°, ili pak daona
bude negativna. Zato temo prosiriti pojam kutai njegove mjere.
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x ¥ ox

Zamislimo da se neka zraka vrti oko svoje poCetne toctke V. Neka je njezin pocetni
polozgj zraka p, a zavrsni zraka . Pri toj vrinji zraka je “prebrisala’ dio ravnine koji
smo zvali kut i oznaCavali s <pVq. Kako bismo opisali nafin vrtnje, uz poCetnu i zavrsnu
zraku nacrtat éemo i kruzni luk sa strjelicom koja oznatava smjer vrtnje.

q

v P S. 1.2. Ukutu 4pVq zra-
ka p je pocetna zraka (pr-
Vi kFr)ai< ,pzraka q zavr(s%a
v zraka (drugi krak), a luk i
strjelica naznacavaju vrt-
p q nju.

Kut
Kut je ureden par (p, q) dviju zraka koje imaju isti poCetak V. Oznala-
vamo gas JpVq. Tocku V nazivamo vrh, zraku p nazivamo prvi krak (ili
pocetni krak), azraku q drugi krak (ili zavrsni krak) kuta spvq.
Ovako definiran kut nazivase josi orijentirani kut.

* F ok

Sad €emo pojam mjere proSiriti i na orijentirani kut.

Ako iz poCetne zrake p kuta <pVq dolazimo do zavrdne zrake g vrtnjom u smjeru
suprotnom od kretanja kazaljke na satu, tad kazemo da se zrakavrti u pozitivhom smjeru.
Mjera kuta dobivenog vrtnjom u pozitivnom smjeru je poztivna.

. %° -270°
135 60°

-330°

180° -180° /
\ p p

330°

’135° -60°

270° -90°

9. 1.3. Za kut kgji je dobiven vrtnjom uSF_o_zitivr_lom smjeru kazemo da ima poztivnu mjeru
(lijevo). Zraka p prvi je krak kuta. Na slici su istaknuti neki polozaji drugog kraka kuta i
ozmnacene mjere kuta. Ako se vrtnja odvijala u negativnom smjeru (desno), tad je mjera kuta
negativna.

Ako sepak vrtnjaodvijalau negativnom smjeru (u smjeru kretanjakazaljke nasatu),
tad uzimamo daje mjera kuta negativna. Naslici 1.3. navedene su pozitivne mjere (lijevo)
i negativne mjere (desno) nekih kutova s poCetnim krakom p.
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*

* *

Neka se vrtnja u kutu odvija u pozitivhom smjeru. Puni kut imamjeru 360° , u njega
se zraka g nakon jednog punog okreta podudarasa zrakom p. Nastavi li se zraka q vrtiti
u istom smjeru, dobit ¢emo kut s mjerom vetom od 360° (slikal.4.).

\QJ |
9. 14. Mjera kuta moze biti i
veta od 360°

Zadatak 1. Nadlici 1.5. (lijevo) nacrtanaje kruznicai istaknutetocke A, B, C, D,
E. Ako je mjera kuta YAOC jednaka 100°, mjera kuta <BOD jednaka 160° i mjera
kuta 4BOE jednaka —140°, kolike su mjere kutova <DOC, ¥DOE, <AOC i <COB?

C

S. 15

Nasdlici 1.5. (desno) kruznicaje podijeljenana dvanaest jednakih dijelova. Kolike se
mjere kutova 4AOC, ¥AOE, 4BOE, 4DOA, 4BOF, 4FOD, <COB oznatenih na
dici?

* ¥ ox

Odredivanje mjere kuta. Glavha mjera

Nacrtajmo sad po volji odabrani kut <pVq. Kolikaje njegovamjera? Ovdje znamo
poCetnu i zavrdnu zraku Kuta, ali ne znamo kako se je totno odvijala vrtnja koja je zraku
p prevelau zraku g. Naime, pri vrtnji zraka p moze i po vise puta “prebrisati” cijelu
ravninu dok ne dode u polozg) q. Zato isti kut moze imati viserazlicitih mjera.
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9. 1.6. Kut pVq ima beskonac-

no mnogo mjera. Svake dvije medu
njima razlikuju se za viSekratnik
od 360° .

Nekaje o nekamjerakuta qpVq. Tad istom kutu odgovarai mjeraod o + 360°
ili pak o + 720° i opCenito a + k- 360° za neki prirodni broj k, ali isto tako i mjera
o — 360°, a — 720°, optenito a — k- 360° za neki prirodni broj k. To naglaSavamo
piSuci daje mjerakuta <pVqg neki broj iz skupa
{a +k-360° ke Z}.
Tako naprimjer, za o = 30°, sve mjere kuta €ine skup
{30°, 30° + 360°, 30° + 720°, ...} = {..., —690°, —330°, 30°, 390°, 750°, ...},
aakoje a = —120° jednamjerakuta <pVq, ondasu sve njegove mjere
{-120°, —120° £ 360°, —120° + 720°, ...}
={..., —840° —480°, —120°, 240°, 600°, .. .}.

Bilo kakvu poCetnu mjeru o odabrali, u ovom €e se skupu nati mjera o’ za koju
vrijedi 0 < o' < 360°. Tu mjeru nazivamo glavna mjerakuta <pVq.

Primjer 2. Ako je a = 370° mjera kuta <pV(q, onda je njegova glavna mjera
o' = 370° — 360° = 10°.

Akoje a = 1230° mjerakuta <pVq, ondaje o’ = 1230° — 3-360° = 150° njegova
glavhamjera.

Akoje o = —70° mjerakuta gpVq, ondaje o' = —70° + 360° = 290° njegova
glavhamjera.

*

* *

Da bismo objasnili algoritam za raCunanje glavne mjere, prigetit cemo se definicije
funkcije najveteg cjelobrojnog dijela.

Zasvaki realni broj x, sa | x| oznaCavamo najveti cijeli broj manji ili jednak od broja
x. Funkciju f(x) = |x] nazivamo najveti cjelobrojni dio.

Za pozitivne argumente vrijedi npr. [2.3403] = 2, |z| = [3.1415.--:| = 3,
|4] = 4. Dakle, ngjveti cjelobrojni dio pozitivnog broja dobijemo tako da zanemari-
mo decimalni dio broja.

Ako je argument ove funkcije negativan, onda je, na primjer, |—3.232] = —4,
|-v5] =|-2236---] = —3,di |-5] = 5.
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*

* *

Glavhamjera o' kutasmjerom o imasljedeta svojstva
(a) 0< a' < 360°
(b) a =a’+k-360° zaneki cijeli broj k.

Odavde zakljucujemo da mora biti k = < 3_600‘ . Kako je po svojstvu (a) wvijek

!

. . o o o . . VTNTIRT .
< - — _
ispunjeno 0 < 360 < 1, avrijedi k = 360~ 360" vidimo da je k najveti cijeli broj
.. (04 o
manji od 360" Dakle, k = {%J . Zaoje

o =0 — {%OJ - 360°.

Glavna mjera kuta
Glavnamjera o’ kutas mjerom o odreduje se formulom

o =a-— {360J - 360°.

Primjer 3. Odredimo glavnu mjeru kuta za koji je o = 1276° .

> Imamo — = 1276 =354--- paje

360 ~ 360
(04
= {%J = 354---] =3

a' =1276° — 3-360° = 196°. «

Primjer 4. Odredimo glavnu mjeru o’ kutazakaji je o« = —5320°.

> Sadje
o —5320

pa dobivamo
o' = —5320° — (—15) - 360° = 80°. «

Zadatak 5. Odredi glavnu mjeru kuta ako je:
1) o =788, 2) o =-2310°; 3) o = 3000°20';
4) o =-3450°40"; 5) o =1390°15'35"; 6) o = —2820°35'20".
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Radijanska mjera kuta

Mjere kutovadosad smo izrazavali u stupnjevima. Medutim, osim stupnjevamozemo
odabrati i drugu jedinicu zamjerenje. UobiCajenaje drugajedinicaradijan *.

Nacrtajmo kruznicu polumjera r sa sredistem u vrhu kuta. Opseg kruzniceje 2z - r .
Izdvojimo luk | te kruzniceCijajeduljinar . Zatakav kut kazemo daimamjeru 1 radijan,
pisemo o = 1rad, ili kratko, o = 1.

1.7. Radijanska mjera kuta.
AkoaL duljina | luka kruznice
a polumjeru r, tad sredidnji

ut ima mjeru 1 radijan. Nj egova
mjera u stupnjevima Je (priblizno)

57°.

4. 1.8. Radijanska mjera kuta. Sediénji
kut o nad lukom duljine | ima mjeru I/r
radijana. Ta se fomula najceSce koristi za
raCunanje duljine luka: I'=a-r r

Opcenito, radijanska mjera kuta odreduje se kao omjer duljine luka prema polumjeru
luka(slika1.8.):

I
o rad = - (1)
-2 ; "
Tako, na primjer, pravom kutu odgovaramjeraod =5 = 15707 - radija
na, dok punom kutu odgovaramjera od — =271 =16.2831- - radijana

Ako pozngjemo mjeru kuta o u radijanima, ondaje duljina pripadnog luka jednaka
@)

1 U uporabi je (sverjede) i trecajedinica grad; puni kut ima 400 grada.




1.1. Kut

PovrSinakruznogiseckaje

P=1rl=iar?.

Pretvorba stupnjeva u radijane

(3)

Ispruzenom kutu (polovici punog kuta) mjere 180° odgovara radijanska mjera 7 .
Ako je zadanamjera kuta u stupnjevima, tad se odgovarajucamjera u radijanima odreduje

izomjera:

Odavdeje

a®:180=arad: 7.

orad =

[¢]

180

T

(4)

Primjer 6. Nacrtajmo kruznicu u Kartezijevom pravokutnom sustavu. Nekaje prva
zrakakutapozitivni dio osi apscisai nekasedrugi krak vrti u pozitivnom smjeru. Nacrtajmo

neke istaknute kutovei zapamtimo njihove radijanske mjere:

9. 1.9. Radijanske mjere
nekih istaknutih kutova.

NapiSimo te vrijednosti u tablici koju je nuzno zapamtiti (u ¢emu nam pomaze crtez

nadici 1.9.).
Stupnjevi || 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
Stupnjevi || 210° | 225° | 240° | 270° | 300° | 315° | 330° | 360°
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Primjer 7. Kutu mjere oo = 20° odgovararadijanskamjera

20 i1
Kutu mjere 45° odgovararadijanska mjera
45 T
Kutu mjere oo = 201° odgovararadijanskamjera
201

*

* *

Na nekim je dzepnim raCunalima postupak pretvorbe stupnjeva u radijane programi-
ran. Dovoljno je unijeti vrijednost kuta u stupnjevimai uporabiti tipku :

(=0.34906 - - - rad)

Radijanska mjera kuta realni je broj. Ako je pogodno, ostavljamo u njegovu zapisu
broj = . Rezultat zaokruzujemo obicno nadvije do pet decimala, ovisno o potrebnoj preci-
znosti. 1ako je ondarijet o pribliznoj vrijednosti mjere kuta, uobicajeno je ipak pisati znak
jednakosti. Tako éemo u gornjem primjeru pisati 20° = 0.349 rad umjesto ispravnijeg
zapisa 20° = 0.349- - - radili 20° =~ 0.349 rad.

Takoder, Cesto izostavljamo oznaku jedinice (rad) u zapisu mjerekuta, i piSemo samo

o =0349, o = % i sicno.

*

* *

RaCunanje sa stupnjevimaima neke prednosti, ali i mane. Stupan;j je intuitivno jasniji
pojam od radijana: imamo jasnu predodzbu o tome koliki je kut od 115°, no rijetko ¢e tko
uociti daje on pribliznoisti kaoi kut od 2 radijana. Problemi pri raCunanju sa stupnjevima
dolaze zato &to se podjelanamanjejedinice Cini u heksadekadskom sustavu: jedan stupanj
ima60 minuta, ajednaminuta60 sekundi. To pri raunanju stvarapoteskoce, jer mjeru kuta
zadanu u stupnjevima minutamai sekundama prije odredivanja radijanske mjere moramo
pretvoriti u mjeru zadanu samo u stupnjevima.

To se radi tako da se broj minuta podijeli sa 60, a broj sekunda podijeli s 3600 i oba
tako dobivena broja dodaju broju stupnjeva.

Primjer 8. Pretvorimo u stupnjeve sljedete kutove:

calnpll 8 26 o
5°8'26 —5+60+3600—5.14056 ,
oy /o 12 _ o
29°0'12" =29 + 3600 — 29.00333°,
oa propr 14 2 o
47°14'2" = 47 + ) + 3600 — 47.23389°.

Na nekim raCunalimai ova je postupak programiran. Podatke treba unijeti na ovaj
nacin:

| stupnjevi | D | minute| | sekunde| .




1.1. Kut 9

Trebapaziti dase minutei sekundeunose uvijek sdvijedecimale. U gornjem zadatku unos

izgleda ovako:
[1[0] [6]
(9 [1[9] [0]
(4] [71 [ (1] 4] [0]
Nakon toga se pritiskom natipku za pretvaranje dobivarezultat. Tipka narazlicitim racu-
nalimamozeimati razlicitaimena. Obi¢nojeoznatenas [ —HRr] ili [ —DEG] . Provjerite

usporedbom s gore navedenim vrijednostimal

Zadatak 9. Odredi radijanske mjere stupnjeva u tablici

10° 38°12'34" 423°12'33"
33° —78°4'21" 1220°
124° —245°13'2" 1°

Pretvorba radijana u stupnjeve

Ako je zadanamjera kuta u radijanima, tad se mjera u stupnjevimaratuna nanacin

oo = 21 g0 (5)
T
o . . o . T n
Primjer 10. Odredimo mjeru u stupnjevimaako je o = 3 te = 3
> RaCunajuti po (5), imamo
T
a=28.180° = % = 22.5° = 22°30,
n
p=3 1800 = 2B _ pope
T 3

Primjer 11. Odredimo mjeru u stupnjevimakutamjere 1 rad.
> Sadje

lrad = % -180° = 57.295779- - -°.

Decimalni dio stupnja pretvaramo u minute i sekunde. To radimo na uobicagjeni natin:
mnozeti decimalni dio sa 60 dobit cemo broj minuta, adecimalni dio minuta cemo naisti
nacin pretvoriti u sekunde:

0.295779° = (0.295779- 60)’ = 17.7467'
0.7467' = (0.7467 - 60)" = 44.80"
Dakle, 1rad = 57°17'45" . «
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*

* *

Na vetini dZzepnih ratunalai ova je postupak programiran. Da bismo decimalni dio
stupnja pretvorili u minute i sekunde, dovoljno je pritisnuti tipku oznatenu s ,
ili pak s :

[57.295779- -] [—bwms] (= 57.174480).

Prve dvije znamenke poslije decimal ne tocke odreduju broj minuta, a ostatak broj sekunda
u kutu koji zaokruzujemo na dvije znamenke. Dakle, 1 rad = 57°17'45" .

*

* *

Na nekim dZepnim racunalimacitav je postupak pretvorbe radijana u stupnjeve prog-
ramiran. Dovoljnojeunijeti vrijednost kutau radijanimai uporabiti tipku . Time
¢emo dobiti vrijednost kuta u stupnjevima. Tako na primjer zakut « = 2 rad dobivamo

(=114.59155. ..°)
Dobili smo vrijednost kuta u stupnjevima. Sad treba decimalni dio stupnja pretvoriti u
minutei sekunde:
(= 114°35'30").
Zadatak 12. Popuni sljedetu tablicu:
I T n
radijani 15 -2 314 T 2 10
stupnjevi

Zadatci 1.1.

1. Dvakuta i 8, 0° < a, B < 90° komplementarna su, ako je a + 8 = 90° . Odredi
komplement kuta o ako je:

1) a=38; 2) o=47°15; 3) o = 82°49'33";
4) o =11°1111"; 5) «=75°4345"; 6) o = 10°59'01" .

2. Dvakuta o i B, 0° < o, B < 180° suplementarna su, ako je o + 8 = 180°. Odredi
suplement kuta o ako je:

1) o=33; 2) o =48°25; 3) a=121°44'33";

4) o =111°11'11"; 5) o = 79°59'59"; 6) o = 100°01'01" .
3. Odredi kut B zakojegaje o + B = 360°, ako je:

1) a=220°35; 2) o =115°47; 3) o =299°40'55";

4) o =11°22'33"; 5) o = 89°59'59" .

4. Mjere unutarnjih kutova trokuta u omjeru su 4 : 5 : 6. Koliki su ti kutovi? Odredi mjere
vanjskih kutova tog trokuta.

5. Mjereunutarnjih kutovakonveksnog Cetverokutau omjerusu 5: 7 : 8 : 12. Koliki suti kutovi?
6. Odredi glavnu mjeru kuta o ako je:

1) a=555°; 2) a=-1210°; 3) o =2000°;

4) oq=7770°; 5) o = —990°45'15" ; 6) o = —2121°21'21" .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Odredi glavnu mjeru kuta o ako je njegova mjera u radijanima jednaka:

557 1137 1234r
Vg o ¥ 5
4) —33; 5) % ; 6) 1000.
Odredi u radijanima mjeru komplementa kuta ¢ ako je:

. _ 51, _ 3, An
Doe=3: 2 ¢=15i 3 o=7g: 9 5 -
Odredi u radijanima mjeru kuta od
1) 30°, 45°, 75°, 120°, 135°; 2) 210°, 225°, 300°, 330°, 360°;
3) 7°30, 15°, 20°, 22°30, 25°; 4) 220°, 400°, 480°, 570°, 720°.

Popuni sljedetu tablicu:

stupnjevi | 22°30 187°30' | 108°45' 192° 316°15' 270°

radijani

Odredi u stupnjevima mjeru kuta zadanu u radijanima

y T m G Sro2n p 4n Tn ln 1m 22r.

4’57’8 9" 3’3’3 33
3) n,5,3n, 035, 4.28.
Popuni sljedetu tablicu:
radijani 3 222 5.62 11 0.7

stupnjevi

Duljina tetive dane kruznice jednaka je duljini polumjera kruznice. |zrazi u radijanima mjeru
sredidnjeg kuta koji pripada toj tetivi.

Na danoj kruznici istaknut je Iuk Cija je duljina jednaka duljini promjera kruznice. lzrazi u
stupnjevima sredisnji kut koji pripada tom luku.

Tockama A, B, C i D kruznicaje podijeljena nalukove Cije su duljine u omjeru 6: 3:4: 5.
Izrazi u radijanima glavne mjere srediSnjih kutova koji pripadaju lukovima %o su odredeni
totkama A, B, Ci D.

Izrazi u radijanima glavne mjere unutarnjih kutova Cetverokuta ABCD .

Duljina polumjera kruznice jednaka je 5 cm. lzrazi u radijanimai stupnjevima glavne mjere
sredisnjih kutova koji pripadaju lukovima te kruznice ako su duljine lukova jednake 12 cm,
18 cmi 31 cm.

Polumjer kruznice iznosi 25 cm. Odredi duljinu kruznoga luka te kruznice ako mu pripada
sredisnji kut od 1.25 radijana.

1.2. Brojevna kruznica

Na dlici 1.10. nacrtana su dva sukladna trokuta ABC i A’'B'C’. Nekaje p zraka

odredenatockama A i B, a q zraka odredenatockama A i C. Oznatimos p’ i g zrake
AB i AC'.



12 1. KUT | BROJEVNA KRUZNICA

B

~
9. 1.10. Translacijom i rotacijom mozemo posti¢i da se trokuti ABC i AB'C’' poklope. Kutovi
IpAq i P’A'd imaju istu mieru.

Translatirgimo trokut A'B'C’ takodavrh A’ prijedeutotku A. Nekapri tom vrh B’
prijedeu By, avrh C" uvrh C;. Trokuti AABC i AAB;C; su sukladni. Vrtnjom oko
vrha A vrh By prijeti ceuvrh B, avrh C; uvrh C. Kako setranslacijomi rotacijom ne
mijenjamjerakuta, zakljucujemo da kutovi <B’A'C’ i <BAC imaju istu mjeru.

*

* *

Primjenom trigonometrije, raunat emo veze izmedu elemenata trokuta ABC. Pri-
tom je potpuno nevaZzno kakav je polozaj tog trokuta u ravnini: duljine stranica, mjere
kutovai svi ostali elementi trokuta podudaraju se u sukladnih trokuta. To nas vodi na
sljedetu definiciju.

Sukladnost kutova

Sukladni kutovi
Nekasu zadani kutovi 4pVq i <p’'V'q . Kazemo dasu oni sukladni (ek-
vivalentni) ako postoji translacijakojakut <p'V'q" preslikavau kut <p;Vas ,
azatim rotacijakojakut qpi1Va; presikavau kut <pVq.

Primijetimo da dva sukladna kuta imaju iste glavhe mjere.
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S. 1.11. Dva su kuta suk-
ladna ako se translacijom
———— i rotacijom moze posti¢i da
v - im se vrh i krakovi podu-
daraju.

9. 1.12. Kutovi <pVq i
ILp'V'q nisu sukladni jer
imaju suprotne orijentaci-
je. "Ako je glavna mje-
ra jednog kuta o, glav-
na mjera drugog kuta je

2 — . \% P Y q

Neovisnost kuta o translaciji i rotaciji
Zasvaki kut u ravnini mozemo pronati njemu sukladan €iji se vrh nalazi

u unaprijed odredenoj tocki O, a prvi krak se podudara s unaprijed zadanom
zrakom Xx.

Odabrat ¢emo tocku O tako da bude ishodi&te Kartezijeva koordinatnog sustava, a
zraka X neka bude os apscisa tog sustava. Tako za svaki kut u ravnini postoji njemu
sukladan koji imavrh uishodistu O Kartezijeva sustava, aprvi krak mu se podudaras osi
Ox.

S. 1.13. Ako je O zada-
na tocka ravnine, a X una-
prijed zadana zraka, onda
postoji kut sukladan kutu
IpVg ciji je vvh O, a
prvi krak x.

Brojevna kruZznica

U pravokutnom (Kartezijevu) sustavu (O;x, y) nacrtajmo kruznicu k Cijeje srediste
u ishodiStu sustava, a polumjer 1. Nekaje A = (1,0) tocka na presieku kruznicei os
apscisa.
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Prislonimo brojevni pravac okomito uz kruznicu k, tako da svojim ishodistem dira
kruznicu u tocki A. Zamisiimo da se ta pravac (bez rastezanja) namata oko kruznice.
Tad €e se njegov interval [0, 2z predikati na Citavu kruznicu, jer je opseg kruznice 2z .
Isto e se dogoditi i sintervalom [2z, 47) , kao i sintervalom [—2x, 0) (i svakim drugim
intervalom duljine 27 ).

Tako se svaki realni broj t s brojevnog pravca preslikava u jednu tocku E(t) na
kruznici k. Tu kruznicu zato zovemo brojevnakruznica.

w A

(SN EREN]

3. 1.14, Namatanjem brojevnog pravca
na kruznicu definirano Je pridruZva-
nje tofaka kruznice realnim brojevima:
t — E(t) = T, koje nazivamo eksponen-
cijalno predikavanje. Broju 0 odgovara
totka (1,0), broju =/2 totka (0, 1),
broju = totka (—1,0). Primijetimo da
-4 ista tocka odgovara i broju —n, dok se
—n/2 predlikava u (0, —1).

Eksponencijalno preslikavanje
Svakom broju t brojevnog pravca pridruZzena je totka T na brojevnoj
kruznici. Time je definirano predlikavanje E izmedu realnih brojevai toCa-
ka brojevne kruznice koje nazivamo eksponencijalno preslikavanje. Pisemo
Eit)=T.

Tako se npr. broj 7/6 s pravcapreslikavau tocku T = E(x/6) zakoju kut SAOT
imamjeru /6 = 30°. U tuistutocku preslikat cesei brojevi n/6+2kr, k= +1£2....
Nacrtg) dliku!

Broju O brojevnog pravca odgovara tocka A = (1,0). Broju g odgovara tocka
(0.1). Daeje E(r) = (~1,0), E() = (0. ~1), E(2x) = (1,0), itd.

Svakom realnom broju odgovara samo jedna tocka na brojevnoj kruznici. Medutim,
jednoj tocki T nabrojevnoj kruznici odgovarabeskonatno mnogo brojevanapravcu. Tako
se, haprimjer, svi brojevi

{% 4 2kn, k=0, +1,£2,...}

preslikavaju u istu tocku na brojevnoj kruznici.
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Koristeti eksponencijalno preslikavanje, mozemo jo$ jednom iskazati (precizniju)
definiciju mjerei glavne mjere kuta:

Mjera kuta
Svakoj tocki T brojevnekruzniceodgovaratocnojedan broj o izintervala
[0, 27) nabrojevnom pravcu. Tgj sebroj o nazivaglavnamjerakuta <AOT .
Skup svih mjeratog kutaje {o + 2kn, k€ Z}.

Primjer 1. Nacrtajmo nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenebrojevima k- % ke N.

13n

(2 E(Z)=e(En-.

9. 1.15. Tocke brojevne kruznice
pridruzene brojevima k - % . (%)

Zadatak 2. Nacrtg nabrojevnoj kruznici tockepridruzenebrojevima 1, 2, 3, .. ., 10.
Koje se medu njima nalaze u drugom kvadrantu?

Primjer 3. U kojem se kvadrantu nalazi tocka pridruzenabroju t = 100?

> Nekaje T = E(t). Mjerakuta <AOT je t = 100 radijana. Da bismo odredili u
kojem se kvadrantu nalazi ovatocka, trebamo odrediti glavnu mjeru t’ ovog kuta:

t'=t— {%J -2 =100 — [15.915| - 27 = 100 — 30z = 5.7522 - - -

- L 3 . . .
Ovgq jebroj veti od g =4.712---,amanji od 27 = 6.283---. Zato setocka T nalazi
u Cetvrtom kvadrantu. «

Zadatci 1.2. I

1. Odredi nabrojevnoj kruznici tocke E(t) pridruzene realnim brojevima t:

T n 5r
5, —37[7 ?, —.‘].37'[7 127[7 —7
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10.

Odredi na brojevnoj kruznici tocke E(t) pridruZene realnim brojevima t:
Ve 51 3t 9z 11 17n 177 1197 997 1197

36 42 3 4 6 3 4 3
Odredi cijeli broj k tako daje k- % <t<(k+1)- g , zasljedece tocke E(t): E(10), E(8),

E(2), E(3.3), E(v/33). Smjesti sve te totke na brojevnu kruznicu.

Nacrtaj pravilni Sesterokut upisan brojevnoj kruznici i s vrhovima u totkama A = E(k - %),

k=0,1 2 3 4,5. Nakojem luku o je odreden sdva sugedna vrhatog SesterokutaleZe tocke:
E(3v3), E(-15), E < 23n

T) , E(=313), E(17.2)?
U brojevnu kruznicu upisan je pravilni peterokut ABCDE, tako daje A(1,0). Kojemu luku
kruznice $to spaja dva vrha peterokuta pripadaju tocke E(2), E(—5), E(10), E(112)?

Nacrtaj pravilni osmerokut upisan brojevnoj kruznici i svrhovima u totkama A = E(K - %),

k=0,1,2 ...,7. Nakojemluku %o je odreden s dva sugednavrhatog osmerokutaleze tocke:
E(1), E(-2), E<3ST”> , E(—v/22), E(111), E(—10.22)?

Odredi na brojevnoj kruznici sve tocke E(t) zakojeje:

1)t:(—1)”-%+nn,nez; 2 (— )“*13+nn neZz,
3 t=(-1F S+k 3. kez; 4 (-)E kT keZ,
Oznati nabrojevnoj kruznici sljedete intervale realnih brojeva:
V1 37r 57r 57r
D <3 ) (G 3) <__ z
27r b4 1371 197
Y (3500 (-3~
Odredi na brOjevnoj kruznici sljedete intervale realnih brojeva_'
1) <krm, = +kn> kez,; 2) {(2k— 1) ,(4k—1)% >,keZ;
3) <(4k—1)§,k§>,kez; 4) <k§,(4k+l)§>,kez.

Koristeti se samo ravnalom i Sestarom, uz zadanu jedini¢nu duzinu, nije moguce konstruirati
duzinu Cijaje duljinajednaka = danih jedinica
Provedi sljedetu konstrukciju:
Nacrtaj kruznicu sasredistem S i polumjerom r = 1. U krajnjoj tocki D njezinapromjera CD
konstruirgj tangentu. Zatim konstruirgj kut <ASD od 30° ¢iji ¢e jedan krak tangentu sjeti u
tocki A. Odredi tocku B tako daje |AB| = 3. | konacno, spoji duzinom totke B i C. PokaZi
daje |BC| = .

c





<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>







    /HEB (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /ENU <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [490.394 694.488]
>> setpagedevice




