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Skup realnih brojeva

Nakon ovog poglavlja moc¢i ¢es:

v

v

racunati vrijednost brojevnih izraza
postujuci redoslijed racunskih operacija
procjenjivati, zaokruzivati i raCunati

u problemskim situacijama
usporedivati realne brojeve rabeci
razliCite strategije

racunati vrijednost brojevnih izraza
poStujuéi redoslijed raCunskih operacija

procijeniti i raCunati pribliznu vrijednost
drugog korijena

primijeniti raunanje pri rjieSavanju
matematickih problema i problema iz
svakodnevnog Zivota

istraZiti razliCite strategije i pristupe u
novim situacijama te izmedu vise
rieSenja izabrati najbolje
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1.1. Skupovi i operacije sa skupovima

II Opca obiljezja skupa

Skup kao osnovni matematicki pojam se ne definira. Prepoznaje se na primjerima u kojima skupina
objekata iz Zivota ili matematike ima neko zajednicko svojstvo. Promatrane objekte iz nekog skupa
zovemo elementima. Dogovorom skup predstavljamo tako da elemente skupa odvajamo zarezom i
zapisujemo unutar viti¢aste (velike) zagrade. Takve je skupove potrebno oznaciti jednom oznakom,
najceScée velikim slovom latinice.

Primjeri skupova iz Zivota i matematike

skup ucenika II. razreda naSe Skole

skup igrac¢a u nogometnoj reprezentaciji Hrvatske 2020. godine

skup ¢lanova obitelji

skup toc¢aka nekog pravca
- skup realnih brojeva.

Skup je definiran ako se za svaki predloZeni element moZe odrediti pripada li zadanom skupu ili ne.
Primjerice, promotrimo skup samoglasnika u naSoj abecedi:

S={a,e,i,o,u}.

Samoglasnik a je element skupa S i piSemo a € S dok suglasnik m nije element skupa S pa pisemo
m ¢ S. Oznaka € oznaava pripadnost nekom skupu i Cita se “pripada”, odnosno “ne pripada”.

Svaki element skupa zapisuje se samo jednom, a pri tome poredak elemenata nije bitan.
{a7b } - {b 7a}

Skup mozemo zapisati i tako da navedemo obiljeZje elemenata skupa:
A = {a : a je u€enik nase 3kole }

U skupu A sadrzani su svi uCenici i u€enice naSe Skole. Ovakav 4 B
zapis upotrebljavamo kad je broj elemenata u skupu prevelik ili
beskonacan.

Skupovi se mogu prikazivati i graficki tzv. Vennovim dijagra-
mom, najcesce kruznicom ili elipsom.

Za skup koji nema elemenata kaZemo da je prazan skup i pisemo: S = 0.
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II Dijelovi skupova

Neke elemenate skupa moZemo razvrstati po odredenim obiljezjima. Primjerice:
A = { skup u€enika II. A razreda }.
Bududi da dio ucenika u razredu uci engleski jezik, a ostali njemacki, uvedimo dva nova skupa:
E = { ucenici koji uce engleski jezik} 1 D = { u€enici koji u¢e njemacki jezik} .
Uocavamo da je cijeli skup E sadrzan u skupu A. Tada kazemo da je E podskup skupa A i piSemo
E C A, dok je A nadskup skupa E i piSemo A O E. Oznaka C Ccita se “podskup”’. Kad Zelimo

naglasiti da je E podskupod A, ali £ i A nisu jednaki, tada kazemo da je E pravi podskup od A i
pisSemo E C A. Ako skup B nije podskup skupa C, piSemo B & C.

II Univerzalni skup

Promatramo li skup svih u€enika nase skole, taj skup se sastoji od brojnih podskupova. Svaki razred je
poseban podskup danog skupa. Podskupovi mogu biti odredeni prema: razredima, stranim jezicima,
izbornim predmetima, slobodnim aktivnostima i sl. Svi ti podskupovi (odnosno skupovi) sadrzani su
u polaznom skupu koji tada zovemo univerzalni skup. Univerzalni skup ozna¢avamo slovom U i
on se odreduje ovisno o podrucju koje se promatra. Promijeni li se promatrano podrucje, mijenja se
1 univerzalni skup.

II Operacije sa skupovima

Operacije sa skupovima su razli€iti postupci s pomocu kojih iz zadanih skupova nastaju novi skupovi.
Najcesce upotrebljavamo: uniju, presjek i razliku skupova.

Zadani su neprazni skupovi A i B. Unija skupova A i B skup je svih
elemenata koji pripadaju skupu ‘A ili skupu B i oznacavases AU B.

AUB={x:xecAilix € B}

Presjek skupova A i B je skup svih elemenata koji se nalaze i u skupu
A iuskupu B te se oznacavas AN B.

ANB={x:x€Aixe€B}

U slucaju da skupovi A i B nemaju zajednickih elemenata njihov je presjek ANB
prazan skup i pifemo ANB = 0.

Razlika skupova A i B je skup koji oznaCavamo sa A \ B i sadrZi
elemente koji jesu u skupu A, a nisu u skupu B. ‘

A\B={x:x€Ax ¢ B}

Drugim rije¢ima iz skupa A izuzmemo elemente koji pripadaju skupu B. A\B



1

1‘ SKUP REALNIH BROJEVA
A
Y

Ovih nekoliko navedenih svojstava i operacija sa skupovima, a ima ih jo§ mnogo, napisali smo da
bismo laks$e izrazavali i shvatili odnose izmedu beskonacnih skupova brojeva u matematici.

PRIMJER 1.

Zadani su skupovi A = {3,5,7,9} i B={4,5,6,7,8}. Izratunaj AUB, ANBiA\B.

> AUB = {3,4,5,6,7,8,9}
Svaki element u uniji dva skupa, kao i u svakom skupu inace, naznaci se samo jednom.
ANB={57"7}
Samo elementi 5 1 7 su zajednicki za oba skupai A i B.
A\ B={3,9}
Samo se elementi 3 1 9 nalaze u skupu A, a ne nalaze u skupu B.

Rjesenja mozemo prikazati i graficki tzv. Vennovim dijagramom.

PRIMJER 2.

Odredimo univerzalni skup €iji su potskupovi skupovi A i B iz primjera 1.

> U=1{3,4,56,7,8,9}

ZADATCI 1.1.

Napisi skup rijeka koje prolaze kroz Karlovac.
Napisi skup s pet najvecih gradova u Republici Hrvatskoj.

3. Zadani su skupovi A = {2,4,6} i B={2,4,6,8,10}. Koja je tvrdnja istinita?
BABcaA DACB BBcA FlAcB.

4. Kaoji crtez prikazuje M C N ?
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Neka je skup A = {a,b,c,d,e}, a skup B = {a,b,d}. Nacrtaj Vennov dijagram tako da vrijedi B C A.
Zadani su skupovi: A = {1,2,3}, B=1{1,3,4,5} i C = {4,5,6}. Odredi

BHAuB DANB BA\B
FlsBuc @Asnc HB\C
Hauc Banc BHa\cC.

Rezultate zadataka 6. prikaZi uz pomo¢ Vennovih dijagrama.

Zadani su skupovi A i B Vennovim dijagramom.

A B

Odredi:
EBHAuB BAanB Ba\B Bl B\A.

Odredi skup B ako je zadan skup A= {1,2,3,4,5} i AUB ={1,2,3,4,5,7,9,12}. Skupovi A i B
nemaju zajednickih elemenata.

Neka je zadan skup S = {2,5;7,8} . Napisi sve dvo¢lane podskupove skupa S'.
Odredi univerzalni skup skupova zadanih u 6. zadatku.

Odredi univerzalni skup skupova iz 8. zadatka.

E¥ Napisi skup naziva svih prstiju na rukama.

[ Napisi skup rijeka, rjecicai potoka koji prolaze tvojim naseljem.

Promotri tvrdnje i za one koje smatra$ da nisu istinite pronadi primjere koji potvrduju tvoju slutnju:
B Za bilo koja dva skupa vrijedi da imaju barem jedan element u presjeku.

) Ako skupovi S i T imaju sve elemente jednake, tada su im unija i presjek jednaki.
Ako skupovi nemaju zajednic¢kih elemenata, tada im je unija prazan skup.

[l Kad se napravi unija skupa i njegovog podskupa dobiva se upravo taj podskup.
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1.2. Skup prirodnih brojeva

Povijesna je ljudska potreba za prebrojavanjem. Razli¢iti narodi
imali su razliite oznake i razliCite rije¢i koje prate te oznake.
Razvojem racunanja do$lo se do spoznaje da se brojevi mogu
prikazivati s pomocu ograni¢enog broja oznaka. Babilonci su se
koristili klinastim pismom. Stari Rimljani upotrebljavali su slova
kao brojeve (I, V, X, L, C, D i M). Danas su ti brojevi u upotrebi
u izuzetnim situacijama. Indijci su upotrebljavali oznake sli¢ne
danasnjima, a te su oznake Arapi u 10. stoljecu prenijeli u Europu.

Danas se sluzimo arapskim brojevima i dekadskim brojevnim sustavom, tj. s pomocu deset znamenaka
zapisujemo sve brojeve.

Covijek je prebrojenim ¢lanovima nekog skupa pridruZio broj koji je nazvao prirodnim brojem.
Skup prirodnih brojeva (lat. naturalis — priroda) oznacavamo pojacanim slovom N i prikazujemo
ovako:

Skup prirodnih brojeva

Skup prirodnih brojeva
N={1,2,3.4,.../n,...}

Brojeve 2, 4, 6, 8, 10, 12. . . nazivamo parni brojevi, dok brojeve 1, 3,5, 7,9, 11. .. nazivamo neparni
brojevi. Parni prirodan broj je oblika 2n, neparni 2n — 1, pri ¢emu je n € N.

U skupu prirodnih brojeva upotrebljavaju se Cetiri osnovne racunske operacije: zbrajanje, oduzimanje,
mnoZenje i dijeljenje. Operacije zbrajanja i mnoZenja uvijek su izvedive, ali oduzimanje i dijeljenje
zahtijevaju odredene uvjete.

II Zbrajanje prirodnih brojeva

Svojstva zbrajanja u skupu N

1. Zbroj dvaju prirodnih brojeva uvijek je prirodan broj
2. Svojstvo komutativnosti

3. Svojstvo asocijativnosti
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Brojevi koje zbrajamo zovu se pribrojnici, a rezultat zbrajanja zo-
vemo zbroj ili suma. -+ —

Pri zbrajanju prirodnih brojeva nije bitan slijed, tj. pribrojnici smiju
zamijeniti svoja mjesta, pri cemu rezultat ostaje isti. Primjerice:

74+2=24+7=09.
Opcenito, za svaka dva prirodna broja a i b vrijedi:

a+b=>b+a.

pribrojnici zbroj

Ovo svojstvo zbrajanja zovemo svojstvo komutativnosti (izmjenjivosti).

Ako u brojevnom izrazu dolaze zagrade, opCenito se prvo racunaju operacije u zagradama. Medutim,
ako za operaciju vrijedi svojstvo asocijativnosti (zdruZivanja), zagrada u zadatku smije promijeniti
mjesto. I ovo svojstvo vrijedi za zbrajanje prirodnih brojeva, tj. za svaka tri prirodna broja a, b i ¢
vrijedi:

(a+b)+c=a+ (b+c).

Zato Cesto u izrazu koji sadrZzava samo pribrojnike izostavljamo zagrade i piSemo a + b + c.

PRIMJER 1.

Primjenjujuéi svojstva zbrajanja, izracunajmo Sto kra¢im putom:

a) 27 +45+ 13 +55 b) 356 + 237 4+ 344 4 263.

P> a) 27 4+ 45+ 13 + 55 = (27 4 13) 4.(45 4 55) = 40 + 100 = 140
b) 356 + 237 + 344 4+ 263 = (356 + 344) + (237 + 263) = 700 + 500 = 1200.

II Mnozenje prirodnih brojeva

Svojslwen’u skupu N

Umnozak dvaju prirodnih brojeva prirodan je broj
Svojstvo komutativnosti
Svojstvo asocijativnosti

Postojanje neutralnog elementa

0> B P

Svojstvo distributivnosti

Y
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Brojevi koji se mnoZe zovu se faktori, a rezultat mnoZenja zove-
mo umnozak ili produkt. . — @

Ako faktori pri mnoZenju zamijene svoja mjesta, umnozak se nece
promijeniti. Primjerice:
2.-7=17-2=14.

faktori umnozak

Dakle, za mnoZenje prirodnih brojeva vrijedi svojstvo komutativnosti, tj. za svaka dva prirodna broja
a i b vrijedi:
a-b=">b-a.
Kao i kod zbrajanja i za mnoZenje vrijedi svojstvo asocijativnosti, tj. za svaka tri prirodna broja a,
b i c vrijedi:
(a-b)-c=a-(b-c).
Umnozak prirodnog broja a ibroja 1 je broj a. To znacida je broj 1 neutralan element za mnoZenje.

Sljedece svojstvo povezuje operacije zbrajanja i mnoZenja, a zove se svojstvo distributivnosti (raz-
dijelnosti) mnoZenja prema zbrajanju:

a-(b+c)=a-b+a-c,

gdje su a, b i c bilo koja tri prirodna broja.

PRIMJER 2.

Primjenjujuci svojstva mnozenja, izracunajmo Sto kra¢im putom:
a)2-25-5-4 b) 4-4-8-50-25-125.

P> a) Jedan od nacina primjene svojstava mnozenja je ovaj:
2:25-5-4=(2-5)-(25-4) =10- 100 = 1000

b) 4-4-8-50-25:125 = (4:25)-(4-50)-(8-125) = 100-200- 1000 = (100-1000) - 200 =
100 000 200 = 20000 000.

II Oduzimanje prirodnih brojeva

veéeg broja oduzimamo manji. Broj od kojeg oduzimamo zo-
vemo umanjenik, a broj koji oduzimamo zovemo umanjitelj.
Rezultat oduzimanja zovemo razlika ili diferencija.

U skupu prirodnih brojeva oduzimanje je izvedivo samo ako od @

Rezultat dobiven oduzimanjem moZemo provjeriti tako da zbro- ~ umanjenik umanjitelj razlika
jimo razliku i umanjitelja. Zbroj mora biti jednak umanjeniku.
U ovom primjeru je 10 + 15 = 25.
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Za operaciju oduzimanja ne vrijede svojstva komutativnosti ni asocijativnosti. Ali, svojstvo distribu-
tivnosti mnozenja prema oduzimanju vrijedi:

a-(b—c)=a-b—a-c.

II Dijeljenje prirodnih brojeva

-

dijelimo zove se djelitelj ili divizor. Rezultat dijeljenja zove se

Broj koji dijelimo zove se djeljenik ili dividend. Broj kojim
koli¢nik, omjer ili kvocijent. @

Rezultat dijeljenja moZemo provjeriti tako da pomnoZimo kolic-
nik i djelitelj. Rezultat mora biti jednak djeljeniku. djeljenik djelitelj koli¢nik

o
©
<
S
N
o
@
=
Y
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Ocito je da dijeljenje nije uvijek izvedivo u skupu N. Ne vrijede ni svojstva komutativnosti ni
asocijativnosti.

Ako u racunskom zadatku dolazi vise operacija dijeljenja za redom, one se racunaju slijeva nadesno,
redom kako su naznacene.

PRIMJER 3.

Izra¢unajmo: 64 :4:2.

> 64:4:2=16:2 =8 64:4:2=64:2=32
ispravno neispravno

II Slijed racunskih operacija

Pri izvodenju vise razlicitih racunskih operacija vrijede sljedeéa pravila:

1. Ako suubrojevnomizrazu zadane zagrade, prvo se izracunava unutarnja (“najdublja”) zagrada,
a zatim iznutra prema van ostale.

2. Ako u brojevnom izrazu nema zagrada, prvo se racunaju operacije viSeg prioriteta: mnoZenje
i dijeljenje, tek onda zbrajanje i oduzimanje.

3. Akonema zagrada, a operacije su istog prioriteta, izvode se slijeva nadesno, osim kad primjena
svojstava komutativnosti i asocijativnosti olakSava racunanje.

ZADATCI 1.2.

1. Izracunaj primjenjujuci svojstva zbrajanja:
B12+35+18+75 J37+12+43+28
& 135+ 225+ 47 + 163 Bl 1234 +278 +6+2.
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Pronadi pogreske, ako postoje, u danim rac¢unima. One racune koji su pogresni rijesi ispravno u biljeZnici.

B 22 @B 50p 2117
+ 12 + b0h - 415
243 bhbh b

Izracunaj:

B27-10-2-3 25-5-4-2

& 142.7-50 Il 3-100-4-100.

Izracunaj primjenjujuci svojstva mnoZenja:

2.5 337-15-2 432725
FEi25-11-4-3 Bs-7-75-10 K 125-13-4-26.

Koristedi se svojstvima zbrajanja i mnoZenja, izracunaj na najbrzi moguci nacin:

By 173-10+28-10 d72-15+72-19 & 45123 +451-57

Bl 9927 +121-27 B3 17+14-17+15-17 Bl 34-21+20-21+21-86.

Ante je radio 3 dana po 8 sati na dan, Jurica 4 dana po 7 sati dnevno, dok je Miro radio 5 dana po 10 sati
dnevno. Ako je cijena jednog radnog sata 14 kuna, koliko su ukupno kuna zaradili?

EY 1428 kn 3 1400 kn 2820 kn 8 1548 kn.

U zgradi postoje tri jednosobna stana poviSine 45 m?, pet dvosobnih stanova od 54 m?, te dva trosobna
stana povrsine 76 m?>. Ako je mjese¢na cijena grijanja 1 m? stana 8 kuna, koliki je mjese¢ni racun za
grijanje cijele zgrade?

EY 7656 kn 4456 kn 1222 kn Il 6680 kn.

Prosje¢na mjesecna potrosnja vode po osobi je 4000 litara. Ako u zgradi zivi 10 dvoclanih obitelji, 12
troclanih, 7 Cetveroclanih i jedna Sesteroclana obitelj, kolika je prosjecna mjesecna potro$nja vode u toj
zgradi?

EY 1440001 3 1400001 180000 1 I3 360000 1.

Za popunjavanje zaliha medicinksih potrepstina u poliklinici nabavljeno je 200 kutija sterilnih kompresa
po cijeni 12 kn/kutiji, 4 kutije Sirokih zavoja po cijeni 284 kn/ kutiji, 8 kutija uskih zavoja po cijeni
312 kn/ kutiji, 18 litara medicinskog alkohola po cijeni 72 kn/ 1. Koliko je ukupno iznosio racun za ovu
nabavu?

Izracunaj na najbrzi nacin:

B 123-10-75-10 ¥ 291-15-105-15

& 457-11-327-11 Bkl 221-29—-29- 101

B 25727 -133-27+427-42 394 - 123 +451-123 —700- 123.
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11. Otkrij pogresku u racunu (tamo gdje postoji), a onda izratunaj to¢no.

Bnis-M+12-1A

mB.-5bh + 6k =

B83-2 -85-5 -85 =285

12. Izracunaj:
B5+35 B3 7-52
[s5+3-(5-3) B7-2-7
lH10+9-2+7 B (10+9)-2+7)
13. Izradunaj:

B (4+5)-8+12-(15+11)
B4+ (5-8+12)-15+11

B 9+17)-21+35-(63+79)
B9+ (17-21+35)-63+79

Izracunaj:

By (189:3-27):6

& (324:(36:2)):(3-3)
B (392:7-12):4+6
Pl 1024 :256 + 128 -2:32

14.

=23 -17%) -1 =

boo - (13 + 0) =

100 - 11 = 1900

b0o - 5 = bhbh

(25 - 9) = 823 - 20 = le4 440

BG3+7)-5-2

-3) Bi17-2-7+3

Biw+9-2+7).

M4+5-8+12-15+11
fl4+5-8+12-15)+11
BH9+17-21+35-63+79
BY9+17-(21+35-63)+79.

B (225:9+15):10

Il 1000 — (10000 : 100) - 9
B 298 — (1440: 12 —10) : 11
DI11999:3-2.49:7.

1.3. Skup cijelih brojeva

Ve¢ smo uocili da oduzimanje prirodnih brojeva nije uvijek izvedivo. Zato skup N moramo proSiriti
dodajudi nulu i negativne cijele brojeve.

U prirodi susre¢emo negativne brojeve. Temperatura je u hladnim zimskim danima ispod nule. Razi-
ne nekih jezera su ispod srednje razine mora (nule). Rac¢un u banci moZze biti “u minusu” ako Stedi$a
potrosi viSe novca nego Sto je imao na racunu.

Skup cijelih brojeva oznacavamo pojacanim slovom Z (njem. Zahl —
ljamo ovako:

broj) i simbolima predstav-

Z={. 6 —4,-3,-2,-1,0,1,234,. .}
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