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1.

Brojevi

1.1. Osnovni pojmovi i €injenice o skupovima i funkcijama

Skup

U matematici smo ve¢ rabili rije¢ skup i proucavali neke skupove i neka njihova
svojstva. Tako smo proucavali skup prirodnih brojeva N, skup cijelih brojeva Z, skup
racionalnih brojeva Q, skup realnih brojeva R, skup kompleksnih brojeva C, skup rjeSe-
nja neke jednadZzbe, skup rjeSenja neke nejednadzbe, skup tocaka ravnine koje su jednako
udaljene od neke fiksne tocke te ravnine (kruZnica) i mnoge druge skupove.

Promotrimo skupove i njihova svojstva malo opéenitije.

Skup je osnovni matematicki pojam, $to znaci da ga ne definiramo. Svaki skup ¢ine
njegovielementi (¢lanovi). Element je takoder osnovni matematicki pojam i ne definiramo
ga. Pojedini je skup zadan kada je to¢no odredeno koji ga elementi Cine.

Skupove obi¢no oznacavamo velikim slovima, primjerice A, B, C, ...ili velikim
slovima s indeksom, na primjer S;, S, S3, ..., a njihove elemente malim slovima,
primjerice a, b, c, ..., ili malim slovima s indeksom, primjerice a;, az, as, ...

Skup moZemo zadati na viSe nacina. Jedan je od njih da u vitiCastim zagradama
napiSemo sve njegove elemente. Na primjer, ako su elementi skupa S brojevi 1, 3, 5, 7,
9 i ako su to jedini elementi skupa S, onda piSemo S = {1, 3,5,7,9} i time je skup S
potpuno odreden. Redoslijed kojim se elementi navode nije bitan pa smo mogli pisati i
S ={5,1,9,3,7}. Takav je nacin dobar kad skup nema mnogo elemenata, u protivhom
je vrlo nepraktican. Ipak se uobicajilo da samo neke skupove koji imaju mnogo elemenata
piSemo na sli¢an nacin. Tako skup N prirodnih brojeva ¢esto piSemo u obliku

N={1,2,3...,n,...}
s tim da podrazumijevamo da tockice oznacuju sve ostale prirodne brojeve. Drugi nacin

da zadamo neki skup jest da navedemo oznaku za njegov element i da napisemo svojstvo
ili svojstva kojima su odredeni elementi toga skupa. To znaci da elemente toga skupa ¢ine
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svi objekti koji imaju navedeno svojstvo odnosno sva navedena svojstva. Tako bismo,
primjerice, ve¢ zadani skup S mogli zapisati ovako:

S = {x | x je neparni broj manji od 10}.

Pri tome se obi¢no iza oznake elementa piSe ili okomita crtica, kako je to ovdje ucinjeno,
ili :, a onda se iza znaka | odnosno iza znaka : napiSe svojstvo ili svojstva koja odreduju
elemente toga skupa. Primijetimo da se i kod takva zadavanja skupa rabe viti¢aste zagrade.
Prema tome skup N mozemo pisati N = {x | x je prirodni broj } ili N = {x : x je
prirodni broj }.

Da je neki objekt element zadanoga skupa, krace oznaCujemo znakom €. Tako, na
primjer, 1 € N znaci da je broj 1 element skupa N prirodnih brojeva. Cinjenicu da neki

1
objekt nije element zadanog skupa oznacujemo znakom ¢ . Tako 3 ¢ N znaci da broj 3

1
nije element skupa N prirodnih brojeva, tj. da 3 nije prirodni broj.

Prakti¢no je uzeti da postoji i skup koji nema niti jedan element. Takav se skup zove
prazan skup i oznacuje se s (}. Prirodno je da za sve skupove osim praznog skupa kazemo
da su neprazni skupovi.

Podskup

Uocimo da su elementi veé promatranog skupa S = {1,3,5,7,9} prirodni brojevi,
tj. da iz Cinjenice da je x € S slijedi da je x € N. To pomocu znaka implikacije =—
krace pisSemo ovako:

x€S = xeN".

Kako navedena tvrdnja vrijedi za sve elemente skupa S, koristeéi se znakom V (Cita se:

CEINT3

“za sve”, “za svaki” ili “za bilo koji”’) moZemo napisati
(Vx)xeS = x€eN

i tada kaZemo da je skup S podskup skupa N.
Odredimo §to je podskup i opéenito.

Za skup A kaZemo da je podskup skupa B, i to oznacujemos A C B, ako je
svaki element skupa A takoder i element skupa B, tj. ako vrijedi

(Va)ae A = a€B.

Cinjenicu da skup A nije podskup skupa B oznatujemos A ¢ B. Dovoljno je da
postoji barem jedan element skupa A koji nije i element skupa B pa da skup A ne bude
podskup skupa B. Koristeéi se znakom 3 (&ita se: “postoji” ili “egzistira”) moZemo to
krace zapisati ovako:

() (x€eA i x¢B) = AZB.

* Ako iz tvrdnje T slijedi tvrdnja 7, , onda to krace piSemo 77 == T, i ¢itamo “iz T; slijedi 7> ",
“Ty implicira T, 7, “T; povlaci T, ili “ako je T}, ondaje T,”.
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Primjer 1.1. Je li skup C = {1, 2,3} podskup skupa P = {x | x je prosti broj manji
od 10} ?

> Kako je prosti broj svaki prirodni broj koji ima to¢no dva medusobno razlicita
djelitelja, toje P ={2,3,5,7},paiz 1€ C i 1¢ Pslijedi CZP. «

Promotrimo skupove D = {x | x jerjeSenje jednadzbe x>~ 3x+2 =0} i E = {1, 2}.
Je 1i neki od tih skupova podskup onoga drugog? Provjerite da su rjeSenja jednadzbe
x> — 3x 4+ 2 = 0 upravo brojevi 1 i 2. Prema tome svaki je element skupa D takoder i
element skupa E, paje D C E. Alii svaki element skupa E je element skupa D, paje i
E C D. Kako je svaki element skupa E takoderielement skupa D, ikako je svaki element
skupa D takoder i element skupa E, prirodno je da kaZzemo da su ti skupovi jednaki.

Za bilo koja dva skupa A i B kazemo da su jednaki, i to oznacavamos A = B,
akoisamoakoje ACB i BCA.

Ako skupovi A i B nisu jednaki, tj. ako nije A = B, onda kaZemo da su skupovi A
i B razliciti, i to oznaCavamo s A # B.

Primjer 1.2. Jesu li skupovi A = {1,2,3} i B= {3, 1,2} jednaki?

> Jesu, jer je svaki element skupa A element skupa B i obratno, paje A C B i
B C A,iprematome A = B. Uocite da za jednakost skupova nije bitno kojim su redom
navedeni njihovi elementi. <

Primjer 1.3. Jesu li skupovi C = {1,2,3,4} i D = {1,2, 3,4, 4} jednaki?

> Jesu, jer je svaki element skupa C element skupa D i svaki element skupa D
element skupa C,paje CC D i D C C, §to znac¢idaje C = D. To §to smo u skupu D
dva puta pisali isti element, znacidaje 4 € D iniSta viSe od toga, jer je svaki element skupa
samo jedan element toga skupa, bez obzira na to koliko puta ponovimo tu ¢injenicu. <

Ako je A C B anije A = B, onda kazemo da je skup A pravi podskup skupa B.
Kad to Zelimo istaknuti, onda umjesto A C B piSemo A C B (Cita se: skup a je pravi
podskup skupa be).

Primijetimo da je svaki skup § i sam svoj podksup, jer mu pripada svaki njegov

element, tj.
(VS) SCS.

Istaknimo jo$ i vaZnu ¢injenicu da se u matematici po dogovoru uzima da je prazni skup 0
podskup svakog skupa, tj.

(VS) P CS.

Za bilo koji skup S moZemo promatrati i skup svih njegovih podskupova.

Skup svih podskupova skupa S zove se partitivni skup skupa S i oznacava se
s 2(S).
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Primjer 1.4. Odredimo skup Z(S) akoje S = {1,2}.

> Podskupovi skupa S = {1, 2} su prazan skup 0, jednoclani skupovi {1} i {2} i
sam skup § = {1, 2} . Prema tome je partitivni skup skupa S skup
2(8) ={0.{1},{2}. {1,2}}. «
U pojedinim se dijelovima matematike obi¢no promatraju samo oni skupovi koji su
podskupovi jednoga odredenog skupa. Tako se, primjerice, u planimetriji proucavaju samo

razni skupovi tocaka jedne ravnine. Zato je za planimetriju skup tocaka ravnine sveopci
skup ¢ije dijelove proucavamo.

Za skup, podskupove kojega promatramo, kaZzemo da je univerzalni skup i obi¢no
ga oznacujemo slovom 7%/ .

Ve¢ smo utvrdili da je svaki skup sam sebi podskup, pa je i univerzalni skup sam svoj
podskup.

Nadalje, kad god govorimo o nekim skupovima, pretpostavljat ¢emo da su oni pod-
skupovi istoga univerzalnog skupa, i to neCemo posebno isticati.

Prikazivanje skupova

Da bismo lakse stvorili predodzbu o od-
nosima pojedinih skupova koje promatramo,
obic¢no ih prikazujemo kao dijelove ravnine.
Pri tome univerzalni skup %/ prikazujemo
pravokutnikom, a njegove podskupove dije-
lovima toga pravokutnika (sl. 1.1).

SL 1.1

Da bismo bolje uodili kojim je dijelom pra-
vokutnika prikazan koji skup, te dijelove ili
neke od njih osjen¢amo ili §rafiramo (sl. 1.2),
pri ¢emu oznaku skupa nekad piSemo na
osjenc¢anom odnosno Srafiranom dijelu, a ne-
kad i izvan, tako da je strelicom ili crti-
B com povezemo s dijelom ravnine, odnosno s

S 12 crtom koja omeduje dio ravnine koji prika-
B zuje dani skup.

Naravno, ako pri takvu prikazivanju
skupova Zelimo prikazati i njihove elemente,
onda elemente pojedinog skupa prikazujemo
tockama koje pripadaju onom dijelu ravni-
ne kojim je prikazan taj skup. Tako nam
slika 1.3 zorno prikazuje da je skup A =
{1,2,3} podskup skupa B = {1,2,3,4,5}
idaje, naprimjer, 4 € Bida4 ¢ A.

SL 1.3
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Za navedeni nacin prikazivanja skupova dijelovima ravnine kazemo da predstavlja
prikaz skupova Venn-Eulerovim dijagramima.

Unija skupova

Unija skupova A i B jest skup koji oznadujemo s A U B (Cita se: a unija be),
i koji ¢ine oni i samo oni elementi koji pripadaju ili skupu A ili skupu B ili i
skupu A iskupu B, tj.

AUB={x|xeA ili xe€ B}

Drugim rije¢ima, unija skupova A i B jest skup svih onih elemenata koji pripadaju
barem jednom od ta dva skupa.

Tako je, primjerice, unija skupova A = {1,2,3,4,5} i B = {4,5,6,7,8} skup
AUB={1,2,3,4,56,7,8}.

Uniju skupova A i B mozemo prikazati Venn-Eulerovim dijagramom kako je to
ucinjeno na slici 1.4.

]
B

AUB
Sl. 1.4.

1z definicije unije A U B skupova A i B neposredno slijedi da je za bilo koja dva

skupa A i B
AUB=BUA

i takoder da je

|ACAUB i BCAUB.]

Kako prazan skup () nema elemenata,
uniju praznog skupa § i bilo kojega skupa A
¢ine samo elementi skupa A, §to znaci da je

| (Vo) AUD=A]

Takoder je ocito sa slike 1.5. da je unija bilo
kojeg skupa A i univerzalnog skupa %/ sam
skup % , tj. daje

| (vA) Auvw = | S 1.5.
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S1USZ2U...U S,
SI. 1.6.

Presjek skupova I

skupa B, j.

ANB={x|x€eA

Uniju skupova moZemo definirati i za viSe
od dva skupa. Unija skupova Sy, Sz, ..., S,
(sl. 1.6) jest skup koji ¢ine oni i samo oni ele-
menti koji pripadaju barem jednom od sku-
pova Sy, 82, ..., S,.

Uniju skupova Sy, S», ..., S, oznacu-

jemosa S;USU...US, ili s S;.
i=1
Tako je, na primjer, unija skupova S; =
{1,2,3,4}, $2={3,4,a,b} i S3={a, b, ¢}
skup S1US, USs ={1,2,3,4,a,b,c}ili

3
Usi={1,2,3,4,a,b,c}.
i=1

Presjek skupova A i B jest skup koji oznacujemo s A N B (Cita se: a presjek
be), i koji ¢ine oni i samo oni elementi koji su i elementi skupa A i elementi

i xeB}

’»
|

ANB
SIL 1.7

Ako skupovi A i B nemaju zajednickih
elemenata (sl. 1.8.), onda je njihov presjek
skup koji nema niti jedan element, a to znaci
da je njihov presjek prazan skup, tj. da je

ANB=1.

Za skupove kojima je presjek prazan skup
kazemo da su disjunktni skupovi.

Drugim rijecima, presjek skupova A i B
(sl. 1.7.) jest skup zajedni¢kih elemenata
tih skupova.

SL 1.8
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Primjer 1.5. Odredimo presjek skupova A = {x | x je samoglasnik hrvatske
abecede} i B = {x | x je slovo u rije¢i skup } i ustanovimo jesu li ili nisu skupovi
A i B disjunktni.

> Kako je A = {a,e,i,0,u} i B = {s,k u, p}, presjek skupova A i B je skup
kojemu je jedini ¢lan slovo u, tj.
ANB={u}.
Naravno, jednoclan skup nije prazan skup, pa skupovi A i B nisu disjunktni. <

Primjer 1.6. Jesu li skupovi S = {a, b, u} i T = {1, 2, {u}} disjunktni?

> Pogledajmo pazljivo elemente tih skupova. Elementi skupa S suslova a, b i u a
elementi skupa T su brojevi 1 i 2 i jedno¢lani skup {u} . Kako slovo u i jedno¢lani skup
{u} nisu isto, jer slovo u nije skupa {u} jest skup, skupovi S i T ocito nemaju niti jedan
zajednicki element. Prema tome je SN T = () i skupovi S i T su disjunktni skupovi. <

1z definicije presjeka A N B skupova A i B neposredno slijedi da je za bilo koja dva
skupa A i B
ANB=BNA

|ANBCA i ANBCB.|

i takoder da je

Kako su svi elementi skupa A elementi
univerzalnog skupa % (sl. 1.9.), o¢ito je da U
je presjek bilo kojega skupa A i univerzal-
nog skupa 7%/ upravo skup A, tj.

| (VA) AN =A]

Kako prazan skup () nema niti jedan
element, presjek toga skupa i bilo kojega SL 1.9,
drugog skupa A ne moZe imati niti jedan
element, Sto znaci da je y

| (vA)AnD =0

Ocito je da je

idaje \
| (vA)AnA=A] ANBNC
SL 1.10.

I presjek skupova moZemo definirati ne samo za dva nego i za viSe od dva skupa.

Presjek skupova Sy, S», ..., S, je skup koji ¢ine oni i samo oni elementi koji
pripadaju svakom od skupova Sy, Sz, ..., Sy.
Presjek skupova Sy, Sa, ..., S, oznaujemos S; NSy N...NS, ilikraces (] S;.

i=1
Na slici 1.10. prikazan je presjek triju skupova A, B i C.
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Primjer 1.7. Odredimo presjek skupova A = {1,2,3,4,5}, B = {1,3,5,7},
C = {x | x je prirodni broj manji od 7} i D = {x | x je rjeSenje jednadzbe
x? —8x+ 15 =0}.

> Kakoje C={1,2,3,4,5,6}iD={3,5},to0je ANBNCND={3,5}. «

Razlika skupova

Razlika skupova A i B jest skup koji oznaCujemos A\ B (Cita se: arazlika be)
1 koji ¢ine oni i samo oni elementi koji su elementi skupa A i koji nisu elementi
skupa B, .

A\B={x|x€A i x¢B}.

Na slici 1.11. je osjencana razlika skupova A i B, tj. A\ B

u

A\B

SL 111

Primjer 1.8. Zadani su skupovi A = {1,2,3,4,5} i B = {4,5,6,7}. Odredimo
razlike A\ B i B\ A tih skupova.

> Razliku A \ B ¢ine elementi skupa A koji nisu i elementi skupa B, pa je
A\ B=1{1,2,3}.
Razliku B\ A &ine elementi skupa B koji nisu i elementi skupa A, pa je
B\A={6,7}.
Uoditedaje A\B# B\ A. «

Primjer 1.9. Koriste¢i se Venn-Eulerovim dijagramima uvjerimo se da su skupovi
A\ B, B\ A i AN B po parovima disjunktni.

> Promotrimo skupove A\ B, ANB i B\ A naslici 1.12.



1.1. OSNOVNI POJMOVI I CINJENICE O SKUPOVIMA I FUNKCIJAMA 9
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Sl 1.12.

Odcito je da su svaka dva od skupova A\ B, AN B i B\ A disjunktni skupovi. <

‘ Komplement skupa

U proucavanju skupova i njiho-
voj primjeni posebno je vazna razli-
ka % \ A univerzalnog skupa % i
nekog skupa A (sl. 1.13). Zato ta
razlika ima poseban naziv — zove se
komplement skupa A i oznacuje se
s A° (Cita se: komplement od a) ili
s A (Cita se takoder: komplement od ,
a). SL 1.13.

Komplement skupa A je skup koji ¢ine oni i samo oni elementi univerzalnog
skupa % koji nisu elementi skupa A, tj.

AC={x|xe% i x¢gA}.

Ocito je da je unija bilo kojega skupa A injegova komplementa A€ upravo univerzalni
skup % , tj.

(VA)AUAC =% .
| |

Jednako je tako o¢ito da je presjek bilo kojega skupa A i njegova komplementa A€
prazan skup, tj.

| (vA) AnAC =0, |

Neka je A® komplement skupa A. Zapitajmo se koji je komplement skupa A€, tj. koji
je skup (A€)¢. Kako komplement skupa A€ ¢ine elementi univerzalnog skupa koji ne
pripadaju skupu A€, to su o¢ito elementi skupa A, pa je prema tome za bilo koji skup A

(AC)C = A.

Kako prazan skup () nema elemenata, ocito je da njegov komplement ¢ine svi elementi
univerzalnog skupa % , pa je

0 =u.
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Komplement univerzalnog skupa %/ ¢ine svi elementi toga skupa koji mu ne pripadaju,
a kako takvih elemenata nema to je njegov komplement %€ skup koji nema elemenata,

dakle prazan skup. Prema tome je

Kartezijev produkt skupova

Prisjetimo se da uredeni par ¢ine dva elementa s odredenim redoslijedom. Uredeni
par kojemu je prvi element a a drugi element b oznalujemo s (a, b) . Prisjetimo se i toga
da su dva uredena para jednaka kad su im medusobno jednaki prvi elementi i medusobno
jednaki drugi elementi. Prema tome je (a, b) = (¢, d) onda i samo onda kadaje a = ¢ i
b=d.

Kartezijev produkt skupova A i B, koji se oznafava s A x B (Cita se: a
kartezijanski be), jest skup svih uredenih parova (a, b), pri Cemu je a € A i
b € B, tj.

AxB={(a,b)|lacA i beB}.

Tako je, na primjer, Kartezijev produkt skupova
A={a,b,c}iB={a,pB} skup B
A X B = {(a7 a)’ (a7 ﬁ)? (b’ a)? (b’ B)’ (C’ a)? (c7 ﬁ)}7
i moZemo ga prikazati dijagramom kako je to u¢injeno | | |
naslici 1.14. Na tom su dijagramu kruZi¢ima prikazani | | }l

elementi skupa A X B. * 7777777777 }
Napi§imo za iste skupove A = {a,b,c} i B = | | |

{a, B} Kartezijev produkt B x A. Dobivamo da je a b ¢ 4

BxA={(aa),(ab),(ac) (B, a) (B, D), (B, c)}, SL 1.14.

pajeoCito AX B# B X A.

Funkcija

U dosadasnjem smo ucenju proucavali mnoge funkcije (preslikavanja) i njihova svoj-
stva. Prisjetimo se definicije funkcije i nekih osnovnih pojmova i ¢injenica povezanih s
tom definicijom.

Neka su zadani neprazni skupovi 7 i % .
Funkcija sa skupa 2 u skupu J# je postupak kojim se svakom elementu
skupa 2 pridruzuje tocno jedan element skupa ¢ .

Skup 2 je domena ili podrucje definicije funkcije. Elemente domene obi¢no opce-
nito oznacujemo slovom x i kazemo da je x argument ili nezavisna varijabla funkcije.

Skup .# je kodomena ili podrucje vrijednosti funkcije. Elemente kodomene obi¢no
op¢enito oznacujemo slovom y i kaZzemo da je y zavisna varijabla funkcije.
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Postupak kojim elementima domene & pridruzujemo elemente kodomene .2~ obi¢no
opéenito oznacujemo slovom f (pocetno slovo rijeci funkcija). Tada govorimo o funkciji
f saskupa 2 uskup J#,itooznaujemos f: ¥ — ¥ (Citase: ef sa de uka). Kada
opc¢enito promatramo vise funkcija istovremeno, onda za njihovo oznacavanje osim slova
f koristimo i druga slova, najc¢esce slova g, h, u, v ili samo slovo f s indeksima, na
prirnjs:r f17 f27 B

Cinjenicudaje y € ¢ funkcijom f pridruzen nekom x € & oznaujemos y = f(x)
pa obic¢no funkciju f saskupa Z u skup % simbolicki zapisujemo ovako:

[:92— A,y =f(x)

Ocito je da je neka funkcija odredena samo onda kad je, osim postupka f po kojem se
elementi kodomene pridruZuju elementima domene te funkcije, to¢no odredeno i koji je
skup domena i koji je skup kodomena te funkcije.

Za svaki pojedini x € 2 kaZemo da je vrijednost argumenta, pa mozemo reci da
je domena 2 neke funkcije skup svih vrijednosti argumenta te funkcije. Ako je xo € Z
jedna vrijednost argumenta funkcije f : ¥ — ¢, y = f(x), onda element kodomene %
koji je funkcijom f pridruZen vrijednosti argumenta x, oznaavamo s f(xo) ili, krade,
S yo, i kazemo da je f(xo) vrijednost funkcije f za vrijednost argumenta xo. Skup
vrijednosti funkcije f,tj. {f(x) | x € 2} zove se i slika funkcije f i obi¢no se oznacuje
s .# (prema engl. image — slika). OCito je da je uvijek & C .7 .

Kad se promatra neka odredena funkcija f, onda se Cesto njezina domena oznacuje s
9y, kodomenas ¥}, a skup vrijednosti funkcije f s .7;.

Zadavanje funkcije I

Promotrimo funkciju f : {1,2,3,4} — N, y = 2x. Postupak kojim se elementima
domene %y = {l1,2,3,4} zadane funkcije f pridruZuju elementi kodomene .7y = N
zadane funkcije dan je izrazom y = 2x . Taj izraz obi¢no nazivamo formulom i kaZzemo da
je funkcija f zadana formulom ili analiti¢ki. Isti se izraz esto piSe i u obliku f(x) = 2x
¢ime se vise istice da se funkcijom f svakoj vrijednosti argumenta x pridruzuje vrijednost
funkcije f(x). Tako dobivamo da je za vrijednost argumenta x = 1 vrijednost funkcije
f(1) = 2, za vrijednost argumenta x = 2 vrijednost funkcije f(2) = 4, za vrijednost
argumenta x = 3 vrijednost funkcije f(3) = 6 iza vrijednost argumenta x = 4 vrijednost
funkcije f(4) = 8.

Pri izraCunavanju vrijednosti funkcije pogodno je vrijednosti argumenta i odgovara-
juce im vrijednosti funkcije zapisivati u tablicu. Tako bismo za promatranu funkciju dobili
tablicu 1.1.

x |1]2]3]4
fo) 2468

Tablica 1.1.

Iz tablice 1.1. vidi se za svaku vrijednost argumenta toj vrijednosti odgovarajuca vri-
jednost funkcije f, ali samo tom tablicom funkcija f nije odredena, jer nije vidljivo jesu
li u nju uvrsteni svi elementi domene i $to je kodomena funkcije f. Koristeéi se tablicom
1.1. mogli bismo promatranu funkciju f odrediti ovako:

x | 112]3]|4

f:{1,2,3,4} =N, w2468
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Za takav nacin zadavanja funkcije kaZzemo da je tabli¢ni. Svaka vrijednost argumen-
ta x i njoj pridruZena vrijednost funkcije f(x) Cine uredeni par
y (x, f(x)). Za promatranu funkciju to su uredeni parovi: (1,2),
(2,4), (3,6) i (4, 8). Skup svih uredenih parova (x, f(x)) funk-
cije f zove se graf funkcije f i obi¢no se oznacujes I'y. Za
promatranu je funkciju I'y = {(1,2), (2,4), (3,6), (4,8)}. Pri-
kazimo T'y u koordinatnom sustavu xOy (sl. 1.15.). Za tako
dobivene, kruzi¢ima istaknute, Cetiri tocke u koordinatnom sus-
tavu xOy kazemo da su graficki prikaz promatrane funkcije f
ili, krace, graf te funkcije. Ni samim grafom I's ni grafickim
prikazom u koordinatnoj ravnini xOy promatrana funkcija f nije
odredena, jer iz toga ne moZemo zakljuciti $to je kodomena te
funkcije.
Koriste¢i se grafom mogli bismo promatranu funkciju f
odrediti ovako:

f:{1,2,3,4} =N, Iy={(1,2),(2,4),(3,06),(4,8)}.
Za takav nacin zadavanja funkcije kaZemo da je graficki. Tako smo promatranu
funkciju f odredili i analiticki i tabli¢no i graficki.
Uvjerimo se na primjerima da to nije mogude za svaku funkciju.

119

S 1.16.

Termograf je uredaj koji na traci milimetarskog papira graficki prikazuje kako se tije-
kom dana mijenja temperatura zraka. OCito se radi o funkciji kojoj je nezavisna varijabla
vrijeme od 0 do 24 sata, a zavisna varijabla temperatura zraka u ° C koja je zadana grafic-
kim prikazom (sl. 1.16.). Za domenu te funkcije uzimamo interval [0, 24] realnih brojeva
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koji odgovara vremenu od 0 do 24 sata, a za kodomenu interval [—35, 45], jer se kod nas u
termografima rabi papirnata traka koja omoguduje termografu da zabiljeZi temperature od
—35°Cdo 45°C.

Ocito je da tu funkciju ne moZemo zadati ni tabli¢no ni grafom T" (jer ima beskona¢no
mnogo vrijednosti argumenta), a ni analiti¢ki.

Promotrimo i primjer jedne funkcije koju smo prou-
Cavali u geometriji. Neka je &2 skup svih tocaka ravnine
i neka je p pravac koji pripada toj ravnini. Tada je osna
simetrija te ravnine s obzirom na pravac p kao os simetrije
funkcija, oznac¢imo je slovom s, koja svakoj tocki 7' € &
pridruZuje osnosimetri¢nu tocku 7', s obzirom na os sime-
trije p (sl. 1.17.). Funkciju s : & — £ ne mozemo
zadati ni analiticki, ni tabli¢no ni graficki ali moZemo ova-
ko: s: & — £, zasvakutocku T € & koja ne pripada
pravcu p je s(T) ona tocka ravnine & za koju je pravac
p simetrala duzine TT’, a za tocke koje pripadaju pravcu
p je s(T) upravo tocka T'. SL 1.17.

Jednakost funkcije

Kako je svaka funkcija odredena svojom domenom, svojom kodomenom i postupkom
kojim se svakom elementu domene pridruZuje tocno jedan element kodomene, za dvije
zadane funkcije

29— dpy=f(x) 1 g:%;— Hy=g(x)

kaZemo da su jednake, i to oznacujemos f = g, kadaje Py = Z,, Hy =, i f(x) =
g(x) zasve x.

Primjer 1.10. Jesu li funkcije f : Z — R, f(x) = x> i g : R = R, g(x) = x?
jednake?

>

o

SL 1.18. S 1.19.
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Ocito je da nisu jednake, jer je 7y = Z, 9, = R, a skupovi R i Z su razliciti.
Nejednakost se zadanih funkcija vidi i iz grafickih prikaza tih funkcija — funkcije f na
slici 1.18. i funkcije g naslici 1.19.

Graf funkcije g ¢ine sve tocke parabole y = x?, a graf funkcije f je skup samo onih
tocaka te parabole kojima je apscisa cijeli broj. <

Primjer 1.11. Jesu li funkcije g : R — R, g(x) =x*> i h:R — R}, h(x) = x?
jednake?

> Zadane funkcije g i & imaju jednaku domenu (i jednoj i drugoj je domena skup R
realnih brojeva) i vrijedi (Vx € R) g(x) = h(x), ali kodomene tih funkcija nisu jednake,
jer skup R{ svih nenegativnih realnih brojeva nije jednak skupu svih realnih brojeva R.
Prema tome funkcije g i & surazlicite, tj. g #h. <

Uocimo da je parabola y = x? na slici 1.19 graficki prikaz i funkcije g i funkcije
iz primjera 1.11., i ustanovimo da samo na temelju grafickih prikaza ne moZemo uvijek
zakljuciti jesu li dvije funkcije jednake ili razlicite.

Surjekcija

Primijetimo da je za funkciju g iz primjera 1.11. skup svih vrijednosti funkcije
Sy = R(}L razli¢it od kodomene %, = R te funkcije, a da je za funkciju A iz istog
primjera i skup vrijednosti funkcije .#, i kodomena te funkcije .7 isti skup Ry , tj. da je
fﬁh = t%/l .

Zabilo koju funkciju f : 2 — ", y = f(x), kojoj je skup vrijednosti funkcije
jednak kodomeni, tj. .# = %, kaZemo da je surjekcija ili da je surjek-
tivno preslikavanje (prema franc. sur — na i lat. jacere — bacati) ili da je
preslikavanje na.

1
Primjer 1.12. Je li funkcija f : R\{1l} — R, f(x) = ] surjekcija?
X

> Kako je za svaku funkciju .# C %, dovoljno je da ustanovimo je li ili nije svaki
element kodomene .#; = R zadane funkcije f vrijednost funkcije za neku vrijednost ar-
gumenta te funkcije. Oznacimo s y element kodomene .7y = R funkcije f i pokuSajmo
za svaki y € R odrediti onu vrijednost argumenta x iz domene R\{1} za kojuje y vri-

jednost funkcije. Iz y = odakle slijedidaje xy—y = 1,tj. xy = 1+, dobivamo

x—1°

— J ona vrijednost argumenta x kojoj je pridruZena vrijednost funkcije y. 1z

daje x =

I+y . . .. S
X =—= Y ocito je da ne postoji niti jedna vrijednost argumenta x za koju bi vrijednost

funkcije bio broj y = 0 € R, jer dijeljenje brojem 0 nije definirano. Dakle, broj O pripada
kodomeni .#; = R zadane funkcije f a ne pripada skupu vrijednosti .#; te funkcije.
Prema tome je .#; # .}, §to znaci da zadana funkcija nije surjekcija. Primijetimo da smo
i na drugi, kradi, nac¢in mogli za zadanu funkciju f ustanoviti da nije surjekcija. Naime,
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. 1 e N .
iz f(x) = 1 moZemo neposredno zakljuciti da f(x) ne moZe imati vrijednost O ni

za jednu vrijednost argumenta x, jer razlomak moZe imati vrijednost O samo kad mu je

brojnik jednak nuli, pa razlomak ne moze imati vrijednost O ni za koji x. <

Injekcija

Po definiciji funkcije svakoj je vrijednosti argumenta pridruZena to¢no jedna vri-
jednost funkcije i pri tome razli¢itim vrijednostima argumenta mogu, ali ne moraju, biti
pridruZene razlicite vrijednosti funkcije.

Za bilo koju funkciju f : 2 — ¢, y = f(x) kaZemo da je injekcija ili injek-
tivno preslikavanje (prema lat. injicere — umetnuti) kada ta funkcija svakim
dvjema razli¢itim vrijednostima argumenta pridruzuje razlicite vrijednosti funk-

cije, tj.
(V)C17)C2 € @) X| # xp = f(xl) #f(XZ)

Promotrimo upravo iskazano svojstvo funkcije na drugi nacin, tako da pretpostavimo
da za vrijednosti argumenta x; i x, funkcije f vrijedi f(x;1) = f(x2). Tada bi u slu¢aju
da je x| # x, dvjema razli¢itim vrijednostima argumenta bila pridruZena ista vrijednost
funkcije, jerje f(x1) = f(x2), pafunkcija f ne bi bila injekcija, a u slu¢ajudaje x; = xs,
funkcija f bi mogla biti injekcija. Na osnovi toga moZemo injekciju definirati i na drugi
nacin, pogodan za ispitivanje je li neka funkcija injekcija ili nije.

Funkcija f: 2 — ¢, y = f(x) jest injekcija ako i samo ako
(Vxi,x2 € 7) f(x1) = f(x2) = x1 =x2.

1
Primjer 1.13. Ispitajmo je li funkcija f : R\{l} — R, f(x) =
X
1.12. injekcija.

1 iz primjera

1
xlfl

1
> Zazadanu funkciju f je f(x;) = i flxy) = —
X2 —

1 1
o) =fn) = =g

$to znaci da je ta funkcija injekcija. <

— x—1=x1— 1 = x; = x»,

Bijekcija

1
Istaknimo da funkcija f : R\{1} — R, f(x) = 1 koju smo promatrali u pret-
T

hodna dva primjera jest injekcija, ali nije surjekcija. U sljedeCem ¢emo primjeru vidjeti da
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1
Primjer 1.14. Ispitajmo je li funkcija f : R\{0} — R\{1}, f(x) = injekcija
i surjekcija.
x;+1 X2+ 1
X1 - X2

> flx1) = flx) =

pa je zadana funkcija f injekcija.
Oznadimo s y element kodomene #; = R\{1} zadane funkcije i pokusajmo za
svaki y odrediti onu vrijednost argumenta x za koju je y vrijednost funkcije. Tada iz
1 1
s = y-—x=1=xy-1)=1 = =5
y—
vidimo da odgovarajuca vrijednost argumenta x postoji za svaki realni broj y izuzevsi
y = 1, pa je skup vrijednosti funkcije %y = R\{1} = J#, tj. zadana funkcija f je i
surjekcija. <

= X1X2 +X2 =X1X2 +X] = X| = X2,

y =

Kako u matematici funkcije koje su i injekcije i surjekcije imaju mnogo veéu ulogu
nego one koje su samo surjekcije ili samo injekcije, za njih se uvodi i poseban naziv.

Za funkciju f : 9 — 2, y = f(x) kazemo da je bijekcija ili bijektivno
preslikavanje (prema lat. bi — dvaput, jacere — bacati) kada je ta funkcija i
injekcija i surjekcija.

Zadaci I

1.1. Nekaje A={1,2,3,4,5} i B={2,4,6,8}. Jesu li istinite sljedece tvrdnje:

a) 2€A; b) 2 € B; c) 6€EA; d) 6 €B; e) 0eA?
1.2.  Nekaje X ={1,2,3,4} i Y = {2,4, 6,8} . Jesu li istinite sljedece tvrdnje:

a) 1¢X; b) 1¢7; c) 2¢X; d 2¢Y; e) 3¢X?
1.3. Zapisite navodenjem svih elemenata skupa:

a) skup djelitelja broja 24;
b) skup visekratnika broja 3 manjih od 20;
¢) skup parnih brojeva vecih od 10 i manjih od 25;
d) skup neparnih brojeva koji nisu manji od 11 i koji nisu veéi od 25;
e) skup svih prostih brojeva koji nisu veci od 19.
1.4. Zapisite navodenjem svih elemenata skupa:
a) A={xeN|3<x<10}; b) B={xeN|5<x<12};
¢) C={xeN|(x—4)(x—2)=0}; d) D={xeN|(x+3)(x—-3)(x+2)=0};
© E={xeZ|x*(x—2>*x+4=0}; f F:{x€Q|x:%, ne€NIi5<x<10}.
1.5. Neka je S = {x | x je djelitelj broja 6}. Koliko elemenata ima taj skup? Jesu li istinite
sljedece tvrdnje:
a) 1e€S; b) 2¢8S; ¢) 3€S; d) 4¢5,; e) 5€8§?
1.6.  Nekaje A = {y |y je cijeli broj manji od 0}, B = {y | y je prirodan broj manji od 0},

C ={y |y jecijeli broj manji od 10} i D = {y | ¥ je prirodan broj manji od 10} . Koji je
od tih skupova prazan skup?
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1.7.

1.8.

1.9.

1.10.

1.11.

1.12.

1.13.

1.14.

1.15.

Zadan je skap S = {-5, —-2.5,—-1,-0.5,0,0.5, 1, 3, 3.5, 5} . Odredite podskup skupa S
kojeg su elementi:

a) prirodni brojevi; b) cijeli brojevi; ¢) racionalni brojevi.
Neka je S = {5, 6,9, 10} . Jesu li istinite sljedece tvrdnje:

a) {5} CS; b) 0CS;

c) {456} CS,; d) SC{5¢6,7,8,9,10}?
Neka je A = {x | x je paran broj } . Jesu li istinite sljedece tvrdnje:

a) 0 CA; b) ACO;

© {2,4,12,32} CA; d) AC{2,4,6810,12,...}?

Neka je A = {2, 3,5, 7}. Odredite sve podskupove skupa A. Koliko elemenata ima skup
kojega su elementi svi podskupovi skupa A ?

Jesu li jednaki skupovi:

a) A={0,1,2,3,4} i B={4,3,2,1,0}; b) S={a,b,c,d,e} i T=1{ab,cd};
¢) X=40,2,4,6}iY=1{0,20,40060}?

Odredite partitivni skup 22(S) ako je S = {1,2,3}.

Odredite uniju skupova A i B ako je:

a) A={2,4,6,8,10} i B={3,6,9};

b) A ={4,8,12,16,20} i B= {x | x je viSekratnik broja 3 manji od 20} ;

c) A={1}iB=10.

Na sljede¢im Venn-Eulerovim dijagramima osjencajte AU B:

a) b)
A u U | 4
B
c) d)
A u u
/40
B

Odredite presjek skupova A i B ako je:

a) A=1{57,9,11,13,15} i B={5,7,9};

b) A = {x | x je paran broj manji od 40} i B = {x | x je paran broj };
¢) A=01i B={x|x jeplanina u Hrvatskoj } .
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1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

1.21.

Na sljede¢im Venn-Eulerovim dijagramima osjencajte A N B:

a) b)
A4 u U | 4
B
c) d)

'S
<

O

Neka je A = {x | x je viSekratnik broja 4 manji od 25}, B = {x | x je djelitelj broja 10},
C = {x| x jeparan broj } i D = {x | x je visekratnik broja 8} . Koji su od tih skupova po
parovima disjunktni?

Nekaje A = {2,4,6,8)}, B={1,2,3,4,5} i C = {1,2,4,8}. Odredite:

a) (AUB)NC; b) (ANB)UC; ¢) AN(BUC).

Odredite A\B ako je:

a) A={2,4,68,10,12} i B= {4,812, 16};

b) A={58 1321} i B= {5, 10, 15,20} ;

¢) A= {x|x je viSekratnik broja 7 manji od 30} i B = {15, 18, 21, 24} .

Odredite B\A ako je:

a) A={2,4,68,10,12} i B= {4,812, 16};

b) A={58 1321} i B= {5, 10, 15,20} ;

¢) A= {x|x je viSekratnik broja 7 manji od 30} i B = {15, 18, 21, 24} .
Na sljede¢im Venn-Eulerovim dijagramima osjencajte A\B:

a) b)

A4 u U
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1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.
1.27.

1.28.

1.29.

c) d)

O

Neka je A = {x | x je djelitelj broja 36}, B = {x | x je kvadrat prirodnog broja } i
C = {x | x je visekratnik broja 4 manji od 40} . Odredite:

a) (ANB)\C; b) (A\B)NC; c) (A\B)UC.
Nekaje = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10} univerzalni skup. Odredite A€ ako je:
a) A={1,234,5}; b) A=1{2,4,68}: ¢ A=1{1,4,7,809}.

Neka je % = {x | x je prirodan broj manji od 50} univerzalni skup. Odredite A€ UB ako

je:

a) A = {x | x je prirodan broj manji od 40} i B = {x | x je viSekratnik broja 5 manji od 50} ;
b) A=% i B=1{2,8}.

Odredite Kartezijev produkt X x Y skupova:

a) X=1{1,2,3,4} i Y = {a, b};

b) X={x,y,z} i Y={a,b,c};

¢ X={oa, B} iY=1{1,2345}.

Odredite Kartezijev produkt Y x X skupova iz zadatka 1.25.

Provjerite je li f funkcija:

11231475

a) f:{1,2,3,45 —N, = ;

) fid } fx) (246810
1l2]3]4]s

b) £:{1,2,3,45 —N, -~ ;

) fi } o) (2142810
12]2]3]4] 5

o f:{1,2,3,4,5 =N, ;

VL34S =N T e s [ 8 | 10

x [1]2]3]4]5s

d) f:{1,2,3,45 —N, ;

) fiAL Sh = o 1lols5]7]s
1213745

e f:{1,2,3,45 —N, =X ;

) i } f) [ 5]s5]s5]5]s
12]3]4]s

£) f:{1,2,3,45 —N,—=~

) fid } fx) |1 ]2]3]47s5

Je li zadano pridruzivanje funkcija:

a) f:N—=N, f(x)=x+1; b) f:N—N, f(x)=x—1;

O fiZ—7Z, f(x)=x—1; d)f:Z—»Z,f(x):%c?

Jesu li funkcije f: N — N, f(x) =3x i g:N— N, g(x) = x + 3 jednake?
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1.30.

1.31.
1.32.
1.33.

1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

1.39.

1.40.

1.41.

1.42.

Jesuli funkcije f:Z — Z, f(x) =2x i g: N —Z, g(x) = 2x jednake?

Jesu li funkcije f: Q — R, f(x) =x> i g: Q — Q, g(x) = x° jednake?
Odredite tablicama sve funkcije f: {1,2} — {1, 2}.

Zadani su skupovi A = {a, b, ¢,d} i B=1{1, 2,3}, ifunkcija f : A — B tablicom

x |al|b|c|d
fx) |1 [2]3]2

a) Je li funkcija f surjekcija?
b) Jeli funkcija f injekcija?
¢) Jeli funkcija f bijekcija?
Zadani su skupovi A = {a, b, ¢,d} i B={1,2,3,4},ifunkcija f : A — B tablicom

x |al|b|c|d
fx) | 4131214

a) Je li funkcija f surjekcija?
b) Jeli funkcija f injekcija?
¢) Je li funkcija f bijekcija?
Zadani su skupovi A = {1,2,3} i B={4,5,6},ifunkcija f: A — B tablicom

x |[1]2]3 ]
f l6lals |

a) Je li funkcija f surjekcija?
b) Jeli funkcija f injekcija?
¢) Je li funkcija f bijekcija?
Jelifunkcija f: Z — Z, f(x) =x—2:

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) bijekcija?
. .. 1

Je li funkeija f: Q\{1} — Q. f(x) = o1

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) bijekcija?

Je li funkcija g : N — N, g(x) =x+ 1:

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) bijekcija?

Je li funkcija g : N — Z, g(x) = —x:

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) bijekcija?

Jeli funkcija f: Z — Z, f(x) = —x:

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) surjekcija?

Je li funkcija g : Z — ZF, g(x) = 2x*:

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) bijekcija?

1
Je li funkcija i : N , h(x) = :
e li funkcija — Q, h(x) il

a) surjekcija; b) injekcija; ¢) bijekcija?



