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3.1. Polinomi

U ovom ¢emo poglavlju upoznati slozenije nacine zadavanja funkcija, upoznati
neke nove elementarne funkcije i koristiti ih u diferencijalnom i integralnom
racunu.

Medu svim elementarnim funkcijama najjednostavniji su polinomi. Njihovase
vrijednost moze izraCunati s pomotu konatno mnogo elementarnih operacija
Zbrgjanjai mnozenja. No, zbog toga su polinomi iznimno vazni, jer ponasanje
mnogih drugih funkcijaistrazujemo dovodeti ih u vezu s polinomima.

U ovom ¢emo poglavlju upoznati neka dodatna svojstva polinoma.
Bilo koji polinom stupnja n zapisujemo ovako:

P(z) =anz"+ an_ 12" 1+ ... + a1z + a.

Koeficijenti polinoma ag, a1, . . . a, mogu biti realni ili kompleksni brojevi. Ko-
eficijent a, senazivavodeti koeficijent, i onjerazlicit od nule.

Nekaje z; realanili kompleksan broj. Dijeljenjem polinoma P(z) spolinomom
z — z; dobiva se kvocijent Q(z) — polinom stupnja n — 1. Kao rezultat dije-
ljenja moZe se pojaviti i ostatak, realni ili kompleksni broj ry. Ta se operacija
moze napisati formulom:

P(z) = Q(2)(z—z) + 1. (1)
Stavimo z = z; u ovu formulu. Dobit éemo: P(z;) = r1. ZakljuCujemo daje
broj r1 upravo vrijednost polinoma P(z) utocki z = z;. Dakle, za svaki broj
zy vrijedi
P(z) = Q(z)(z— z) + P(z).

Posebice, ako je z; nultotka polinoma P(z), ondaje P(z;) = 0 padobivamo

P(z) = Q2)(z-2).

Kriterij djeljivosti polinoma ‘
Ako je z; nultoctka polinoma P(z), on je onda djeljiv polinomom
Z—177.




Zapolinom P(z) = Z* + 22 — z — 2 vrijedi P(1) = 0. Dakle z; = 1
jenjegovanultocka, paje polinom djeljivs z— 1. Nafinimo dijeljenje:

A 4+28-72-2:72-1=2+32+3z2+2

-7

3B—z-2
328 — 372

32 —z-2

322 -3z

22— 2

22— 2

0

Time smo dobili:
P(z) = (Z2+32+32+2)(z—-1).

Imali svaki polinom nultocku? Odgovor je negativan, ukoliko takve nultocke

trazimo u realnim brojevima: polinom z2 + 4 nema realnih nultocki. Razlog
uvodenja kompleksnih brojevalezi upravo u tome %o u skupu C svaki polinom
ima nultocku. Tako je, naprimjer, z; = 2i nultotka ovog polinoma.

“Osnownistavakalgebre SR

Svaki polinom stupnja n > 1 (srealnim ili kompleksnim koeficijen-
tima) ima nultocku u skupu kompleksnih brojeva.

Ova je tvrdnja vrlo duboka, i svaki njezin dokaz* potpuno je netrivijalan. Po
tehnici, oni izlazeizvan okviraelementarne matematikei mi ih ovdje ne mozemo
navoditi. Sam seizrijek zbog svoje vaznosti naziva osnovni stavak algebre.

—_— —

Nekaje P(z) bilokoji polinom stupnja n > 1:

P(z) = an" + an_12" 1+ ... + gz + ag. (2)

Po osnovnom stavku algebre, onimanultocku z; . Pokazali smo dajetada P(z)
dieljivsa (z— z;) . To znaci dapostoji polinom P, 1(z) stupnja n—1 takav da
vrijedi

P(2) = (z—21)Pn-1(2). (3)

Akoje n > 2, ondaje P, 1(z) stupnjabarem 1i mozemo ponovno primije-
niti osnovni stavak algebre natgj polinom: postoji kompleksni broj z, koji je

1 Prvi dokaz je izveo Gauss.
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nultocka polinoma P,,_; . Jasno je daje taj kompleksni broj ujedno i nultoCka
polinoma P(z), i, kako je P,_1(z) djeljivsa (z — z,), vrijedi relacija

P(z) = (z—21)(z— 22)Pn2(2) (4)
zaneki polinom P,,_»(z) stupnjan— 2.

Nastavljajuci ovaj postupak na koncu temo dobiti formulu

P(2) =(z—2)(z—-2)...(2— z)Po, (5)
gdie je Py polinom stupnja 0, dakle, broj. Usporedbom vodeteg koeficijen-
ta (uz potenciju z") polinoma P(z) u formulama (2) i (5), vidimo da je ta
konstanta Py upravo koeficijent a,. Time smo pokazali sljedece.

|
Svaki se polinom stupnja n > 1 moze faktorizrati nasljedeci nacin:
P(2) =an(z-2)(z2-2)...(2- ), (6)
gdjesu zy, ..., zy njegove nultocke.

Dakako da se neki medu brojevima z;, . . ., z, mogu podudarati. Za nultocku
koja se u ovom prikazu pojavljuje viSe puta kazemo da je viSestrukaili daima
kratnost onoliku koliko se puta pojavljuje u tom prikazu.

Broj nultocaka polinoma ‘ |

Polinom stupnja n ima n nultoCaka, brojeti njihovu kratnost.

B Viéteove formule IR

| zjednatimo oba dobivena prikaza:

an(z—2)(z2-2) - (z2—z) =an +ay 127+ ... taz+a.  (7)
PomnoZzimo faktore s lijeve strane i izjednaCimo Kkoeficijente uz istovjetne po-
tencije. Dobit ¢emo sljedete jednakosti koje moraju zadovoljavati nultocke
polinoma:

an—1
Hu+zo4 .. 7= ———=
k an

zlzz+...+zlzn+2223+...+zzzn+...+zn_1zn:%

n@

a
Ove se formule nazivaju Vieteove! formule. U drugom retku nalazi se zbroj
svihumnozakadvajubrojeva z;, z (i # j), utreCemretku zbroj svih umnozaka
od po triju takvih brojevaitd.

2122y = (—1)

1 Frangois Viéte (1540.-1603.), francuski matematicar.




Napisimo Vieteove formule za polinome stupnja n = 2, 3, 4. Dobit
cemo sljedete formule, koje ispisujemo oznacavajuci koeficijente na
nacin uobicajen za polinome mal og stupnja.

« Zapolinom drugog stupnja
P(z) = az? + bz + ¢,
formule glase:

b
Ht2p= =5

217p =

O

» Zapolinom treceg stupnja
P(2) = aZ® + bZ? + cz+ d,
formule glase:

b
7 +2p+23=——,
a

©

217y + 7123 + 273 = a,

d
212773 = —a.

« Zapolinom Cetvrtog stupnja

P(z) =a' + b2+ cZ +dz+e
formule glase:

b
21+22+23+Z4:—5_,

c
2179 + 2173 + 2124 + 273 + ZpZ4 + 7374 = a’
d
217973 + 217974 + 717374 + 737374 = Y
21207374 = €
1222324 = =

B Nultocke polinoma s realnim koeficijentima [N |

Sve §to smo dosad rekli odnosi se na polinome s po volji odabranim koeficijen-
tima, kako realnim (ili cjelobrojnim!), tako i kompleksnim. Medutim, ako su
koeficijenti polinomarealni, o njimase mozere€i neSto vide. Pokazimo najprije
jedan pomotni rezultat.
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PokaZzimo da za svaki polinom P s realnim koeficijentima vrijedi

Vrijedi z1z, = 71 - Zo; odavde je indukcijom (z") = (2)". Kako su
koeficijenti ay realni, zasvaki k vrijedi ax = ay. Zato

PZ)=an(2)"+... +ayZz+ag=anZ"+ ... + a4z + ap = P(2).

Ovaformulaimasljedetu vaznu posljedicu:

" Kompieksne nliotke dolaze  parovima |

Akoje P polinom srealnim koeficijentima, i z € C njegovanultocka,
ondajei z nultockaistog polinoma.

Zaista, ako je z nultocka, ondavrijedi P(z) = 0, pastogai P(z) = 0. Odavde
dijedi P(z) = 0 tejei z nultotkaistog polinoma.

Kazemo da nultoCke polinoma s realnim koeficijentima dolaze u kompleksno-
konjugiranim parovima.

Odredimo rjeSenja jednadzbe
P(x) =x*+ 23+ 3%+ 2x+2=0,
Zngjuci daje jedno njezino rjeSenje broj i .

Broj i zaistajest rjeSenje:
i+ 2%+ 3242 42=1-2-34+2+2=0.
Zato je, budu¢i da polinom ima realne koeficijente, broj —i takoder
njezino rjesenje. Stogaje polinom P djeljivs (x —i)(x +i) = X + 1.
Ucinimo naznaCeno dijeljenje:
O 42 43 +2x +2 ) S (2 + 1) = X2+ 2x + 2
x4 +x2
2x3 +2x% +2x +2
2x3 +2X
2x? +2
2x2 +2
-0

Druge dvije nultocke dobivamo rjeSavajuci jednadzbu
X+ 2x+2=0,
odakleje x3= —1+1i,Xx4=—-1—1.




Zadaci 3.1.

1.

10.

Provjeri je li zadani kompleksni broj z rjeSenje
jednadzbe:

1. 2-222422=0,z=1+i;

2. 2 -58+42+22-8=0,z=1-1i.
Zakoje ¢e vrijednosti parametra a nultocke po-

linoma P(x) = (a+ 5)x* — 2ax + (a— 1) bii
kompleksne?

Odredi koeficijent b i preostale nultocke polino-
ma P(x) = x3 — 3x2 + bx — 6 ako je 3 jedna
njegova nultocka.
Odredi polinom s cjelobrojnim koeficijentimai-
jajenultotka x1 = V2 + /3.
Broj z = 1+ i jedno je rjeSenje jednadzbe
37" — 58 + 3224+ 4z— 2 = 0. Odredi sva
ostalanjezinarjeSenja.
Odredi nultotke polinoma f(x) = 3x8 — 6x° +
8x* + 14x3 — 33x2 — 4x + 10, znajuéi da je
f(1—2i)=0.
Odredi nultogke polinoma f(x) = x* + 2x3 —
2x? + 2x — 3 zngjuéi daje (i) = 0.
Uvjeri sedajebroj i nultockapolinomai u broj-
niku i u nazivniku razlomka

= D A A

24 -528+522-52+4
Potom skrati razlomak.

Rijes jednadzbe;
1. 22— 4iz—7—4i =0;
2. 22-z+1+i=0.

U skupu C rijes djedece jednadzbe. RjeSenja
napiS u trigonometrijskom obliku.

1. 2 - 46+i)z+3(8i—-1)=0;
2. 22+ (10i—7)z—11—-41i =0,
3 iZZ+(4i—3)z+i—5=0.

11.

12.

13.

14.

15.

U skupu C rijeSi sljedete jednadzbe:

1 Z+2+1=0;

2. (z+1)°2+i(z+22=0;

3 (z—iP¥=i(z+0)3

4 (z+1?%+i(Z2+2?%=0

5. 2 —(5—14i)22 — 2(5i + 12) = 0.
Rijes jednadzbe:

1. (3-i)= - 4+8i;

2. 2+72+1=0;

3 £+22-1=0

AL by A vl el (O

5. (1+i)2*—(1—i)z=0.

Odredi rjeSenjajednadzbe

1. 28 -2 +4=0, z iz prvog kvadranta;
2. 84228 +4=0, z iz getvrtog kvadranta;

g (@+16° _ (=V3—il

2V3-2  1-V3
AL by S eyl )= (O
ARl :
5. 7 5: 6 = = (L
2(cos 5 +1isinys)
73 3
6. (E—z) +8=0, z iz treteg kvadranta.

Odredi (kompleksne) koeficijente a, b, ¢ poli-
noma f(z) = Z° + az® + bz + ¢ tako da bude
f(1) = 8+16i, f(—1) = 16—8i, f(i) = 0. Po-
tom rijesi jednadzbu f(z) = 0. lzracungj realni
i imaginarni dio svakog rje3enja.

Pokazi dasepolinom P(z) = 82*—823+27z—27
moze napisati u obliku P(z) = (z—1)Q(z), gdje
je Q(z) polinom treteg stupnja koji treba odre-
diti. RijeS uskupu C jednadzbu P(z) = 0.
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3.2. Implicitno zadane funkcije. Relacije

I Implicitno zadavanje funkcije | NRNREREEET

Skup svih to€aka (x, y) koje zadovoljavaju jednadzbu
X +y?=1 (1)

predstavlja kruznicu u ravnini R?, sa sredidtem u ishodi&tu. Kako ova krivulja
ne zadovoljavavertikalni test, ona ne odreduje funkcijsku vezu izmedu varijabli
X i y. Jednoj vrijednosti varijable x odgovaraju dvije vrijednosti za y .

2 2_—
Xy ! ylzm

N Y
N NI

No=TV1-22 2 V==V1-x2

Nacini odredivanja funkcijske veze iz relacijske zavisnosti.

Racunajuti y iz (1) dobit temo te vrijednosti, dane izrazom

Y12 = +4/1—x2.
Odaberemo li za svaki x pozitivan predznak u ovom izrazu, time je definirana
funkcija kojoj je graf gornja polukruznica. Ta polukruznica zadovoljava verti-

kalni test, jednoj vrijednosti varijable x odgovaratoCno jedna vrijednost za y .
Ona je odredenaformulom

y=fi(X) = V1-x2 -1<x< 1

Donja polukruznica odreduje funkcijsku zavisnost

y:fz(X>:—\/1—X2, -1<x<1l

KaZemo dajeformulom x2+y? = 1 danaimplicitna vezavarijabli x i y ili da
je y zadanaimplicitnom formulom. Tu implicitnu formulu mozemo prikazati
u obliku nultocke funkcije dviju varijabli:

F(x,y) =x4+y>—1=0.

RjeSavanjem ove jednadzbe po varijabli y mi odredujemo eksplicitnu for mu-
[u (funkcijsku vezu varijabli x i y). Jednoj implicitno zadanoj funkciji moze
odgovarati nekoliko (pa €ak i beskonatno mnogo) eksplicitnih formula.
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Formulom
F(x,y)=Ax+By+C=0

zadanajeimplicitna jednadzba pravca.
Cimje B # 0, ova pravac nije paralelan s y osi pa zadovoljava ver-

tikalni test. To zna€i da je ovom implicitnom formulom definirana
funkcijskavezakoju lako nalazimo iz jednadzbe pravca:
A C

y:—EX—E

Time smo dobili eksplicitnu jednadZbu pravca.

Jeli formulom
& —e¥ «
&+ey
definiranavarijabla y kao funkcijavarijable x ?

Da bismo odredili postqji li funkcijskaveza, moramo rijesiti jednadzbu
po nepoznanici y. MnoZenjem s nazivnikom i sredivanjem, dobivamo
ekvivalentnu jednadzbu

& —e YV =x(+e7),
& —1=e¥x+x,
Y(1-x)=1+x,

Y 1+Xx

T1-x
. 1In 1+x
y=3 1—x)°

Dakle, y jefunkcijavarijable x. Sto je podrugje definicije ove funkci-
je?

B Relacije INNNNNNENNNN————

Pojam relacije opteniti je od pojmafunkcije. Govorili smo npr. orelaciji poretka
X <y naskupu realnih brojeva. Takoder, s pojmom relacije upoznali smo se
pri proucavanju geometrijskih pojmova poput paralelnosti. Sto je to relacija?
Kakvaje vezaizmedu relacijai funkcija?
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Zadatak 1.

Nekasu A i B neprazni skupovi. Kartezijev umnozak skupova A i
B je skup svih uredenih parova:

AxB={(ab), acA beB}.
Svaki podskup p kartezijevaumnoSka A x B zove serelacja.

Za element a € A kaZzemo da je u relaciji p s elementom b € B,
ondai samo ondaako je (a, b) € p.

Poseban slucaj nastupakad se skupovi A i B podudaragju:

CRelasianaskopu s T

Relacija na skupu S je bilo koji podskup p kartezijevog umnoska
Sx S.

Zarelaciju p kazemo daje binarna relacija naskupu S.

Za dljedete dobro poznate relacije odredi &to je pripadni skup S na kojem su
definirane:

1. Relacija“biti podskup”, A C B.

2. Relacija“biti djeljiv’, m | n.

3. Relacija“biti okomit”, p L q.

4. Relacija“biti incidentan” (lezati na), A € p.

Nekaje S= [0, 1] . Koji podskup K artezijevog umnoska Sx S odreduje
relacijamanjeili jednako?

Umjesto xpy piSemo kako je uobi¢ajeno x < y. U relaciji e biti svi
parovi toCaka (X, y) koji se nalazeiznad pravcay = x:

Relacija < na skupu [0, 1].
Za svaku tocku s trokuta istak-

S nutog sa slike vrijedi x < y.
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Odredi podskup ravnine odreden relacijom
p={(x2:x+lyl <1}

Pogledajmo najprije koje tocke iz prvog
kvadranta pripadaju ovoj relaciji. Tu je
X > 0,y > 0 pavrijedi |X| = x,
ly| = y. Zato uvjet prelazi u

X+y<1

a njega zadovoljavaju sve tocke ispod
pravcay = —x + 1.

Sli¢no, zatoCke iz drugog kvadrantamo-
ravrijediti

—X+y<1
jer je u drugom kvadrantu apscisa negativna, a ordinata pozitivna. Re-
laciji pripadaju tockeispod pravcay = x + 1.

Na isti se natin odrede podskupovi u preostala dva kvadranta. Tako
relacija odreduje kvadrat nacrtan nadlici.

Nakartezijevom umno3ku R x Z definiranaje relacija p ovako:
XY)EP < Yy<X+1AYy=X

Uvjeri sedaje cijeli broj y u relaciji s realnim brojem x ondai samo

ondaako je y najvetecijelo od x (najveti cijeli broj koji nije veti od

x ). Dakle, ovarelacija odreduje y kao funkciju u ovisnosti od x.

Svaka funkcijskaveza odreduje relaciju. Nekaje f : A — B funkcija.
Definirgimo relaciju p na A x B ovako:

p={xy)y="1fx}
Vidimo dafunkcija odreduje relaciju koja je opisana grafom funkcije.

Svaka funkcija odredu-
je relaciju izmedu x i

x A y.
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B Primjeri relacija INNEEBMENN—

Razlicite relacije na nekom skupu mogu imati zajednicka svojstva. Sljedeta su
narocito vazna:

H

Kazemo daje relacija p naskupu S

smetricna, akoiz (x,y) € p dijedi (y,x) € p,
antismetricna, akoiz (x,y) € p i (y,x) € p dlijedi x =y,
tranzitivna, ako vrijedi

(X,y)€p, (V.20 Ep = (X, 2) € p.

refleksivng, akoje (x, x) € p zasveki x € S.

Svaka simetricna relacija
definira podskup zrcalno Si-
metri¢an s obzirom na di-

jagonalu Kartezijev ro-
tula, jergp

Nekaje S= [0, 1], interval u skupu realnih brojeva. Relacijabiti jed-
nak natom skupu odredujepodskup D kartezijevogumnoSka Sx S. Tu
relaciju obi¢no oznatavamo s = i pisemo x = y umjesto (X, y) € p.
Ovaje relacija simetricna, tranzitivnai refleksivna

y)ep

Relacija jednakosti na
skupu [0,1]. X iy su
(xy)ep u relaciji ‘biti jednak’
onda i samo onda kad
|eze na dijagonali ovog

S kvadrata.
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Nekaje S= [0, 1] . Natom skupu uvodimo relaciju: biti blizak. x i y
su bliski, ako vrijedi

X—y] < =

Nacrtgj ovu relacijul.

Relacijaje ekvivalentnas dvije nejednakosti:

Lo yes
3 y<3

Sad se lako odredi podskup zadan ovim uvjetima.

1
[x-yl<3

Uvjeri sedaje ovarelacijasimetricnai refleksivna. Primjerom pokaZi
danijetranzitivna

| | l

Zardaciju R kazemo da je relacija ekvivalenci| e ako je ona reflek-
sivna, simetricnai tranzitivna.

Relaciju ekvivalencije Cesto oznaCavamo simbolima = ili ~. Tako,
umjesto (x,y) € p pisemo x =y ili x ~ y.

Zadatak 2. Naskupucijelih brojevadefiniranajerelacija: (x,y) € p ondai samo ondaako
jerazlika x — y djeljivaprirodnim brojem n.

Uvjeri se daje ovime zadanarelacija ekvivalencije.
Zadatak 3. Pravilo $portskog savezautvrduje dazaneki klub smije nastupiti samo igrac koji

jeregistriran zata) klub. Jedan igra€ ne moze biti u istom trenutku registriran za
viZe klubova. Broj registriranih igrata svaki klub utvrduje po svojoj volji.

Na skupu svih registriranih igraCa definirana je relacija ~. Dva su igrata u
relaciji ako su registrirani zaisti klub. DokaZi daje ~ relacijaekvivaencije.
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—_— -

U skupu realnih brojevapoznatanam jerelacijaporetka < . Preko njezinih svoj-
stavamogu se definirati relacije sa dlicnim svojstvimai na drugim skupovima:

| Relacije poretka 1

Relacije poretka odredene su sljedetim svojstvima:

XPX refleksivnost
Xpy AYypz —> Xpz  tranzitivnost
XpYy AYypX =—> X =Yy antismetricnost
X#Yy = xpy Vypx (aineohoje!)

Zadatak 4. Nekaje X bilo koji skupi S = 22(X) njegov partitivni skup (skup svih pod-
skupovaod X). Na S je definiranarelacija C biti podskup. Kojatri od gore
navedena Cetiri svojstva zadovoljava ovarelacija?




Zadacl 3.2.

IMPLICITNO ZADANE FUNKCIJE. RELACJE

Kojaod dljedetih jednadzbi odreduje y kao funk-
cijuod Xx:

1 3x+2y=1; 2. x=y2-3;

3 x2=y3-3; 4. x2+3xy+y2=8;

5 x=Y—1. 6. x =10V — 107V ?
y+1

NapiSi vezu varijabli u eksplicitnom obliku.

Pretvori u eksplicitni oblik y = f(x) implicitno
zadane funkcije:

1 xy+x°=y; 2. xy2=x-1;

3. 2*Y -3=0; 4. eV =x;

5. logx +logy =1; 6. Ingzl—x.

Pretvori u eksplicitni oblik y = f(x) implicitno
zadane funkcije:

L x+yl=2y; 2. x|x =1 +2y=0;
3 Xly+y=x; 4. |X| +xy = X.
Svaku od ovih realnih funkcija prikazi graficki u
pravokutnom koordinatnom sustavu.

_— —

Graficki prikazi sljedete podskupove p skupa
R xR:

1L p={(xy):xy=0};

2. p={(xy):x*—y?=0};

B p={Xy) x+ X =y+Iyl};
4 p={(Xy) x=[X=y—I|yl};
5 p={(xy)  x|x| =Vylyl};

6. p={(xy):x2+y2=0};

7. p={(xy): x> 1};

8 p={(xy):y<2};

9. p={(xy):xy<0};

10. p={(xy):y*>V}.

10.

11.

Graficki prikazi skup A x B, A = (1,6],
B=[-1, 2), teodredi relaciju p C A x B:

1 p={(x,—-1):x€A};

2. p={(3y):ye€B};

3. p={(xy):3x+ by =13};

4. p={(xy):2x—3y>9}.

Graficki prikazi skup A x B, A = [-1 3],
B =[-2, 2], pazatim odredi relaciju pCA X B:
L p={(xy):y-1=0};

2. p={(xy):x=1};

3 p={(xy):y=x-1};

4. p={(xy): X +y?><1};

5. p={(xy): X2 +y?>4};

6. p={(xy): (x-1)2+y2 > 4}.
Naskupu A%, A = [—2, 2] odredi relaciju p ako

®

(xy)Ep <= |x|+]y| > 1.

Naskupu A2, A = [1, 5], odredi relaciju p tako
daje (x,y) €p < |x—=2|+|y—3 < 2.

Graficki prikaZi relacijep C AxB, A= [—4,4],
B =[-2 2 akoje (x.y) € p <= ly|=[2—|x||.

Akoje A= [-1 4], B=[-2, 3], odredi relaciju
p C AxB stimdaje (x,y) € p < |[x—y|>2.
Koje su od sljedecih rel acijarel acije ekvivalenci-
je

1. Relacija“biti paralelan” naskupu svih pravaca
u ravnini.

2. Relacija“biti okomit” naistom skupu. ravnini.

3. Relacija “biti jednak” na skupu realnih broje-
va.

4. Relacija “biti djéjiv s 5" na skupu cijelih
brojeva.

5. Relacija “biti manji ili jednak od” na skupu
racionalnih brojeva.
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3.3. Transformacije grafa funkcije

Pretpostavimo da smo na grafu funkcije f na€inili neku transformaciju, poput
zrcaljenjasobzirom naneku koordinatnu osili transl acije zazadani vektor. Time
smo dobili graf neke druge funkcije; oznatimo jes f*. Kojajeto funkcija?

I Translacija grafa N

Graf parabole y = a(x—Xxg)?+Yo dobivamo translacijom grafaparabole
y = ax? tako danjezino tjeme iz ishodi&ta prijede u tocku (o, Yo)

y 2
. y=a (x-xo) +yy
N g ‘ Translacijom grafa
\ / (ro.30) parabole y = ax?
o LUA | x dobiva se graf pa-
0 Xo rabole y = a(x —
x0)2+ Yo-

—_— —

Postavimo opcCenitiji problem. Nekaje y = f(x) graf poCetne funkcije. Kojoj
funkciji odgovaragraf trandatiran za vektor az’ + by ?

NajlakSe €emo odgovoriti na ovo pitanje ako funkcijsku vezu napiSemo u impli-
citnomobliku: F(x,y) = 0. Totka (x, y) lezi nagrafu I's funkcijeakoi samo
ako vrijedi F(x,y) = 0:

(x,y) €Tt < F(x,y)=0.

Trandatirani graf oznaCavat cemo s I'* ili s Ty« . Totka (x,y) lezi natranda
lezin

tiranom grafu ondai samo onda ako tocka (x — a y — b) leZi nagrafu pocetne
funkcije. Zato moZzemo napisati:

(X,y) €Ty <— (Xx—ay—a el < Fx—ay—hb)=0.
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(x.y) e

,—” Ff ~ e
0, e Tocka (X,y) lez na
(-a, y-b) grafu I's= ondai samo
X onda ako (x—a,y—h)
leZ na grafu Ty .
o . 1 . o .
Primjer 2.  Nekajey = ™ racionalnafunkcija. Napisimo tu vezu u obliku

1
Fxy)=y-_=0
Translacijom grafa za vektor 27+ 7 dobit cemo graf funkcije
1

F(X—Z,y—:l.):y—:l.—szzo7

Graf funkcije f(x) = % dobiva se translacijom

hiperbole y = % za vektor 27+ 7.
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[
Funkcija kosinus dobiva se iz funkcije sinus translacijom grafa ulijevo
za %, dekle za vektor —Z7. Zato tocka (x,y) lezi nagrafu funkcije
kosinus ondai samo onda ako (x + %, y) lezi nagrafu funkcije sinus.
M ozemo napi sati
y =C0SX <= y=sn(x+ %),
odakle dijedi
sin(x + %) = cosx, VX.
B

Periodicne funkcije. Ako je funkcija periodi¢na s periodom T, onda
se tranglacijom za vektor —T7 njezin graf ne mijenja. To znaCi da je
jednadzbom F(x,y) = 0 i F(x+ T,y) = O odredena ista funkcija,
dakle, vrijedi za svaki x

y=1(x)=f(x+T).

I Zrcaljenje s obzirom na y-os I

Promotrimo sad drugu transformaciju grafa funkcije: zrcaljenje s obzirom na
y-0S.

Akotocka (x, y) pripadagrafu I'¢+ , ondatocka (—x, y) pripadagrafu I'; . Zato
vrijedi
(x,y) €'+ <= F(-xy) =0

Drukgije napisano, funkcija Ciji graf dobivamo zrcaljenjem grafa funkcije f s
obziromna t-osglasi y = f(—x).

Y

(xy) (%))

Zrcaljenje s obzirom na y -os.
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[
Primjer 5.  Zrcaljenjemoko y -osi grafaeksponencijalnefunkcijey = a* dobivamo
graf funkcijey = a=*.
B
Primjer 6. - Parnafunkcija. Funkcijaje parnaako se pri ovoj transformaciji njezin

graf nemijenja. 1z T's = T+ dlijedi
F(X7 y) =0 (X7 y) € Ff = (X7 y) € Ff* <~ F(_X7 y) = 07

teje F(x,y) = 0 ondai samo onda ako je F(—x,y) = 0, odnosno
f(x) = f(—x) zasvaki x zakqji je f definirana

Primjer 7. > Zrcaljenje sobzirom na x-os. Sli¢éno ovome, tocka (x, y) lezat ¢ena
grafu funkcije simetri€ne s obzirom na x -os ako vrijedi F(x, —y) = 0.
Napisana u eksplicitnom obliku, jednadzba transformirane funkcije je
y=-f(x).

0 Zrcaljenje s obzirom naishodiste NN

Promotrimo sad zrcaljenje s obzirom naishodiste. Tocka (x, y) leZi nazrcalje-
nom grafu ako i samo ako tocka (—x, —y) lezi napotetnom grafu. Dakle

(X, y) €Ty <= F(—%x -y) =0 <= y=—f(—x).

Zrcaljenje s obzirom na ishodiste.
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Neparnefunkcije. Ako jefunkcijaneparna, onda se ovom transforma-
cijom njezin graf nemijenja: T'yx = I's. Zatoje

F(x,y) =0 < (x,y) €T < (—X, —y) € 't
= F(—x-y) =0,
teje
y=fx = -y="f(x),
odnosno f(—x) = —f(x) zasveki x zakaji je f definirana

I Simetrijas obzirom napravac y = N N[

Simetrijom s obzirom na pravac y = x (simetralu prvog i treceg kvadranta)
tocka (x, y) prelazi utocku (y, X) i obratno. Zato tocka (X, y) ez natransfor-

miranom grafu ondai samo ondaako (y, x) 1ezi napocetnom grafu. To mozemo
napisati ovako:

(%y) € I+ <= (y,x) €Iy,
paje jednadzbanove funkcije odredenas F(y, x) = 0.

Ovom se transformacijom iz grafa funkcije f dobivagraf inverzne funkcije.

=X
y e
(Bx) .---> :
X e
rf/x’ ‘ (xy)
Bt |
I,’ y X X
’ Jednadzba funkcije &ji se
I+ graf dobije simetrijom s ob-
/ 4 zZirom na pravac y = X

glas F(y,x)=0.

Neka je y = a°. Implicitna jednadzba ove funkcije je F(x,y) =
y —a* = 0. Implicitna jednadzba funkcije Ciji je graf simetri¢an
grafu ove eksponencijalne funkcije s obzirom na pravac y = x gla-
s F(y,x) = 0, odnosno x — & = 0. Odavde dlijedi: & = x, tj.
y= Iogax.
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Jednadzbom F(x,y) = 2x + y — 3 = 0 definiran je pravac. Jednadzba
njemu simetriénog pravcasobzirom napravacy = X glasi F(y, x) = 0,
odnosno 2y + x — 3= 0. Nadlici nacrtana su oba pravca.

Primjer 10.

y 2x+y-3=0

3
/ | / st
Pravac 2x+y— —

3 =10 smelri- Vg 2
¢an je pravcu
+x—3=0s
merall_prog
ralu prv
kvadrantar.) %
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Zadaci 3.3.

1. NapisS funkciju ciji se graf dobijeiz pravcay =
2x+ 1:
1. translacijom za dvije jedinice udesno;
2. translacijom zartri jedinice ulijevo;
3. translacijom koja prevodi tocku (1, 3) tog
pravcau tocku (3,7);
4. simetrijom s obzirom na y -0s;
5. simetrijom s obzirom na x -0s,
6. simetrijom s obzirom naishodiste;
7. simetrijom s obzirom napravac y = X.

2. Rijes zadatak istovjetan prethodnom za funkciju
y = 2%,

3. Pomotu grafafunkcija f(x) = x2 nacrtaj grafo-
ve sljedetih funkcija
1. f(x) = —x?; 2. f(x) =x2+1;
3 f(X)=-x2+4; 4 f(x)=—(x-1)?;
5. f(x) = (x+2)?; 6. f(x)=—(x+1)2+1.
4. Pomotu grafafunkcija f(x) = x2 nacrtaj grafo-
ve djedetih funkcija
1. f(x) = —x3; 2. f(x) =x3+2;
3 f(x)=—x3+2; 4 f(x)=(x+2)3;
5. f(x) = —(x—1)3; 6. f(x) = —(x+2)3+2.

5. Koristeti graf funkcija sinus i kosinus, nacrtgj
graf dljedetih funkcija:

1. f(x) =1+sinx; 2. g(x)=cosx—2;
3. h(x) =cos(x+ 5);4. f(x)=cos(x—%);
5. g(x) = 2sinx; 6. h(x) = cos2x;

7. f(x) =2sm®x; 8. g(x) = 3cos?X;
9. h(x) =2+ 3sinx

11.

Koristeti graf funkcije f(x) = |x|, nacrtaj graf
djedetih funkcija

1 f(x)=|x—2; 2. f(x)=|x+3|;

3 gx)=|x—=2—-1;4. h(x)=|x+1|—2;
5 g(x)=|2x+3|; 6. f(x)=2]x—3 +1;
7. g(x) = ||x=1]-1|; 8. h(x)=]|]2—x| - 2[;
9. f(x) = ||2x-1]-2|.

Koristeti graf funkcije f(x) = /X, nacrtaj graf
sljedetih funkcija

1L f(X)=vX+2; 2 g(xX)=+vx—1;

3 9X) =Vx+2-2; 4. f(x) = —vx—1;
5 h(x)=v2-x; 6. h(x)=—-y1-x.
Nacrta) graf sljedetih funkcija

1 f(x) =[x+ |[x+1|;

2. f(x) =2|x| — [x+1|;

3 f(x)= x| —|x+1;

4. f(x) = X+ VX 1;
Nacrta) graf sljedetih funkcija
1. f(x) =sinx — cosx;

2. f(x) = cosx — 2sinx;

3. f(x) = 3cosx — 2sinx;
4. f(x) =|2sinx + 1].

. Nacrtaj graf funkcije f(x) = |x2 — 4x| crtajuéi

graf funkcija u sljedecem poretku: a) fi(x) =
X—2;b) fa(x) = (x—2)2; ¢) f3(x) = X2 —4x;
d) fa(x) = |x2 —4x|.

Jednadzbom F(x, y) = x2+y? — 1 = 0 odrede-
naje kruznica. Uvjeri se davrijedi F(—x,y) =
F(x, —y) = F(=x,—y) = F(y,x) = 0. Stoto
znaci za kruznicu?






