Uvod

Dugi niz godina u zagrebackoj V. i XV. gimnaziji, a od prije par godina i u rijeckoj
Gimnaziji A. Mohorovic¢i¢a, studenti (bivsi uspjesni natjecatelji) vode grupe u ko-
jima pripremaju mlade matematicare za natjecanja. Ovakav oblik rada je najcesce
volonterski i slabo p(r/l)aéen od drustvene zajednice.

Skolske godine 2004./2005. nasao sam se u ulozi voditelja grupe 4. razreda u V.
gimnaziji, a ova knjiga je rezultat tog rada.

Odmah na pocetku morao sam rijesiti problem $to i kako raditi. Unato¢ tome
§to je posljednjih godina matematicka literatura u Hrvatskoj znatno brojnija, ona
slabo prati 4. razred srednje $kole. Srecom, bila mi je dostupna opsezna strana
literatura. Kako sam i sam godinu dana prije bio ucenik 4. razreda imao sam
sliku onoga $to ucenik 4. razreda, treba znati. Ova bi knjiga trebala biti svojevrsni
priruénik za dodatnu nastavu matematike koji je pisao bivsgi natjecatelj u
ulozi mentora.

O nacinu rada

Na temelju svojih osobnih iskustava ucenika koji je prosao razne pripreme od
skolskih grupa, preko zimskih i ljetnih priprema, do ljetnih Skola sastavio sam
svoju koncepciju predavanja:

e Ucenici se na predavanjima susrecu s novom teorijom, idejama, uce se
razmisljanju o nekim specificnim temama.

e Zadatke vjezbaju sami u slobodno vrijeme. Ako neSto ne razumiju mogu
pitati mentora (ili kolege).

Ovo podrazumijeva da ucenik, uz usvajanje novog gradiva, vjezba i zadatke s
natjecanja. Na taj ¢e nac¢in moéi uociti rupe u svojem predznanju koje obvezno
treba popuniti.

Sva sam predavanja odlucio pismeno zabiljeziti, a dobivene sam biljeske dos-
tavljao polaznicima. Takoder, nakon svake obradene cjeline polaznici bi dobili i za-
datke koji je prate. Predavanjaizadacis grupe izlozeni su u ovoj knjizi (priruéniku).
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Sadrzaj

Sadrzaj knjige prati predvideno gradivo 4. razreda i znacajno ga proSiruje. Pred-
videno je da su polaznici upoznati s podruc¢jima koja se pojavljuju na natjecanjima
matematike iz prethodnih razreda. Teme su slozene u 7 (6 + 1) cjelina:

1. Matematicka indukcija. Veéina polaznika upoznala je matematicku induk-
ciju (mnogo prije 4. razreda) i neke njezine modifikacije. U ovoj cjelini
obradena je matematicka indukcija i Cetiri njezine modifikacije.

2. Kompleksni brojevi u geometriji. Gaussova ravnina obraduje se u 2. raz-
redu gimnazije, no malo uc¢enika zna koristiti kompleksne brojeve u planime-
triji. Ovdje je prikazan temeljit pregled njihove upotrebe u ovom podrucju.

3. Funkcije. Funkcije imaju razlicita svojstva od kojih mnoga mozemo zapisati
pomocu funkcijskih jednadzbi, no ¢esto se javlja pitanje postoji li jos takvih
funkcija. U ovoj cjelini su obradene metode rjesavanja funkcijskih jednadzbi.

4. Nizovi i zbrojevi. S nizovima se susre¢emo vrlo rano u skolovanju. Mnogi od
njih imaju zanimljiva svojstva, a neke diofantske jednadzbe kao svoja rjesenja
imaju nizove cijelih brojeva. Ova cjelina nudi pregled nekih zanimljivih i
vaznih nizova i na¢ina zbrajanja njihovih ¢lanova.

5. Odabrane teme prebrojavanja. Kombinatorika je siroko i neiscrpno podruéje
matematike. Buduéi da se obraduje u redovnoj nastavi, u ovoj knjizi se nalaze
neke teme koje su tamo izostavljene, ali mogu pomoéi u laksem brojanju.

6. Alati matematicke analize. Elementi matematicke analize ¢esto se na in-
tuitivnom nivou uce u Cetvrtom razredu srednje Skole. Ovdje su objasnjeni
neki vazni osnovni pojmovi matematicke analize i primjena njenog analitickog
aparata na rjesavanje problema.

A. Izlet u teoriju grafova. Ovaj dodatak je autorovo predavanje odrzano na
pripremama za MMO 2005. Na pocetku se uvode osnovni pojmovi teorije
grafova, dok se u drugom dijelu upoznaju neki vazni i korisni teoremi iz ovog
podrucéja.

Sadrzaj knjige namijenjen je u¢eniku (natjecatelju) koji zeli upoznavati nove
ideje u matematici bez obzira na dob (npr. dijelovi o indukciji i nizovima
pogodni su veé za ucenike prvih razreda, cjelina o kompleksnim brojevima u ge-
ometriji pogodna je i za ucenike trecih razreda, dok su cjeline o prebrojavanju i
teoriji grafova pogodne za sve ljubitelje matematike).

Vremenska ogranicenja

Cinjenica je da bi se jo§ mnoge teme mogle nadodati, medutim vremenska og-
rani¢enja uvijek primoraju da se izdvoji ono najvaznije. Mnoge ¢e zanimati koliko
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je vremena potrebno za obradu ove knjige. Sadrzaj (originalnih 6 cjelina bez doda-
tka A) odraden je kroz na 23 tjedna sastanka. Sastanci su se odrzavali subotom
od 9:30 ujutro po 150 minuta.

Teme, primjeri i zadaci

Svaka od sedam cjelina podijeljena je na manje jedinice (posebne teme), a na
kraju svake slijedi izbor zadataka iz podrucja koje prati ta cjelina. Zadaci i primjeri
su preuzeti s raznih (domacih, stranih i medunarodnih) natjecanja, prijedloga za
natjecanja i struc¢nih Casopisa (domacih i stranih). Primjeri su veéinom kraéi i
domisljati zadaci koji prate teoriju i ideje izlozene u predavanjima.

Na kraju ove knjige nalazi se poseban dodatak B s pripremnim zadacima za
natjecanja. To su zadaci raznih stupnjeva natjecanja iz zemalja koje imaju slican
program nastave kao i Hrvatska. Zbog koli¢ine zadataka rjeSenja nisu dana.

Zavrsni komentar

Zahvaljujem svima koji su doprinjeli ovim materijalima: polaznicima grupe koji su
dali svoja misljenja, kritike, savjete i prijedloge, te Vjekoslavu Kovacu i Tomislavu
Pejkoviéu na doniranim zadacima i sugestijama.

Takoder se unaprijed zahvaljujem svima koji ukazu na greske, imaju prijedloge
ili dodatke koji bi mogli obogatiti ponudene materijale.

U nadi da ¢e jednog dana izaci sliéni prirucnici za sve razrede srednje Skole,
svim korisnicima ove knjige zelim ugodan rad i ¢itanje.

Svibanj 2006. Tvrtko Tadié

Izmjene u drugom izdanju

U odnosu na prvo izdanje jedina sadrzajna promjena je odjeljak 4.5. o zbrojevima
kompleksnih brojeva. Ispravljene su mnoge uocene greske i dodano je nekoliko
zadataka i primjera. Neki zadaci i primjeri su dodatno pojasnjeni i ilustrirani
novim crtezima. U popis literature su dodani novi naslovi (uglavnom izasli nakon
1. izdanja) te je prosireno kazalo. Izmijenjeno je i dopunjeno izlaganje u odjeljku
3.3. o Cauchyjevoj jednadzbi.

Prosinac 2007. T. T.
tvrtko.tadic@zg.t-com.hr
tvrtko@student.math.hr
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Popis oznaka

Skupovi
OZNAKA ZNACENJE
N skup prirodnih brojeva
Ny skup nenegativnih cijelih brojeva
Z skup cijelih brojeva
Q skup racionalnih brojeva
R skup realnih brojeva
R skup pozitivnih realnih brojeva
C skup kompleksnih brojeva
|A] broj elemenata skupa A

{a € X |T(a)} skup elemenata a iz skupa X koji zadovoljavaju svojstvo T'(a)

Z[x) prsten polinoma s cjelobrojnim koeficijentima
Rlx] prsten polinoma s realnim koeficijentima
Clz] prsten polinoma s kompleksnim koeficijentima

P(A) familija svih podskupova skupa A
# broj skupova u familiji F’

IS

Relacije i operacije

OZNAKA ZNACENJE
A= B A povlaci B ili ako A onda B
A< B A je ekivalentno sa B ili A ako i samo ako B
ri=y x po definiciji jednako y
T —Yy zamjena r sa y
ACB A je podskup od B
A\ B skup A bez elemenata skupa B
ANB presjek skupova A i B
AUB unija skupova A i B
vl q pravac p je paralelan s pravcem ¢
VANIYWAY! trokut Aj je slican trokutu Ag
f:X->Y funkcija sa skupa X u skup Y
Re(z) realni dio kompleksnog broja z

Sm(z) imaginarni dio kompleksnog broja z

v



PoPis 0zZNAKA

Kratice za natjecanja

KRATICA ZNACENJE
ZUPANIJSKO zupanijsko natjecanje u Hrvatskoj
DRZAVNO drzavno natjecanje u Hrvatskoj
OPCINSKO op¢insko natjecanje u Hrvatskoj
ime drzave natjecanje u toj drzavi (neka razina)
DODATNO dodatno natjecanje (za izbor olimpijske ekipe) u Hrvatskoj
SAVEZNO savezno natjecanje u bivsoj Jugoslaviji
MALA OLIMPIJADA  dodatno natjecanje (za izbor o. ekipe) u bivioj Jugoslaviji
MMO Medunarodna matematicka olimpijada
AIME Ameri¢ko pozivno natjecanje
USAMO Matematicka olimpijada SAD-a
APMO Azijsko pacificka matematicka olimpijada
BMO Balkanska matematicka olimpijada
PUTNAM Sveucilisno natjecanje u SAD-u

Uz mnoge zadatke u ovoj knjizi dodano je i ime autora zadatka (ako je poznato),
a uz rjeSenja ponekad i ime autora rjeSenja. Tako oznaka

11. (MEDITERANSKO NATJECANJE 2005., Vjekoslav Kovac)
oznacava natjecanje na kojem se 11. zadatak pojavio i autora zadatka, dok oznake
poput

Rjesenge. (Tonéi Antunovic)
oznacava ime osobe Cije je rjeSenje preuzeto.

Ostale oznake

OZNAKA ZNACENJE
A-G nejednakost nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sredine
A-K nejednakost  nejednakost izmedu aritmeticke i kvadratne sredine
A-H nejednakost  nejednakost izmedu aritmeticke i harmonijske sredine

|z] najvedi cijeli broj manji ili jednak x
[*]P(x) koeficijent uz =¥ u polinomu P(z)
Ve e A za svaki x € A
dzg € A postoji zg € A

() NZ T1, T2, T3, -+, Ty Lt - - -

n

Zak zbroj a1 +as + ...+ ay
k=1

[22] vidi pod [22] u literaturi

| kraj dokaza

v kraj rjesenja

Vedina oznaka su standardne oznake ve¢ duze vremena u upotrebi u Hrvatskoj.



1. Matematicka indukcija

POTREBNO PREDZNANJE

e Osnovno poznavanje matematicke indukcije

Vjerujem da su se do sada veé¢ gotovo svi ucenici upoznali s matematickom
indukcijom. Mnogi sigurno misle da sve znaju o njoj. No, ovo poglavlje ¢e im
omoguditi dublji pogled u matematicku indukciju, te ¢e otkriti da mozda ne znaju
bas sve. Matematicka indukcija je vrlo ¢est nacin dokazivanja, no i ona sama
ima vise razli¢itih formi. Pritom valja imati na umu da indukcija sama po sebi,
bez koristenja uvjeta zadatka, nete dovesti do rjesenja. Cilj ovog ponavljanja je
ovladati matematickom indukcijom kao korisnim alatom i upoznati se s mnogim
njezinim primjenama. Primjeri ovdje dani ¢ée pokazati razne (mastovite) nacine
koristenja matematicke indukcije. Kasnije u knjizi vrlo ¢esto éemo formalni dokaz
indukcijom preskakati i zamijeniti izjavom: lako se pokazZe indukcijom ili induktivno
slijedi. Zbog toga treba temeljito pro¢i ovu cjelinu.

1.1. Indukcija na prvi nacin

Ovaj prvi odjeljak samo je ponavljanje onoga s ¢ime su se ucenici ve¢ dobro upoznali
(kako na redovnoj nastavi, tako i izvan nje). Navedeni su neki odabrani primjeri.
Pozivam c¢itatelja da pomno prouci primjere te da prijede na sljedeéi odjeljak.

Najcescéi oblik indukcije s kojim se susre¢emo je:
Neka je M neki podskup od No, koji ima sljedeca svoj-
stva:

1. ng € M;

2. ako jen € M tada jen+1€ M.

tada je {x € Ng|z > no} C M.

Gore navedeno zovemo princip matematicke indukcije (PMI).



1. MATEMATICKA INDUKCIJA

Iz tog principa proizlazi ono $to se zove metoda matematicke indukcije
(MMI).

0. Formulirati tvrdnju indukcije P(i) koju dokazujemo za i = ng,ng + 1, .. ..
1. Dokazati tvrdnju indukcije za i = ng, tj. P(no).

2. Dokazati da ako vrijedi P(k) (pretpostavka indukcije), onda vrijedi i P(k + 1)
(korak indukcije).

Korak 0. ne mora biti vidljiv na prvi pogled i treba dobro razmisliti po ¢emu
i kako provoditi indukciju.

KORAK 1. (tzv. baza indukcije) Cesto je trivijalan ali je uvijek nuzan! Npr.
bez baze indukcije lako bismo mogli dokazati sljede¢u neistinitu tvrdnju

1424224 42" =2",
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k tj. da je
14+2+4 21 =2k
koriste¢i ovu pretpostavku dobivamo
(1424 + 2 1) 4ok = ok | ok — ok+1,
Obicno je ng € {0, 1}, ali moze biti i neki drugi broj.
KORAK 2. je ¢esto najkriti¢niji, te se u njemu odvija i najveéi dio posla.

Sada ¢emo se na nekoliko primjera podsjetiti kako koristiti matemati¢ku induk-
ciju. U prvom primjeru najvazniji ¢e nam korak biti pravilno formuliranje tvrdnje
koju ¢emo dokazati matematickom indukcijom.

Primjer 1. (Ruswa 1971.) Dokazi da za svaki prirodan broj n postoji prirodni

broj koji je djeljiv sa 2™ i u ¢ijem se decimalnom zapisu nalaze samo znamenke 1 i
2.

Rjesenje. Dokazat ¢emo sljedeéu tvrdnju:
Postoji n-teroznamenkasti broj koji je djeljiv s 2" i znamenke su mu samo 1 1 2.

Tvrdnja za n = 1 vrijedi jer je 2 takav broj. (Za n = 2 takav je broj 12.)
Pretpostavimo da je za n = k trazeni broj Ag. Za n = k + 1 promatrajmo brojeve
10 + Ay i 2-10F + A,. Jedan od njih djeljiv je s 21, Naime znamo da je
A, = 2FBy,, a kad podijelimo brojeve kandidate s 2% dobivamo 5 + By, 1 2-5F + By,
od koji jedan mora biti paran. Iz toga slijedi da je jedan od dvaju pocetnih brojeva
djeljiv s 2k+1, v

U sljedeéem primjeru tvrdnja indukcije je potpuno odredena u zadatku, medutim
problemati¢na ¢e biti provedba koraka indukcije.



1.1. Indukcija na prvi nacin
Zy, pozitivni realni

Primjer 2. (PRUIEDLOG zA MMO 2001.) Neka su 21, z2,

brojevi. Dokazi nejednakost
T Z2 In
+ + 1t < \/n.
1+2? 1+ 2%+ a3 1+af+-- a2 v
Rjesenje. (Twrtko Tadié) Za n = 1 tvrdnja je ocita, zapravo vrijedi snaznija nejed-
nakost
T 1 2
<- & 0<L —-1)~
T+a2 =2 s@-1

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = k
Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n = k + 1. Neka je

X1 X2 Tk+1
5— + PR
1+2? 1+ a2+ a2 T4+af+- iy,
i
T T
2 n - S
Loy 4+ ajy,

- 1+a2?+ 23

Tada je S = J—;% + s. Promatrajmo
LTk+41

1 z2 Bl S
\/1+m? \/1+m? \/1+w§
++ 5 ,
4t Th41
)

T ST 22
1+$? 1 + 1+ZE§ ]. + 1+I2 1+I1
tada moZemo uvesti supstituciju y; = % zai=1,2,...,k, te dobivamo po
1
pretpostavci indukcije
Yk < Vk.

Y1 Y2
V1422 + +ot
D N R T 1+yi+--

Dobivamo s < \/;/f—ﬁ Odavde slijedi
Vk

Z1

Ty
= +s< =+ .
1427 V1i+2? 1+ a3

S
Preostaje nam pokazati da je 21 + vk < \/(k + 1)(1 + 27), kako su obje strane

pozitivne mozemo kvadrirati, te je nasSa nejednakost istovrijedna

= 0< (\/EZEl — 1)2,

-+

a? + 2Vka1 +k <k+ 1+ (k+ 1)a?

time smo pokazali da je S < \/11—i_—\/_ <Vk+1=+/n, VYneN.
+



1. MATEMATICKA INDUKCIJA

Komentar. Citatelj ée se vierojatno zapitati: Kako ¢u se ja toga sjetiti? Rjesenje
je nastalo na sljedeé¢i nacin. U drugom koraku se treba zapitati kako iskoristiti pret-
postavku? Mozemo primijeniti pretpostavku indukcije na prvih n — 1 pribrojnika,
no to nam nece biti od neke koristi. Tada je zgodno pokusati svesti tvrdnju na
prethodni slucaj za mali n. U ovom slu¢aju pogledajmo n = 3. Iako se tvrdnja

X1 X9 I3
+ + <V3
1+22  1+a2+23 1422423423

lako dokaze bez svodenja na slucaj n = 2, ona je dobra za shvac¢anje opcenitijeg
dokaza. Kako smo ve¢ zakljucili da ne mozemo nista ako primijenimo slucaj n = 2
na prva dva ¢lana zbroja, mozemo pokuSati primijeniti to na zadnja dva ¢lana. U
tim kombinacijama se moze do¢i do ideje koja je iskoriStena u prethodnom rjesenju.

U naSem zadnjem primjeru zadatak nec¢e odati da ga se moze rijesiti indukcijom,
ali je cest slucaj da se konkretni brojevi (1997, 2003, 2004, 2007 . . .) mogu zamijeniti
sa n i pokazati da tvrdnja vrijedi znatno opcenitije.

Primjer 3. (HRVATSKA 2003., 4. R.) Prirodni brojevi od 1 do 2003 poredani su
u niz. Na nizu vr$imo ovu operaciju: ako je prvi broj u nizu jednak k, okrenemo
poredak prvih k£ brojeva. Dokazi da se nakon kona¢no mnogo uzastopnih primjena
ove operacije broj 1 pojavi na prvom mjestu bez obzira na pocetni poredak.

Rjesenje. Broj 2003 zamjenit ¢emo s n i pokazati da tvrdnja vrijedi u opéem slucaju
§to ¢emo dokazati indukcijom.

Za n = 1 tvrdnja je ocito istinita.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n =k > 1.
Gledajmo slucaj n = k 4+ 1. Imamo dvije moguénosti:

1° Broj k+1 je na zadnjem mjestu. Tada se k+ 1 ne moze pomaknuti, jer neki
broj moze doéi na (k4 1)-vo mjesto samo ako se k+ 1 pojavi na prvom mjestu, $to
je nemoguce. Tada na prvih k brojeva mozemo primijeniti pretpostavku indukcije.

2° Broj k + 1 nije na zadnjem mjestu. U slucaju da tijekom danih operacija
k + 1 dode na zadnje mjesto primijenimo sluc¢aj 1°. Pretpostavimo da ¢e se k + 1
uvijek nalaziti izmedu prvog i k-tog mjesta (uklju¢ujuéi i ta dva mjesta). Tada se
broj [ koji je na zadnjem mjestu, nikada nece pomaknuti s njega jer k + 1 nece
do¢i na prvo mjesto. Mozemo zamijeniti brojeve [ i k + 1 bez utjecaja na daljnje
operacije. Ponovno mozemo primijeniti induktivnu pretpostavku i 1 staviti na prvo
mjesto. v

Napomena. U knjizi [62] ¢itatelj moze pronaéi kombinatorni dokaz ove tvrdnje.

1.2. Indukcija po £k bazi

Promotrimo sljede¢u modifikaciju matematicke indukcije.



1.2. Indukcija po k bazi

Dan je podskup M od Ng i broj k € N za tako da vrijedi
1. ngp e M, TLQ-FlGM,...,TLQ-Fk—lEM;

2. akojene M, n+1eM,...n+k—1€ M, tada
jen—+keM;

tada je {x € Ng|z > no} C M.
Ovu modifikaciju indukcije provodimo na sljedeéi nacin:
0. Formulirati tvrdnju P(i) koju dokazujemo za i = ng,no +1,....
1. Dokazati tvrdnje P(no), P(no +1),...,P(no +k —1)
2. Dokazati da ako vrijedi P(n),..., P(n+k — 1), tada vrijedi P(n + k).

Nacin dokazivanja identican je onom opisanom u odjeljku 1.1., osim §to se u
bazi indukcije tvrdnja mora provjeriti za viSe brojeva.

Primjer 4. Niz (z,) dan je sa xo = 3, 1 = 4 i formulom
_ 2
Tp+1 = Th_q — Ny

za sve n € Ng. Odredi izraz za x,,.

Rjesenje. Kako tvrdnja nije zadana valja ju naslutiti. Pogledajmo tablicu sa prvih
par brojeva:

Indukcijom éemo dokazati da je x, = n + 3.
Za n = 1,2 tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo (zan =k —2in =k —1) da je
Th—o =k+11xr_1 =k+2. Slijedi

o =25 — (k= Dapy = (k+1)2 = (k- 1)(k+2) =k +3.
Cime smo dokazali tvrdnju za n = k, a time i za sve n € Ny. v

Nije uvijek jasno nad ¢ime ¢emo provesti indukciju, a u iduéem primjeru éemo
to popriliéno umjetno napraviti.

Primjer 5. (APMO 2002.) Dokazi da za nenegativne cijele brojeve aq,as, ..., a,
vrijedi nejednakost

apl-ag! - ocan! > ([AR DY,

gdje je A, = W'



1. MATEMATICKA INDUKCIJA

Rjesenje. Odaberimo proizvoljni n € N. Neka je s, := a1 +as+- -+ a,. Indukciju
¢emo provesti po s,.

Tvrdnja vrijedi za s, = 0,1,...,n — 2,n — 1. Naime tada je |A4,] = 0, pa je
lijeva strana neki prirodan broj, dok je desna strana jednaka 0! = 1. Tvrdnja ocito
vrijedi, a jednakost se postize za a; € {0,1},i=1,2,...,n

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za s, = k.

Pokazimo da onda tvrdnja vrijedi za s, = k+n. Promatrajmo sljede¢i umnozak

Py =01 001 pO),
gdje je b (0) -+ b ) — k +n. Sada provodimo sljedeéi postupak:

Neka su bg?; < bggg < -0 < bgg)) po veli¢ini! poredani brojevi b:(to), .. .,bﬁf’).

Vrijedi

— 3@ (0 0 (0),
Po = by - (b = Do, _pyt byt
Py
Sada definiramo b(l) = bg?; ce bnll bgg) i by = bgg)) 1. Uocimo da je

1
bgl) +...+ b£}) =k+n—-11iP = bgl)!- b% . Ponavljamo gornji postupak na
umnosku P; i brojevima bgl), cee bsll).

Nakon n puta provodenja ovog postupka dobivamo

(0) . (n—1) (")' Cp(n)y
Py = b(n)b b( ) (0 b,
Pn
u svakom od n koraka vrijedi b + by Oy o+ bg) > k, pa je po Dirichletovom

pr1n01pubg))>L J—i—l—LAnJ,zal—O,l,...m—l.

Kako je bg") +-+ bq(ln) = k na P, mozemo primijeniti pretpostavku indukcije

n

2oz o2 bl (| 2] 2 Ly (and - = (g

¢ime smo dokazali tvrdnju za sve s,,. Kako je n bio proizvoljan slijedi tvrdnja
zadatka.

Nuzan i dovoljan uvjet da se postigne jednakost u slucaju k > n je da su
bEQ) = {%J + 1, sto se postize ako i samo ako su svi bz(-o) medusobno jednaki. v

Napomena 1. Postoji i (sluzbeno) rjesenje koje ne koristi indukciju.

Napomena 2. Uotimo da smo u primjeru dokaz proveli na sljedeéi nacin: za svaki
n € N smo dokazali tvrdnju P, (s,) indukcijom. (Odabrali smo proizvoljan n.)
Napomena 3. U pretpostavci indukcije mi smo presutno pretpostavili da vrijedi
P,(k),Py(k+1),...,P,(k 4+ n—1), no u koraku nam je bilo dovoljno iskoristiti
pretpostavku da vrijedi P, (k).

'Kada imamo niz brojeva (podataka) ai,as,...,ax njihov poredak po veli¢ini (u statistici)
Cesto piSemo a(1y,a(2);---,a(k), gdje je a(1) najmanji, a(z) drugi najmanji,.. ., a(n) najvedi.
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1.3. Svi prethodnici

Jos jedan oblik matematicke indukcije koji se ¢esto koristi je sljededi:

Ako je M podskup od Ny koji ima ova svojstva:
1. no € M;

2. akojeng e M, no+1€eM,....n—1¢€ M tada je
n € M za svakin > ng;

tada je {x € Ng|z > no} C M.

Ovu modifikaciju indukcije provodimo na sljedeéi nacin:
0. Formulirati tvrdnju P(i) koju dokazujemo za i = ng,no +1,....
1. Dokazemo P(ny).
2. Dokazati ako vrijedi P(i) za sve i € {ng,...n — 1}, tada vrijedi P(n).

Sljedeci zadatak je poopcenje zadatka s drzavnog natjecanja 2004. godine za 2.
razred.

Primjer 6. Zaba skace po tockama cjelobrojne mreze u ravnini pocevsi od tocke
(1,1) po sljede¢im pravilima:

(i) iz tocke (a,b) zaba smije sko¢iti u tocku (2a,b), odnosno (a, 2b);

(ii) ako je a > b, zaba smije skociti u (a — b,b), a ako je a < b, zaba smije sko¢iti
iz (a,b) u (a,b — a).

U koje tocke (a,b) zaba moze doéi, a u koje ne?
Rjesenje. Dokazat éemo da je nzd(a,b) = 2* nuzan i dovoljan uvjet da bi se iz
tocke (1, 1) moguce stiéi u tocku (a, b).

Ako se moze doéi u tocku (a, b) iz tocke (1,1) onda je ocito nzd(a,b) = 2%, gdje
je k € Np.

Neka je nzd(a,b) = 2*. Provodimo sljedeéi postupak

1,1) - (2,1) — (A1) — ... — (2¥11) — (251)
- (2k,2) — (Qk,4) — N (2k72k—1) _

Sada ¢e kretanje zabe biti ograni¢eno na polja oblika (2% - j, 2% - 1), 4,1 € N. Time
smo cijeli problem zapravo sveli na pitanje moze li se iz tocke (1,1) doéi u tocku
(a,b), gdje je nzd(a,b) = 1. Pokazat ¢emo da je to moguce.

Indukciju provodimo po max{a, b}. Za max{a,b} = 1 tvrdnja je ocita. Pretpos-
tavimo da tvrdnja vrijedi za max{a,b} € {1,2,...,k — 1}. Dokazimo sada slucaj



1. MATEMATICKA INDUKCIJA

kada je max{a,b} = k. Neka je a > b (sluéaj b > a dokazuje se na isti nac¢in). Tada
je a = k. Promatrajmo dva slucaja:

1° k je paran. Tada se po pretpostavci indukcije moze doci do tocke (a/2,b)
(jer je a/2 = k/2 < k). Zabi preostaje da napravi sljedeéi korak (a/2,b) — (a,b).
2° k je neparan. Neka je b = 2P-V', gdje je b/ neparan prirodni brojip € Ny. Tada

se po pretpostavci indukcije moze doéi do tocke (“ng/ , b’) (jerjed’ < %b/ <a=k).

Kako bi smo stigli do tocke (a,b) provodimo sljedeéi postupak

(a,0) — (a,20)) —
(a,2P0) = (a,b).

(=E0) = (@+vy) -
—  (a,2P7 %) —
v

Primjer 7. (DODATNO NATJECANJE 2004.) Nadite sve parove prirodnih brojeva
(x,y), = # y koji zadovoljavaju jednadzbu

zz+y)=y* +1. ()

Rjesenje. Promatrajmo rjesenja jednadzbe u prirodnim brojevima. Pogledajmo
koja rjeSenja dobivamo za nekoliko vrijednosti od x:

r=1 = y2—y=0 = y=1,
r=2 = y?*-2y-3=0 = y=3,
r=3 = y*-3y—-8=0 = yé&N,
r=4 = 9> -4y—-15=0 = y¢&N,
r=5 = 9y?-5y—24=0 = y=3_8.

Rjeéenja‘ su parovi (17 1)7 (273)a (5a 8) ili (F17 FQ)a (Fg, F4)7 (F57 Fﬁ)a gd.]e F;
oznagava i-ti Fibonaccijev broj?. Sada nasluéujemo da je (z,y) = (Fai_1, Fa;), za
svaki ¢ € N.

Dokazimo da je (F;—1, Fb;) stvarno rjeSenje jednadzbe. Koristit ¢emo indukeiju
po i. Za i = 1 tvrdnja je oc¢ita. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za ¢ = k. Tada
za i = k + 1 dobivamo

Fopi1 (Forg1 + Forg2) — Fain
= F22k+1 + Foryo(Fort1 — Fopyo)
(For—1 + Fop)? — FopsoFhy,
Fop—1(For—1 + For) + For,(For—1 + For — Fag2)
= Fop1(Fop1+ For) — F3 =1

Ovo zadnje je po induktivnoj pretpostavci jednako 1. Time smo tvrdnju dokazali
za sve 1 € N.

2Za vise o Fibonaccijevim brojevima vidi odjeljak 4.2. ili u knjizi [14].
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Dokazimo sada da su to jedina rjeSenja. To ¢emo napraviti indukcijom po x.
Uoc¢imo: ako su z,y € N rjeSenja jednadzbe, onda je z < y. Tvrdnja indukcije
glasi:

P(z) : Ako je x takav da jednadzba x(x + y) = y?> + 1 ima rjesenje u skupu
prirodnih brojeva, tada postoji i € N takav da je x = Foi—q iy = Fb;.

Tvrdnju smo za x = 1 dokazali na pocetku. Pretpostavimo da tvrdnja P(x)
vrijedi za sve x < k, za neki k > 1.

Dokazimo tvrdnju za x = k. Ako jednadzba
E4ky—1y>—1=0 o > —ky—k*+1=0 (1)

po y nema rjeSenja u skupu prirodnih brojeva, onda smo gotovi. Neka postoji
rjesenje u skupu prirodnih brojeva recimo y; = I. Tada iz (1) po Vietéovim formu-
lama dobivamo
—k?+1
Y1Y2 <

Nty=k = p=k-l=—=

0.
Y1 l

Sada je 1 = k jedno rjesenje jednadzbe 2% + x(k — 1) — (k — )2 =1 = 0. Po
Vietéovim formulama je
1T —(k—l)2— 1

T1+xe=1—-k = a9=1-2k= = < 0.
I k

Dobili smo: ako je (k,l) rjesenje jednadzbe (&) tada je i (2k — I,1 — k) rjeSenje
pocetne jednadzbe. Kako je 2k —1 < k po pretpostavci indukcije postoji ¢ takav da
je 2k—1 = F2i_1 il—k= ng iz éega dobivamo k = (2I€—l)+(l—k) = F2i—1 —|—F21 =
F2i+1 il = (l — k) + k = ng + F2i+1 = FQ»L'J'_Q. Time smo P(CC) dokazali za sve
xreN.

Sva rjesenja su (z,y) € {(Foit1, Fait2)|i € N}. (F1, F») nije rjesenje jer se trazi
T F#y. v

1.4. Regresivna indukcija

Ovaj primjer matematicke indukcije je prvi koristio Cauchy kako bi dokazao A-G
nejednakost (u stranoj literaturi poznatu kao Cauchyjeva®). Mnogi ucenici koriste
A-G nejednakost unato¢ tome sto je ne znaju dokazati! Postoje mnogi dokazi
indukcijom (npr. vidi [45] ili [44]), medutim svi su dosta zahtjevni. Stoga nam u
pomo¢ stize regresivna indukcija.

O éemu je zapravo rije¢? Kod dosadasnjih metoda dokaza uglavnom smo doka-
zivanje provodili tako da smo isli korak po korak, a sada ¢emo jedan korak preskocit

3Uobicajeno je izbjegavanje ovog naziva za A-G nejednakost zbog druge poznate nejednakosti
Cauchy-Schwarz-Bunjakovskog.
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i kasnije se vratiti na njega. Tj. kad smo dokazivali tvrdnju prvo smo ju dokazali
zan =1, pazan = 2,...NaSe dokazivanje je ve¢inom izgledalo ovako

P(1l)=P2)=P3)=---=Pk-1)= P(k)
Medutim pogledajmo sljedeéi primjer. Kasnije ¢emo iskoristit ideju iz njega.

Primjer 8. Ako su «, 3, v kutovi trokuta onda vrijedi

3v3

sina + sin 8 + siny < 5

Rjesenje. Uocimo da je v/3/2 = sinn/3 = sin(a/3 + 3/3 4+ v/3). Vrijedi

sinx + siny <
—— = <sin

rry
2 _ )

(2)

za x,y € (0,7), jer nakon primjene formule za zbroj sinusa, nejednakost postaje
sin(z/24+y/2)(cos(z/2—y/2)—1) < 0, §to je zbog 0 < x+y < 27 istinito. Jednakost
vrijedi ako i samo ako je cos(z/2 — y/2) = 1 & x = y. Koristeéi nejednakost (2)
dva puta dobivamo

sinz +siny 4 sinz +sinw _ sin (Z) + sin (242) L r4y+ztw
< < sin , (3)
4 2 4
za sve x,y,z,w € {0, 7), gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je z =y = z = w.
Uvrstavanjemu (3) z =, y=0,z=yiw= O‘+§+V dobivamo

(4)

sina+sin6+sin7+sin(%1) oy <a+ﬂ+7>
4 3 ’

§to postaje nakon sredivanja

sin a + sin 3 + sin~y . (a+ B+
3 <sin — |

Kako je a + 8+ v = 7 (zbroj kutova u trokutu), kona¢no dobivamo

sin o + sin 3 + siny cain T V3
si .
3 - 3 2

Jednakost vrijedi (zbog uvjeta jednakosti u (3), odnosno (4)) ako i samo ako je
a === 3%, 1tj. ako je trokut jednakostranican. v

Kao sto mozemo vidjeti, nismo izravno iz tvrdnje za n = 2 dokazali n = 3

P(2) = P(3),

10
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ve¢ smo prvo iz n = 2 (tvrdnja (2)) dokazali za tvrdnju za n = 4 (tvrdnja (3)),
onda smo se spustili i dokazali tvrdnju za n = 3 (trazenu tvrdnju)

P(2) = P(4) = P(3).
Ideja iz ovog primjera je upravo ideja regresivne indukcije. Dokazemo tvrdnju
za neke velike n i onda spustanjem pokazemo da tvrdnja vrijedi za manje brojeve.
Regresivna indukcija je formulirana ovako:
Neka je M podskup od N koji ima ova svojstva:
1. M je beskonacan skup;

2. zam>2 vrijedim € M =m—1¢& M.

tada je M = N.

Kod dokazivanja to ovako koristimo:
0. Formuliramo tvrdnju P(3).

1. Dokazemo da tvrdnja vrijedi za beskona¢no mnogo prirodnih brojeva (ali ne
nuzno za sve, npr. za brojeve djeljive s 3, potencije broja 2, i sl.)

2. Dokazemo da za proizvoljan prirodan broj n > 2 vrijedi P(n) = P(n — 1).

Kad smo dokazali prvi korak onda za svaki broj n odaberemo broj t € M takav da
je n < t. Ako vrijedi 2. lako se mozemo spustiti

Pt)=Plt—1)=---= P(t—(t—n)) = P(n).
Time smo tvrdnju dokazali za sve n € N.

Slijedi Cauchyjev dokaz na kojem je prvi put isprobana ova metoda.
Primjer 9. (A-G NEJEDNAKOST) Za 1, T2, ..., T, € [0,+00) vrijedi

< C101-i-!102-i-"'-i-!10n.

V1T ... Ty
n
Rjesenje. (Cauchy) Za n = 2 tvrdnja se svodi na 0 < (/Z1 — \/72)?. Dokazimo
da tvrdnja vrijedi za sve n = 2¥, gdje je k € N. Za k = 1 tvrdnju smo dokazali.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n = 2%.
Dokazimo da tvrdnja vrijedi za n = 2F+1. Koristeéi pretpostavku dobivamo

T1+ -+ Tok

2k Z 25/:61 e Tok

Tokyq1 + ++* + Tok+1
2k

v

2{7:621”_1 Co.. s Lokt

11
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Zbrajanjem prethodnih nejednakosti i dijeljenjem sa 2 dobivamo

(1’1+"'+(E2k)+($2k+1'...'x2k+1) > 2€/$1'...'$2k+2€/$2k+1'...'$2k+1
2k+1 - 2

k
> 2 +\1/CL'1 ..t Tok+1.

Za posljednju nejednakost smo koristili tvrdnju u slucaju n = 2.
Dokazali smo da za n = 2F vrijedi tvrdnja zadatka, a takvih brojeva je bes-
kona¢no mnogo.

Dokazimo sada da ako tvrdnja vrijedi za prirodan broj n > 2, onda vrijedi i za
n — 1. Neka vrijedi

T1+ T2+ -+ T
n

> YTy X9 T,

tada tvrdnja vrijedi i kada je z, = (21 + 22+ -+ 2p—1)/(n — 1), te dobivamo

Titxot 4 Tn_1

i+t Ty Tt T2+ T+ P N
n—1 N n -
7\1/ T1+ -+ Tp_1
Z B R 12 R S —
n—1
transformacijama (dizanjem na n-tu i dijeljenjem sa z,) dobivamo
n—1
_ >X1 .. Tp1-
n—1
Time smo dokazali nejednakost. v

Napomena. U dijelu 6. navest ¢emo dokaz poopéenja A-G nejednakosti (vidi teorem
15.).

Primjer 10. Je li moguée poredati brojeve 1,2,...,20042°°% y niz tako da se
prosjek nikoja dva broja iz tog niza ne nalazi izmedu njih.

Rjesenje. Tvrdimo da je brojeve 1,2, ..., n moguce poredati u niz tako da se prosjek
nikoja dva broja iz tog niza ne nalazi izmedu njih.

Prvo éemo indukcijom dokazati da je tvrdnja istinita za n = 2%, za sve prirodne

brojeve k. Baza k =1 je ocita.

Sada pretpostavimo da se (za k = [) brojevi 1,2,...,2" mogu poredati u niz

(a1, az,...,ay) tako da je zadovoljen uvjet zadatka. Nije tesko uociti da tada
poredak

(bl,bg, .. .,b2l+1)
= (2&1 — 1,2@2 — 1,...,2(121 — 1,2@1,2@2,...,2&21)

12
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ima trazena svojstva. Zaista prosjek para b;ib;zal <i<j < 2Li2l41<i<j<
21*1 se po pretpostavci indukcije ne nalazi izmedu njih, a za 1 <7 < 2! < j < 21
prosjek nije prirodan broj. Time smo tvrdnju dokazali za k =141, a time i za sve
ke N.

Za brojeve n koji nisu potencija broja 2, uvijek mozemo uzeti m takav da je
n < 2™. Tada poredamo brojeve 1,2,3,...,2™ na zeljeni nacin i sve brojeve vece
od n u dobivenom nizu izbrisemo. v

13





