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1 REALNI BROJEVI

Upitamo li nekoga tko nije matematicar, ili
mu matematika barem nije osobito bliska, Ci-
me se bavi ta znanost, vjerojatno te odgovo-
riti — brojevima. Premda odgovor bas i nije
totan, on nije neobican, jer prva iskustva s
matematikom u svakog su Covjeka vezana uz
brojeve i raCunanje. A i ne baS tako davno
matematicke su se potetnice zvale RaCunice.

Osnovna svojstva skupova prirodnih, cijelih,
racionalnih i realnih brojeva poznata su ham

Prvi matematitki udzbenik iz osnovne Scole.
na hrvatskom_)'ezi ku, tiskan
u Zagrebu 1758. godine

B L.1. Skup prirodnih i skup cijelih brojeva

Prirodni i cijeli brojevi [N

Prirodnim se brojevima sluzimo kad brojimo ili prebrojavamo. Prirodni broj je
odgovor na pitanje: koliko ¢lanova ima neki konacni skup?

Skup prirodnih brojeva

Skup prirodnih brojeva oznaCavamo s N.
N=1{1,234,5,...,n,...}.

U skupu prirodnih brojeva postoji ngjmanji broj, to je broj 1. Ne postoji ngj-
veti prirodni broj; od ma kako velikog prirodnog broja postoji jos veti. 1z ove
Cinjenice proistjeCe da je skup prirodnih brojeva beskonacan.

S prirodnim brojevima raCunamo. Zbragjamo ih, oduzimamo, mnozimo i dijeli-
mo. Zbroj dvaju prirodnih brojeva prirodan je broj. No razlika dvaju prirodnih
brojeva nije uvijek prirodan broj. To nije slu¢gj kad od manjeg oduzimamo
veti broj. (Navedi nekoliko primjeral)

Da bi oduzimanje prirodnih brojeva uvijek bilo izvedivo, skup N proSiruje se
negativnim cijelim brojevima i nulom. Tako dobivamo skup cijelih brojeva

Skup cijelih brojeva

Skup cijelih brojeva oznatavamo sa Z :
z={...—-3,-2,-1,0,123,...}.



I Primjer 1.

Bl Zadatak 1.

Bl Zadatak 2.

ONIH | SKUP CIJELIH BROJEVA

Negativnim brojem zapisuje se tempera
turaispod ni&tice, visina vodostaja koja je
manja od uobicajene, manjak u poslovanju
itd.

Pokusgjte odgovoriti na sljedeta pitanja:

Ako setemperatura zraka podignesa —9°C
na 2°C, kolika je promjena?

Kolika je promjena temperature ako se
Ziva u termometru spusti sa —1°C na
—-8°C?

A kolika je promjena ako se Ziva u termo-
metru spusti sa 2°C na —11°C?

Pri jakoj buri pojatava se osjeCaj studeni pa naSe tijelo hladnotu do-
Zivljava vetom no $to ona to uistinu jest. Tako za temperature zraka
od 5° C uz vjetar brzine 20 m/ s subjektivno osjetamo temperaturu od
—3° C, dakle nizom za 8° C. A pri isto] temperaturi zraka uz orkansku
buru od 50 m/ s (180 km/ h) umanjenje je 13° C, spusta se dakle na
—8°.

Sli¢no, pri voznji na motoru vet kod brzine od 40 km/ h, pri vanjskoj
temperaturi zraka od 0° C vozal osjeta temperaturu umanjenu ¢ak i
do —15° C.

Sto znati da je dopudteni minus na tekucem racunu 4000 kn?

Ako netko na tekucem ratunu ima 2100 kuna, a treba podmiriti ratun od
3520 kuna, koliko ¢e uti u minus?

Mrtvo more je jezero povréine 600 km?2.
Nadmorska visina njegove povrsine iz-
nosi —418 metara. Dno jezera doseze
do —794 m. Kolika je najveta dubina
Mrtvog mora?
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Zadaci 1.1.

1) ZapiS prirodni broj koji neposredno dlijedi
iza prirodnog broja n.
2) Zapis prirodni broj koji neposredno pretho-
di prirodnom broju n — 2. Kad zadatak ima
rjesenje?
3) Zapis broj koji je za 2 veti od zbroja brojeva
mi n.
4) ZapiS broj koji je dvostruko veti od razlike
brojeva a i b.
5) ZapiS broj koji je tri puta manji od umnoska
brojeva a i b.
Ispisi:
1) sve cijele brojeve koji su izmedu cijelih bro-
jevak—1i k+5;
2) sve neparne cijele brojeve koji su veti od
2k—1 i manji od 2k+ 7, gdjeje k cijeli broj;
3) sve parne cijele brojeve vete od 2k — 5 i
manje od 2k + 1, gdje je k cijeli broj.
Zamidi neki broj. Dodaj mu 1 pa zbroj pom-
nozi s 4. Zatim oduzmi 4 pa dobiveni rezultat
podijeli s 4. Koji je broj rezultat?
Ponovi ovaj postupak nekoliko puta. Sto prim-
jecujes? Obrazlozi!
Nekaje d dan, a m mjesec rodenja tvojeg pri-
jatelja. Evo kako ¢eS odrediti kojeg je dananje-
gov rodendan. Zadaj mu neka provede sljedeCi
racun;

— Podvostruci broj d.

— PomnoZ dobiveni rezultat s 10.

— Dodaj 73.

— Pomnoz s 5.

— Dodaj broj m.

10.

11.

Nekati sada prijatelj kaZe rezultat koji je dobio.
Oduzmi krisom od tog rezultata broj 365 i dobit
€es datum njegovog rodenja.

Obrazlozi matematicku pozadinu ovog opceg
rje3enja.

Odredi Cetiri uzastopna prirodna broja kojimaje
zbroj jednak 1258.

Zbroj pet uzastopnih parnih prirodnih brojeva
jednak je 6080. Koji su to brojevi?

Zbroj sedam uzastopnih neparnih prirodnih bro-
jeva jednak je 581. Koji su to brojevi?

Koja je posjednja znamenka umnoska
1.3.5.7-...-99?

S koliko nulazavrsavaumnozak 1.2-3:4-...-33?

Kojaje posljednjaznamenka umnoskaprvih sto-
tinu prostih brojeva?
|zraCung:

1) 88:2+4-11;

2) 33+11-(—4):2;
3) 15-4—-3-(-9);

4) 100—99:3:(—3);
5) 64—5-(-12): 10;
6) 47 +57:(—3) + 16;
7) 95:19—4.(-11);
8) 75:15— 10 (—7);
9) 55:(—11) —4-15;
10) 48:8-(—6) + 1.
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B 1.2 Skup racionalnih brojeva

Zbroj i razlika dvaju cijelih brojeva cijeli su brojevi. | umnozak dvaju cijelih
brojeva cijeli je broj. No koli€nik dvaju cijelih brojeva optenito nije cijeli broj.
Da bi dijeljenje cijelih brojeva bilo op€enito izvedivo, skup cijelih brojeva se
prosiruje. Uvode se racionalni brojevi.
Racionalni su brojevi kolicnici cijelih brojeva. Zapisujemo ih obi¢no u obliku
razlomaka, te je

1 -3 111 7
Dijeljenje s nulom nije izvedivo pa u nazivniku razlomka ne smije biti nula.

Skup racionalnih brojeva

Skup racionalnih brojeva oznaCavamo s Q:
a
Q= {B . abez, b;«éo}.

Ako bismo proveli razlomkom g naznateno dijeljenje, dobili bismo decimalni
zapis istog racionalnog broja.

Tako je, primjerice:

—%:—1:2:—0.5; 2:3:4:0.75; —g:—5:8:—0.625.
Svi su ovi primjeri konacni decimalni brojevi. Znamo, dakako, i za drukcije
primjere:

; = 3:7=0.428571428571428571.. . .;
% =1:3 = 0.333333333333333.... . ;
—i—i = —10: 11 = —0.9090909090909090 . . . .

Ovdje je rijec o racionanim brojevima kojima je decimalni prikaz beskonaCan
decimalni broj.

Ako je decimalni zapis racionalnog broja beskonacan, onda mozemo uociti ka-
ko se skupina znamenki uzastopce ponavlja. U prvom primjeru tu skupinu Cini
Sest znamenki, u drugom samo jedna, u tretem dvije.

Kazemo dasu ti decimalni brojevi beskonacni i periodicni. Skupinu znamenki

koja se ponavlja iza decimalne tocke zovemo period.



1 REALNI BROJEVI

I Primjer 1.

Pri zapisu beskonacnih periodicnih decimalnih brojeva nad prvom i posljednjom
znamenkom perioda stavljamo tockicu:

3 . A | .
5= 0.428571; 3= 0.3; 11

10

= —0.90.

Koja je znamenka na 1001. mjestu iza decimalne tocke u decimanom
zapisu broja g?

Bl Zadatak 1.

EE Primjer 2.

Vidjeli smo daje ; = 0.428571, tj. uzastopce se ponavlja skupina od
6 znamenki. Podijelimo li 1001 sa 6, dobit ¢emo kolicnik 166 i ostatak
5. Stoga €e se skupina od 6 navedenih znamenki izredati 166 puta i
potom Ce dlijediti joS pet znamenki. Zakljucujemo da je 1001. po redu
znamenka 7.

Koja je znamenka na 333. mjestu iza decimalne tocke u decimalnom prikazu

5
iona broja — ?
racionalnog broja. 7

Jednakost racionalnih brojeva

Racionalni brojevi a i g jednaki su ako i samo ako je umnozak a- d

jednak umnosku b c:
a ¢

B:a < a-d=Db-c

:g, jerje2-9=3-6.

—45
18 12’
4 20
7 "3
101 1001
110 7 1010

WIN

jerje —45.12=5.(-108).
jerje(—4)-35=(-20)-7.

jer je 101 - 1010 # 110 - 1001.

Prema ovim primjerima vidimo da je kolicnik dvaju negativnih cijelih brojeva

pozitivan racionalan broj. Tako je na primjer _—2 = g Za koli¢nik brojeva
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Ly - -2
razlicitog predznaka dlijedi ondaa — =

= g leje (=2)-(-5)=2-5. Oba

broja, i = i — zapisujemo kao —% , te su takvi brojevi negativni racionani
brojevi:

—2_2_2

5 -5 5

Zapis racionalnog broja

Svaki racionani broj moguce je zapisati u obliku razlomka ? , gdje je
m cijeli, a n prirodni broj.

B Kracenje i proSirivanje razlomaka [l

Iz definicije jednakosti racionalnih brojeva izravno proistjece i sljedeta jedna-
kost, koja vrijedi za svaki racionalni broj g i svaki broj m razlicit od nule:

o
3

a

b

b-

3

Naime, jednakost racionanih brojeva izravno slijedi iz jednakosti (a-m)-b =
a-(b-m).

Tu istaknutu jednakost mozemo &itati dvostrano. Citamo li je s lijeva u desno,
tada govorimo o kracenju razlomaka.

I Primjer 3. Skratimo razlomak %

Rastavimo brojeve 210 i 1155 na proste faktore:
210=2-3-5-7, 1155=3.5-7-11. Sadaimamo
210 2-3:5-7 2
1155 3.5.7-11 11

BN Zadatak 2. | Skraii radomkes k. 220, 18128

117’ 462" 234234




1 REALNI BROJEVI
a-m

Ako jednakost ﬁ = E Citamo sdesna u lijevo tada kazemo da smo razlomak

a SRR . -
b prosirili brojem m koji je razlicit od nule.

usporedivanje razlomaka, njihovo zbrajanje i oduzimanje.

EE Primjer 4. Poredajmo po veli¢ini brojeve:
2 19 5 7 5
a=3 b=7 c=5 d=1 °e=j

ProSirivanjem €e svaki od navedenih razlomaka u nazivniku imati 24:
16 19 15 14 20

a=2—4, b:ﬂ’ C:ﬂ, d:ﬂ, e=2—4.

Kako je razlomkom zapravo naznafeno dijeljenje brojeva, onda, uz
jednak nazivnik, od dva je razlomka veti ongj koji ima veti brojnik.
Tako poredani po velicini, od najmanjeg do najveteg, zadani brojevi
C¢ineniz d, c, a, b, e

B Zadatak 3. Poredaj po velicini brojeve:
2 11 23

5
a:§, b:E, C:%, dzé, e=—.

Bl Algebarske operacije s racionalnim brojevima [l

Pri zbragjanju racionanih brojeva razlomke svodimo na zgjednicki nazivnik. U
tu svrhu mozemo uzeti umnozak nazivnika kao zajednicki nazivnik:

§+E_a-d+b-c_ad+bc
b d b-d b-d  bd

Racunajuci ovako, uvijek ¢emo dobiti ispravan rezultat, ai brojnik i nazivnik
dobivenog razlomka vrlo €esto ¢e se mo€i skratiti:

5+37 5-8+3-6 58 29

6 8 6-8 48 24
Jednostavniji se ratun dobiva ako za zajedniCki nazivnik odaberemo najmanji
zajednicki visekratnik dvaju nazivnika. U ovom primjeru za zajednicki nazivnik
mozemo uzeti V(6,8) = 24:
5-4+3-3 29

5.3_ 29
6 8 24 24




B Zadatak 4.

SKUP RACIONALNIH BROJEVA 1 . 2

Oduzimanje racionanih brojeva vr&imo na analogan nacin.

Zbrajanje i oduzimanje racionalnih brojeva

Prisietimo se joS definicije umnoSka i koliCnika racionalnih brojeva:

a C _ ac
b d bd
Posebno, primijetimo da vrijedi
a b a-b
ba ba ©

. b . . . .oa, .
Broj 3 nazivamo reciprocnim brojem broja b i oznaCavamo s

b_(a)"
a \b/
Dakle, reciprocni broj zadanog racionalnog broja ima zamijenjen brojnik i na-
zivnik. Primijetimo da je

b a

Dijeljenje racionanih brojeva zato se svodi ha mnozenje reciprocnim brojem:

a c ad a
b'd b ¢ bc
Kolicnik se moze zapisati u obliku dvojnog razlomka:
a
ac_p _a
b’d ¢ = bc
d

Pritom a i d nazivamo vanjskim, a b i c¢ unutarnjim c¢lanovima dvojnog
razlomka. Ovo pamtimo kao pravilo: razZlomci se dijele tako da se umnozak
vanjskih ¢lanova podijeli umnoskom unutarnjih.

|zratunaj: 1) (%—%) : (}—}) 2) 0.8~(—53+g-0.6.
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Zadaci 1.2.
: . . .1 a+2
1. Zakojesucijelebrojeve a brojevi 3 aa_3)
a a+2 . .
< e 2
52— 10" 22 _4 racionalni?
2. Zakoje jecijele brojeve n razlomak Ci-

j€eli broj?

3. Odredi sve cijele brojeve n za koje je razlomak

2
ijeli broj.
— cijeli broj
4. Odredi prirodni broj x tako da vrijede jedna-
kosti:
X 2 4 2 8 X
V=3 25%°5 ¥37a
5. Zakaqji cijéeli broj x vrijedi:
1 X X 1 X 5
- = — _ = —= = _"
1)5 20’ 2)6 3’ 3 24 6°
6. Skrati razlomke:
105 1155 6930 3333333 135135
168’ 5775° 12870 5555555° 234234

7. Akoje a= 0.3, b= 0.25, koliko je %, a,
a
pb. &2
a+b, a-b, b’

.
8. lzratung:

y (16 2)-(-2]) -02s(-3)

2 (3-10): (-9 +ou (-3)

3) [g :1.251];

-5 3)]:|(075-3)
4) [21.2<1+ 1%)] : {(25%) :g, }

9. lzratunaj:

4
3— 4059 7 0125435
) 325 .y 24 ,
(1—0.15) -4 5 —025

10. lzraCungj:

1\ 1 1

y [0 313} 373
) 12 4, 14 ) 1T
3~ 3 4

3 1

0875 3tz| 1-3

2) 112 |’ 1
32-1> - 1+

11.

8 4

lzraCung] x iz sljedetih jednakosti, primjenju-
juci svojstva osnovnih racunskih operacija s ra-
cionalnim brojevima:

1) (5—-0.2):(33—x) =12;
2) (184+x):% = (2x—48):2.4;
3 1: (3%1 —0.8x> —55: (x+ 4);
4) 12— (0.84x) = —3.6;
5) 11— (5x+55) =11.1;
6) 12-(0.22 —x) = —1.44;
7) —1.2-(0.3+x) = —3.6;
10

8 ex729 5416
(100—3x)-4
9 208: |112——— | =2;
) [ - ,
(x—11.875) : >
) —8§ =1
0.625 - 25~ 25
11) {%J&ﬂ :5=05;
4
Bl—
2 — 15 12 — 5.625.
(55+X) : 215
— ’ —
12. Razlomke g 2 g 1—2 prikazi u obliku de-

cimalnog broja.



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Brojeve 0.5, 0.25, 0.125, 0.75, 0.625 prikaZi
u obliku razlomka.

Poredaj po velicini brojeve: % 66%, 0.666,
0.6.

1 ol
= = —')

Ako je 3 0.3, kaliko je 30

Ako je ; = 0.285714, koliko je zg?

Odredi period u decimalnom zapisu racionalnog

broja:
5 3 5 6

Koja se znamenka nalazi na 101. mjestu iza de-
cimalne tocke u decimalnom zapisu svakog od
Cetiriju brojeva iz prethodnog zadatka?

Odredi 303. znamenku u dec. zapisu broja ;—5 .

. : 111
Odredi 777. znamenku u dec. zapisu broja ——- .

11

Odredi 1500. znamenku u dec. zapisu broja % .

&  —

ZA RADOZNALE

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

30.

SKUP RACIONALNIH BROJEVA

. Broj 135 podijeli na dva dijela koji su u omjeru
7:8.

Ako je 3x:5y=7:11, kaliko je x:y?

Ako su veli€ine kutova u trokutu u omjeru
1:3:4, koliki je najveti kut trokuta?

Ako su a, b i c duljine stranica trokuta i ako
jea:b=5:4, a:c=3:5, aopse tro-
kuta iznosi 156 cm, kalika je duljina najkrace
stranice ovog trokuta?

Broj 2400 podijeli natri dijelakoji suuomjeru
3:5:8.

Broj 697 podijeli na tri dijela, a,b i ¢ tako da
jea:b=3:4ib:c=3:5.

Opseg oranice iznosi 2800 metara. Kolike su
duljinai Sirina oranice, ako su u omjeru 5: 97

Za 1.5 sat napuni se 0.3 obujma bazena. Koli-
ko treba vremena da bi se napunilo 0.9 obujma
bazena?

. Nakon 12 minuta gorenja duljina svijete smanji

se s 30 cm na 25 cm. Nakon koliko ¢e vremena
svijeta dogorjeti?

Ako su od 70 proizvoda 3 s greskom, koliko se
proizvoda s greskom moze ocekivati u 840?

PRICA O NULI

Nula, naoko niSta neobicno, broj kao i svaki drugi!

No, je li uistinu tako? Pogledajmo ove jednakosti:

at+0=a a-0=0 a—a=0, a®=1.

S nulom se ne smije dijeliti, u¢imo jo$ u

osnovnoj Skoli. A zasto? Iz 0= b slijedi

a=Db-0, paimamo ove dvije mogucnosti:

(1) ako je a=0, ondaje 0=Db-0itaje

jednakost ispunjena za svaki broj b. Dakle,

dijeljenje je tada neodredeno. Rezultat

dijeljenja je bilo koji broj b;

(2) ako je a # 0, jednakost a=b- 0 nije

ispunjena niti za jedan broj b. Naime, s njezine

lijeve strane je broj razliCit od nule, a s desne

nula. U ovom slucaju dijeljenje nije definirano.

Nula je cijeli broj. Ona nije prirodan broj po definiciji. Njezin je naziv latin-
skog podrijetla (nullus = nijedan), a prvi se put kao simbol pojavljuje u indijskoj

matematici 6. stoljeca.

1.2
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