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Cijena rabljenog automobila ovisi o viSe Cimbenika od kojih je najbitniji godina
proizvodnje. Svake godine njegova se vrijednost umanjuje za 25% u odnosu
na prethodnu.

Ako je nov automobil stajao 15000 eura, kolika mu je cijena nakon 5 godina?
Oznatimo s Cy = 15000 cijenu novog automobila.

Nakon godinu dana cijena se umanji za 25% i iznosi C; = Cy — Cy - 0.25 =
Co(1—0.25) = Cy- 0.75 = 11250 eura.

Nakon joS jedne godine automobilu cijena ponovo padne za 25% i iznosi
C,=C—-C;-025= Cl(l— 025) =C1-0.75=Cy- (075)2 = 8437.5 eura.

Analogno, nakon 3 godine vrijednost automobila je jednaka C3 = Cy-(0.75)% =
6328 eura. Ratunamo dalje a Citav racun mozemo prikazati pregledno sljede-
tom tablicom:

Nakon godina  Vrijednost auta
0 15000
11250
8438
6328
4746
3560

ga b~ W N PP

Prikazimo i graficki pad vrijednosti automobila ovisno o njegovoj starosti. Na
0S apscisu nanosimo vrijeme, na os ordinatu cijenu u tisucama eura. So pri-
mjecujemo? Cijena puno brze pada na pocetku, prvih godina, a $to je auto
stariji njezino je umanjenje gotovo zanemarivo.




EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

Cijena automobila funkcija je vremena i mozemo je zapisati u sljedetem obliku:
Cn=Co- (0.75)".

Pritom je Cy cijena novog automobila, a C,, cijena istog automobila nakon n
godina.

Naravno, ima smisla pitati se o cijeni automobila i nakon 3.5 godine ili nakon
75 mjeseci i glicno, jer jedna je godina ipak dugo razdoblje u Zvotu automobila.

Pad vrijednosti rabljenog automobila tek je jedan primjer eksponencijalne funk-
cije, a postoje i mnogi drugi, vrlo realni i prakticni primjeri.

Kakva su otekivanja o duljini Zivotnog vijeka neke zdrave osobe? Kojom se
brzinom Siri neka zarazna bolest? Koliko se komaraca moze oCekivati u ne-
kom podrucju sljedeceg ljeta? Koliko vremena treba alkoholiziranom vozacu
da bude sposoban za voznju? Sto znaCi da je neki potres jacine 5 stupnjeva po
Richterovoj skali?

Odgovore na ovakva pitanja moci ¢emo dati nakon Sto poblize upoznamo spo-
menutu eksponencijalnu, ali i njoj blisku logaritamsku funkciju.

I 5.1. Eksponencijalna funkcija

Il Potencije i njihova svojstva N

Eksponencijalna funkcija i razumijevanje njezinih svojstava zahtijevaju dob-
ro poznavanje potencija i ratuna s potencijama. Zbog toga ponovimo taj dio
gradiva prvog razreda.

Ako je a> 0 realan, a n prirodan broj, onda je

a=a-a,

3 _

a’=a-a-a,

a"=a-a-a-...-a.
—_———

n

Uzimasedaje al = a.

Broj a je baza, abroj n eksponent potencije a".

|z definicije neposredno dlijede ova osnovna svojstva potencija:
(E1) a-a=a",
(E2) (@) =a®,

(Es) (a-b)*=a b
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Bl Zadatak 1.

Bl Zadatak 2.

Potom smo uveli potencije Ciji je eksponent negativan cijeli broj
1
= 5,

a—n

priemujea>0i neN.
Nadalje, uz primjenu svojstva (E 1) vrijedi:
1
0_ n—n __

ad=a""=a"-a"=a" - =1.
an

Ovo temo vazno svojstvo potencija takoder posebno istaknuiti:
(Es) a°=1.

Potenciranje pozitivnog broja a recipronim brojem prirodnog broja n povezali
smo korijenom broja a:

ar = {a.
Zatim smo uveli pojam potencije Cija je baza a pozitivan broj, a eksponent
bilo koji racionalan broj. Ako je x = R me Z, ne N, tada stavljamo:

a=an = Vam
RaCunanje s ovakvim potencijama posjeduje sva svojstvaE1—E 4.

Tako smo definirali potenciju & za sve pozitivne brojeve a te racionalne bro-
jeve X.

ZapiSi u obliku potencije:

. ¥ ey L. 1. 1
V10, V3 V5O, B T T

ZapiSi u obliku korijena sljedete potencije:

43, 3% 373 273 9% 0173 0207 3715,

0.017%%. /10

| zraCunajmo
% 0.001~:

Svaka od triju potencija u brojevnom izrazu moze se prikazati kao
potencija s bazom 10. UCinimo to:

0.017%%. 10 (1072)~15.102

0.001" 2 (10-3)~2
Primijenimo zatim pravila za raCunanje s potencijama pa imamo:
(1072)715.10z . (1073)% = 10%- 107 - 10~ 2 = 10 = 100.
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; 2) V12 V12 Y12 = 12.

Il Zadatak 3. Obrazlozi sljedete dvije jednakosti:

1) 47071878 = —3‘:5

2.1 3 1 -2 -3
Bl Zadatak 4. IzraBungj vrijednost brojevnog izraza [(a?bﬁ) (aZb*E) } ako je
a=3,b=16.
EE Primjer 2. Kineski je zid najveta gradevina %o ju je stvorio Covjek. Dugatak je

6352 km, a po nekim pretpostavkama bio je ¢ak 500 km dulji, no tg) je
dio s vremenom unisten. Gradnja zida zapocCela je u 5. st. prije Krista,
a zavrsena je negdje u 17. stoljetu.

Kad se Zeli istaknuti kako je zid golem, Cesto se Cuje da je to jedina
gradevina na Zemlji koja se vidi i s Mjeseca. No je li to uistinu tako?

Usporedimo promatranje zida s Mjeseca s promatranjem vlasi kose s
neke udaljenosti d.

Zemlja je od Mjeseca udaljena oko 4-10° metara. Kineski zid je &irok
5-8 metara. U raCunu uzmimo da je 8 metara. Sada zamislimo da s
udaljenosti d promatramo vlas kose &iji je promjer 8- 10~° metara.

Zapisat temo omjer:
4.10°:8=d:8-10"°.
4.108-8-10°°
8

Tvrdnja da se Kineski zid vidi s Mjeseca jednaka je dakle tvrdnji da
vlas kose prostim okom vidimo s udaljenosti od 4 km.

Slijedi d = =4.10° metara
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B Eksponencijalna funkcija [l

Ako je a zadanabaza, a> 0 i a# 1, a x hilo koji racionalan broj, onda vri-
jednost potencije a* ovisi 0 x. Mozemo govoriti o funkciji koja racionalnom
broju x pridruzuje vrijednost potencije a*,

X — a.

Definicija te funkcije moze se proSiriti i na realne brojeve te je za svaki reani
broj x definirana funkcija

f(x) =a,

koju zovemo eksponencijalna funkcija.

E Primjer 3. Funkcija f (x) = 3* primjer je eksponencijalne funkcije. Zarealni broj
x vrijednost funkcije jednaka je 3*.
Tako je
1 1 1
_ 23 _ N =2 = Z) =32 —
i(@=8=27, §(2=-872=7 f(z) 3 =3

U svakom od triju primjera umjesto x uvrStavali smo samo probrane
brojeve. Jer opcCenito, bez pomoti dzepnog racunala ili tablica nije
moguce izraCunavati vrijednosti potencije 3*.

Koliko je, primjerice, f (E) 2 Odnosno, koliko je 35 ?
3 = V3=V

Vrijednosti funkcije f (x) = a* ra
cungju se na znanstvenom dzepnom
kalkulatoru na sljedeti nacin:

Nakon unoSenja baze funkcije, bro-
ja a, pritisnemo tipku ¥ i unese-
mo vrijednost eksponenta.  Pritis-
kom tipke za znak jednakosti dobi-
jemo vrijednost potencije, odnosno
funkcije.

Na nekim dzepnim ratunalima umjesto tipke x¥ treba pritisnuti tipku
A, aimai drugih rjesenja.

Jednostavno sada nalazimo i 33 = 3%6 ~ 1.933182045.




Bl Zadatak 5.

Bl Zadatak 6.
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Provjeri: 285 = 374.8059382; 3*%678 = 151.1452375;

56725 — 50184.92497; 10*3%%5 — 21652.09879;
8-222% — 9776271049 - 10~3; 4-123%5 — 0.180616299.

Eksponencijalna funkcija

Nekaje a> 0 i a # 1 realan broj. Funkcija f (x) = a* definirana za
svaki realni broj x zove se eksponencijalna funkcija.

Zasto se zahtijeva da baza potencije bude pozitivan broj? Ako bismo dopus-
tili da je baza negativan broj, tada potencije kao $to su, primjerice, (—2)_711 ,
(—3)5 i slicne ne bi bile realni brojevi.

Ako bi pak baza bila jednaka nuli, tada bi vrijedilo 0* = 0 za svaki reani broj
X osim za x = 0, kada ta potencija nije definirana.

Jednako tako je 1* = 1 za svaki realni broj x. Dakle, funkcija f (x) = 1*=1
je konstanta pa je zbog toga uvedeno i ogranicenje a # 1.

Ako je dana eksponencijalna funkcija f (x) = 4%, koliko je: f(2), f (%) ,

f(—g), f(0), f(0.25)2
— ’ —

Neka je baza eksponencijalne funkcije a > 1.

Tada za svaki pozitivan racionalni eksponent x > 0 vrijedi a = a% > 1.
Naime, a = v/am, akako je a"™ > 1, ondajei vam > 1.

Uzmimo daje x; < X2. Uz primjenu svojstva E; imamo:
ae — a(xz—x1)+x1 —ge . gt > axl,

jerje X —x >01i a°e ™ > 1.
Time smo dokazali:
Ako je a> 1, onda za racionalne brojeve x; < %, vrijedi a® < a*.

Analogno bismo dokazali: ako je 0 < a < 1, onda za racionalne brojeve
X1 < X vrijedi @ > a*.

Imamo dakle i sljedete svojstvo monotonosti eksponencijalne funkcije:
(Es) 1) Ako je a> 1, onda za racionalne brojeve x; < X, vrijedi

a4 < a“.
2) Akoje 0 < a< 1, onda zaracionane brojeve x; < xp vrijedi

a“t > ak.
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Zadaci 5.1.

Zapisi u obliku potencije s bazom 10:

1) 100°%; 2) 1000?; 3) 0.01%;

4) 0.001%; 5 0.1°2; 6) 0.0173.
ZapiSi u obliku potencije s bazom 2:

1) 8°72; 2) 0.2573; 3) 0.125%
4) 1673; 5) 32%; 6) 0.57°.
ZapiSi u obliku potencije s bazom 5:

1) 2574; 2) 0.2%; 3) 12573;
4) 0.04%; 5) 62572; 6) 0.275.
ZapiS u obliku potencije s bazom 10:

1) 10007 - 100%; 2) (10%)3-100%;

3) 1000%-0.1°;
5) 100~4.0.01°%;
| zraCunaj:

1) (—125)73.(-25)~*
2) (-4 (-8

3 (-9 (—2—17)_3;

4) (-0.1)~*%:(-100)"3
5 —107%.(-0.172)%. (-0.0173)2
6 1 1 102
100-2 0.01% 0.0012°
Provedi naznacene racunske operacije i rezultat
izrazi u znanstvenom zapisu:
1) 91-10°+52.10°5;
2) 6.9-108 4 7.8-10°;
3) 35-107% . 7.6-107%;
4) 55.107% . 9.2.10°5;
5) 7.4-10° : 1.2-10%;
6) 6.6-107%° : 44.107%5,
Ova knjiga je otisnuta s rezolucijom od 2400
to€aka po inCu. Koliko to€aka ima na stra-

nici dimenzije 20 x 24 cm? lzrazi rezultat u
Znanstvenom zapisu.

Za koliko ¢e vremena svemirski broj koji pu-
tuje brzinom od 1.5- 10° km/s prijeci put od
4.5.10% km?

Brzina svjetlosti je 3-10° metara u sekundi.
Ako je udaljenost Sunca od Zemlje 93 milijuna

4) 0.01-3.0.0013;

6) 0.1°5.0.01"%.0.001°3.

10.

13.

14.

15.

16.

milja (1 milja= 1.6 km), za koliko ¢e vremena
svjetlost sa Sunca sti¢i do Zemlje?
Ako je masa atoma vodika 1.7 - 10~2* grama,

kaliko je atoma vodika u masi od jednog kilo-
grama?

. ZapiS u obliku potencije:

1
1) V3; 2) —: 3) V/125;
) ) 7 )
1
4 —; 5 VaZ—b2; 6) ———
) ) ) ( b’
1
7) Va4, 8) —.
) ) 75
. Koristeti dzepno racunalo izratungj:
1
1) J17; 2) V2225; 3) —;
) ) )
1 4 1
4 —; 5) v1000; 6) —.
) J0.35 ) ) V512
ZapiS u obliku korijena sljedete potencije:
1) 1005, 2) 4%; 3) 874,
4 275, 5) 100%;  6) 167%;
7 273, 8) 2-15,
Koriste€i dzepno racunalo izratungj:
1) 105, 2) 151%4; 3) 258797,
4) 313°%; 5) 150073; 6) 778.
| zraCunaj:
1) 81z; 2) 8174,
3) 0.06257 ; 4) 323 +( 8)%;
5) V322; 6) ¥(—2)73.
| zraCungj:
1) 0.25°%. (&)™

2
3

2) 004715 (L ) :
3) 16°5 4 (&4)™°

9 0054 (1)
5) (1) - (0.064) ¢ ;
6) 273 — (54) %,
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I h.2. Graf i svojstva eksponencijalne funkcije

NaCin na koji zapisujemo brojeve daje nasiutiti kako ¢e baza a = 10 imati
posebnu ulogu u ratunanju potencija. Naime, dekadski zapis brojeva upravo se
zasniva na racunanju s potencijom broja 10.

Promotrimo zato potencije oblika 10%.

M Graf funkcije  — 10 N

Skicirgjmo graf funkcije f(x) = 10*. U tu €emo svrhu izraCunati njezine
vrijednosti za nekoliko odabranih vrijednosti x.

y +
X | 10%
—3 ] 103 =0.001
-2 |102=0.01
-1|10t=01
010°=1
0.5 | 10°5=,/10=3.16
1] 10*=10
15 | 10“° = /1000 = 31.6
2 | 102 =100
Primijetimo da su vrijednosti funk- W
cije u toctkama 0.5 i 1.5 odredene S 01 =
priblizno, jer su v/10 i /1000 ira- Graf funkdije f (x) — 10

cionani brojevi.

Vidimo da ova eksponencijalna funkcija raste vrlo brzo za pozitivne brojeve Xx.
Crtano u mjerilu 1: 1, za x = 10cm koordinata y iznosi 10° cm= 10°km.
Za negativne argumente x funkcija pada prema nuli, takoder vrlo brzo. Njezin
se graf priljubljuje uz negativni dio x osi. Kazemo da je negativni dio x osi
asimptota grafa eksponencijalne funkcije.

B Graf funkcije 10" u razlic¢itim mjerilima [N

Grafove funkcijakoje rastu vrlo brzo mozemo lakSe predociti tako da uporabimo
razliCita mjerila na koordinatnim osima. Nacrtgjmo sad graf eksponencijalne
funkcije 10* na intervalu [—1,1] izabravS jedinice na koordinatnim osima
tako da jednoj jedinici na x osi odgovara deset jedinicana y osi.

Pritom ¢emo pomocu raCunala racunati vrijednosti eksponencijalne funkcije u
racionalnim totkama. Broj 10* ratuna se na dzepnom ratunalu na sljedeti

nacin;
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e unese se vrijednost broja X,

e pritisne se tipka | 10% .

Dobivene ¢emo vrijednosti zapisati dvjema znamenkama.

y
X 10% ‘
-1 [oT 10 J
—0.8 | 0.16

—0.6 | 0.25

—0.4 | 0.40 ]

—0.2 | 0.63

0 1

02 |16 w4

04 |25 =

06 |40 B ——

08 |63 A R 1 x
1 10

Graf funkcije 10%, crtan u mjerilu 10:1.

Nacrtani graf je graf funkcije koja je definirana za svaki reani broj x, dakle
i za svaki iracionani broj. Da vidimo je li takav postupak ispravan, nafinimo
djedete razmatranje.

|zaberimo neki iracionalni broj, recimo /2. Njega moZzemo zapisati samo od-
redenom to€no3tu, jer je njegov decimalni zapis beskonatan. Ako ratunamo
na dvije decimale, tada cemo zapisati:

141 < V2<142.
Zelimo da svojstva eksponencijal ne funkcije ostanu saéuvana. Zato po E , mora
vrijediti:
104 < 10v2 < 1014

odnosno:
25.70 < 10v2 < 26.30 .

Ocjena je neprecizna jer funkcija x — 10* raste jako brzo, a uzeli smo grubu
aproksimaciju broja v/2. Popravimo je! 1z ocjene
1.41421 < V2 < 1.41422
slijedi:
25.95434 < 10V2 < 25.95493.

Vidimo da smo dobili broj 10¥2 s pet to&nih znamenaka, 10v2 = 25.954. - -
Kad se broj 10v2 ratuna na ratunalu koje zapisuje brojeve s 10 znamenaka,
tada racunalo koristi aproksimaciju

1.41421356237 < /2 < 141421356238
(prebrojite broj znamenakal), a na zaslonu se pokaze vrijednost

2/ 10¢ = 25.95455352,
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s deset tocnih znamenaka. Naravno, i ovo je samo priblizna vrijednost broja
10v2 jer je to iracionalan broj. Pri zapisivanju iracionalnih brojeva izratunatih
na ratunalu, rezultate ¢emo zaokruzivati na 2-5 tocnih znamenaka.

Na ovakav naCin, koristeti racionalne eksponente, vrijednost potencije 10* mo-
Zzemo s dovoljnom to€no3tu izraCunati za svaki iracionalni broj x. Zato je
dovoljno uzeti bliske decimalne brojeve x; i xp takve davrijedi x; < X < Xp.

Onda ¢e hiti: 10 < 10* < 10%.

B Graf eksponencijalne funkcije « +—

a” N

Bas kao za a = 10, mozemo nacrtati graf funkcije a* za druge vrijednosti

baze a. Nacrtajmo graf funkcije f (x) = 2*.

x| 2
-3 %
) 711
-1 %

01

12

214

3|8

32

123 X

Graf funkcije 2%.

Vidimo dai ovafunkcijaima graf dican grafu funkcije x — 10*, samo $to ona
za pozitivne realne brojeve x > 0 raste sporije, jer je 2* < 10 za x > 0. Za
negativne brojeve x vrijedi suprotna nejednakost: 2* > 10*.

Y10t o

1

—

y

1

—

b,r

a<b

X

X

Usporedba grafova eksponencijalnih funkcija za razne vrijednosti baza a > 1, b> 1.

Il Zadatak 1. Nacrtgj graf funkcije f (x) = 3*. Usporedi ga s grafovima funkcija f (x) =

10¢ i f (x) = 2*. Sto mozesS zakljutiti?
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—_— -

Uz bazu 10, koja je vazna zbog toga $to racunamo u dekadskom sustavu, te
bazu 2, jer ratunala ra€unaju u binarnom sustavu (sustavu s bazom 2), vaz-
naje i eksponencijalna funkcija Cija je baza broj e. To je iracionalan broj s
pribliznom vrijednoStu

e=2718281828. ..
Funkcija f (X) = € ugradena je u svako dzepno racunalo koje sadrzi i ostale
standardne funkcije. Njezina je tipka oznatena s € . Vrijednost broja e
moZzemo dobiti pomotu (1 e .

Bl Zadatak 2. | Provjerite:
el® ~ 44817, €~ 200855 e 9%%~0.7788, e 1~ 0.3679.

Kutak ]
>

BROJ e

Jednadzbe kao o su linearna ax+ b = 0, kvadratna ax® + bx + ¢ = 0 ili jednadzba 3. stupnja (kubna), gdje
su koeficijenti racionani brojevi zovu se algebarske jednadzbe.

Realni brojevi koji su rjeSenja takvih jednadZbi zovu se algebarski brojevi.

No postoje realni brojevi koji nisu rjeSenja nijedne algebarske jednadzbe. To su transcedentni brojevi. Broj
7 je transcedentan broj. On nije rjeSenje nijedne algebarske jednadzbe. Duzinu Cija je duljina transcedentan
broj nije moguce konstruirati. Tako ne mozemo konstruirati niti duzinu duljine 7 i to je razlog zbog kojeg
nije rjeSiv zadatak kvadrature kruga spomenut u 1. razredu.

Uz broj 7 joS se istie jedan transcedentan broj, broj e.

Taj broj Cija je priblizna vrijednost 2.7182818284590 kao baza eksponencijalne funkcije pojavljuje se u vrlo

raznolikim prirodnim zakonima kao &to su razne vrste prirodnog prirasta. Nezaobilazne su takve funkcije i u
optici, akustici, elektronici, dinamici itd.

n
Promatramo li niz brojeva koji dobijemo uvrStavanjem za n redom prirodnih brojeva u izraz (l + %) , tada
&o daje u tom nizu odmicemo, sve smo blizi broju e.
n
<1 I %) — 2.7182818284590 . . .

Oznaku e uveo je Svicarski matematiCar Leonhard Euler 1727. godine, vjerojatno inspiriran rjecju eksponent.
On je 1737. dokazao da je e iracionaan, a da je transcedentan dokazao je 1873. Charles Hermite.
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