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4 DERIVACIA

U ovom €emo poglavlju nauciti osnove diferencijalnog racuna, najjaceg ‘oruzja’
kojim su matematiCari obogatili CovjeCanstvo. RijeC je o podrucju matematike
u kojem se na djelotvoran nacin iskoristava idegja o beskonatno malim velici-
nama, koja je dvije tisuce godina zaokupljala velikane ljudske misli. Ogromna
je vaznost diferencijalnog racuna u tome $to pomotu njega opisujemo fizikalne
zakone na kojima se temelji nas svijet.

I 4.1. Problem tangente i brzine

I Primjer 1.

Prirast varijable i prirast funkcije [l

Ponovimo najvaznije o prirastu funkcije.

Nekaje f (x) = x? + 2x. Koliki je prirast funkcije u totki xg = 1 ako
je prirast argumenta Ax = 17?

I Primjer 2.

y+Ay
Prirast funkcije definira se kao promje- | A
na vrijednosti funkcije: y ET\
Ay = f (o + Ax) — f (xo) 1)
U ovom primjeru je B B

Ay=f(2)—f(1)=8-3=5.

Prirast funkcije ovisi o prirastu argumenta i 0 tocki u kojoj se taj prirast pro-
matra.

Nekaje f (x) = x% + 2. Odredimo prirast Ay funkcije

A. utocki xg =1, B. u tocki xg = 3,
C. u po volji odabranoj tocki xg € R.
y
A. Ratunamo po (1):
Ay =f (1+Ax) —f (1) |
=(1+AM%%2+2-(1+2)
Ax
= AX? + 2AX.

11+Ax X




B. Sada je:

Ay =f (3+ Ax) — f (3)

= (3+AX)2 +2— (3% +2) = AX° 4 6AX.

C. Optenito je
Ay =f (% + AX) — f (X0) = (X0 + AX)? + 2 — (G + 2)
= AX® + 2XAX.

Vidimo da ovaj prirast ovisi i 0 tocki Xg i 0 iznosu prirasta AX.

Afinafunkcija, €iji je graf pravac, imajednak prirast u svakoj tocki. Tafunkcija
svuda raste (ili pada) jednako brzo.

EN Primjer 3. Nagib pravca. Odredimo prirast afine funkcije f (x) = kx+ 1 uistim
tockama kao u prethodnom primjeru.

y y=hkx+[

|
| | | !
1 1+AX 3 3+AX P

Nagib pravca jednak je koeficijentu smjera pravca i dobiva se
kao omjer Ay/Ax. On je stalan u svakoj tocki Xg .

A. U tocki xp=1 je

Ay =1 (1+Ax) —f (1) =k(1+Ax) +1— (k-1+1) = kAx.
B. U tocki xg =3 je

Ay =f(3+Ax) —f(3) =k(3+Ax) +1 — (k-3+1) = kAx.

C. Optenito je:
y Ay = f (Xo + AX) — f (x0) = k(X0 + AX) + | — (kxg + 1) = kAx.
k>0
k=0
x U svakoj tocki xg je zaisti Ax jednak prirast funkcije. Zato je omjer prirasta
P stalan i jednak koeficijentu smjera k pravca
<
Ay K
AX

Koeficijent smjera i nagib
pravca. Koeficijent smjera odreduje nagib pravca. Dakle, graf afine funkcije ima u

svakoj tocki jednak nagib.



|z pariSkog predgrada.

Nagib govori o brzini rasta funkcije. Kod pravca nam je poznata
ovisnost rasta (pada) o predznaku koeficijenta k:

za k< 0 funkcija pada,
za k=0 funkcija je konstanta,
za k> 0 funkcijaraste.

Pad i rast su to brZi &to je veta apsolutna vrijednost koeficijenta
K.

Nagib se moze definirati i opCenitije, za po volji odabranu funk-
ciju f .

B Nagib funkcije. Tangenta na graf funkcije

Nagib grafa funkcije

Neka se na graf funkcije f moZze povuti tangenta u tocki (xo, Yo) . Nagib
grafa funkcije f utocki (Xo,Yp) definiramo kao nagib tangente polozene
na graf u toj tocki.

On je jednak koeficijentu smjera k tangente, a moze se izraziti kao
k=tga,
pri ¢emu je o kut $to ga pravac zatvara s pozitivhim dijelom Xx-0si.

Funkcije razlicite od linearne nemaju jednak nagib u svakoj tocki. To zna€i da
njihov rast (pad) nije u svakoj tocki jednak. Ilustrirgimo to sljedecom slikom.

y k=0

k>0
k>0

X

~ Rast i pad funkcije mozemo ilustrirati nagibom pravaca koji diraju graf funkcije.
Primjetujemo da funkcija pada tamo gdje je nagle)ravca negativan, a raste tamo gdje je
on poztivan. Na prijelazu izmedu rasta i pada nagib tangente jednak je nuli.

—_— —

Da bismo odredili koliki je tono nagib grafa funkcije u nekoj toCki, mora
mo odrediti koeficijent smjera tangente polozene na graf u toj tocki. To nije
jednostavan posao. Cak niti za tako jednostavne funkcije poput polinoma ne
znamo jednostavno odrediti tangentu u po volji uzetoj tocki na grafu.

PokuSajmo doti do tangente na sljedeti naCin: tangentu ¢emo zamijeniti se-
kantom, pravcem koji sijeCe graf funkcije u (barem) dvjema toCkama.



BN Primjer 4.

Sekanta je pravac koji prolazi tockama (X, y)
i (X+ Ax,y+ Ay) na grafu funkcije. Sto
je vrijednost prirasta Ax manja, to ¢e se-
kanta biti bolja aproksimacija za tangentu
u tocki (x,y). Pustajuti da Ax tezi nuli,
iz jednadZbe sekante dobivamo jednadzbu
tangente.

Neka je T(xp,Yo) totka na grafu u kojoj
zelimo izratunati nagib, a S(Xp + AX, Yo +
Ay) tocka na grafu kroz koju vucemo se-

kantu TS. Nagib sekante je i—i’ Kada se

S priblizava tocki T po grafu funkcije f ,
onda sekanta prelazi u tangentu u tocki T.

Odaberimo neku funkciju i pogledajmo kako joj ratunamo tangentu.

Neka je y = f (x) = x2. Nadimo nagib tangente na graf te funkcije u
1

Postavit cemo sekantu kroz totku s koordinatama (1,1), i kroz njoj
“sugiednu” tocku (1 + Ax,f (1+ Ax)). Vrijedi
f(1+AX) = (14 AX)? = 1+ 2Ax + (AX)2.
Zato je prirast funkcije u tocki xg = 1 jednak
Ay = f (14 AX) — f (1) = [1+ 2Ax + (AX)?] — 1 = 2Ax + (AX)2.

Zanima nas koeficijent smjera sekante. On iznosi

(o Ay A4 (Ax)?

AX AX

Vidimo da njegova vrijednost tezi k 2 kad Ax teZi k nuli. Zato je
nagib tangente u tocki (1,1) jednak 2.

=2+ AX.

Izratunajmo nagib tangente u po volji uzetoj tocki (Xg,Yo) na grafu funkci-
je f(x) = x2. Koeficijent smjera sekante dobivamo ratunajuéi kvocijent %
prirasta funkcije i prirasta argumenta:

f (X0 + AX) = (X0 + AX)2 = X + 2XAX + (AX)?,

Ay = f (Xg + AX) — f (Xg) = 2%AX + (AX)?,
Ay
= AX.
Ax 2Xg + AX
PustivSi da Ax tezi nuli dobivamo nagib 2xg.



Zadatak 1.

Zadatak 2.

Tako, na primjer, nagib u tocki grafa s apscisom —1 iznosi —2, nagib u tocki
grafa s apscisom 3 je 6 itd. lzraCunavSi nagib mozemo napisati jednadzbu
tangente koristeci formulu za jednadzbu pravca koji prolazi zadanom tockom i
ima poznati koeficijent smjera
Y = Yo = K(X = Xo) = 2X(X — Xo).

Tako imamo, na primjer:

apscisa  ordinata nagib tangenta

x=-1 y=1 k=-2 y—-1=-2(x+1)

x=1 y=1 k=2 y—1=2(x—1)

x=3 y=9 k=26 y—9=06(x—3)

Zadana je funkcija f (X) = 3x% — x+ 3. Odredi nagib tangente
1) utocki (2,3), 2) u bilo kojoj tocki (xg,Yo) na grafu te funkcije.

U kojoj tocki na grafu funkcije f (x) = —x? + x nagib iznosi 3?

Il Problem brzine

Odgovor na pitanje &to je brzina nije jednostavan. O tome izvrsno govori pre-
pirka izmedu policgjca i vozaCice koja se moze procitati u znamenitim The
Feynman Lectures in Physics americkog nobelovca R. P. Feynmana:

— Gospodo, vi ste prekrsili pravila voznje kroz grad. Vozili ste brzinom od 90
km/ h.

— Oprostite, to nije moguce. Kako sam mogla voziti 90 kilometara na sat, kad
vozim tek sedam minuta?

— Radi se o tome, gospodo, da biste zajedan sat predli 90 km kad biste nastavili
voziti na isti nacin.

— Kad hih ja nastavila voziti kako sam vozila jos cijeli sat, naletjela bih na zid
na kraju ulice!

— Vas je brzinomjer pokazivao 90 km/ h!

— Moj je brzinomjer pokvaren i odavno ne radi.

_’_

Ako automobil prijede put od 120 km za 2 sata, njegova je prosiecna brzina
60 km/ h. To dakako ne zna€i da je ta brzina bila konstantna duz cijelog puta.
Ona se tijekom putovanja mijenjala (brzina je funkcija vremenal), a prosjecnu
vrijednost dobili smo dijeljenjem prijedenog puta vremenom provedenim na
putu.

Na sli¢an na€in mozemo dobiti i prosjecnu brzinu nanekom manjem dijelu puta.
Smanjujemo |i dio puta, odnosno promatrajuci sve krate vremenske intervale,
ocekujemo da €e prosjecna brzina biti sve bliza trenutnoj brzini.



BN Primijer 5.

Nacrtajmo s-t dijagram prijedenog puta koji opisuje ovisnost prijedenog puta
s o vremenu t. Graf funkcije t — s(t) nalik je na ovakav:

SHAS == e

| Graf prijedenog puta u ovisnosti 0

w } vremenu. Sto je nagib krivulje veti,
| | to je automobil u jednakim vremen-
| | skim intervalima’ prevaljivao veti
| 1 dio puta. Tu jei njegova brzina bi-

0 t 1+AL la veta. Dakle, iznos brzine ovisan
je o nagibu grafa ove funkcije.

U vremenskom intervalu [to,to + At] automobil je prevalio put od s = S(tp)
do sp + As= s(tg + At). Progetna brzina u tom vremenskom intervau je
T As  s(tp+ At) — s(tg)
At At ‘
Smanjivanjem duljine At vremenskog intervala, ova prosetna brzina postaje
sve bliza trenutnoj brzini u trenutku tg.

[lustrirgjmo tgj prijelaz na poznatim formulama koje opisuju slobodni pad tijela.
Ovisnost prijedenog puta o vremenu lako je mjeriti: dovoljno je tijelo pustati
da pada s razlicitih visina i mjeriti ukupno vrijeme pada. TeZe je odgovoriti na
pitanje: kolika je brzina tijela pri padu?

Mjerenjem je utvrdeno da je prevaljeni put tijela koje slobodno pada u
vakuumu dan formulom

15
S= t
29

gdje je t vrijeme slobodnog pada. Kolika je brzinatijela u tom trenut-
ku?

Racunajmo prosjecnu brzinu u vremenskom intervalu od t do t + At:

_As 3gt+AnZ—3g2 1
Promatramo |i sve krate vremenske intervale, tada je At — 0 i pros-
jetna brzina postaje trenutna brzina u trenutku t:

v(t) = gt.

Primjeri s tangentom i brzinom vode nas do istih izraza, promatranja limesa

. A .
kvocijenta A—i kad Ax tezi nuli.



Derivacija funkcije

Derivacija funkcije f u tocki Xg je broj:

oy e AY (X0 +AX) — F(X0)
o) = AI)iTO AX AI)I(TO AX ’
ukoliko ova limes postoji. Tg je broj jednak nagibu k tangente na graf
y="f(x) utocki (xo,Yo):
f'(x) =k=1ga,
o je kut Sto ga tangenta zatvara s pozitivnim dijelom x-osi.

Zafunkciju f kazemo da je derivabilna u tocki Xg, ako postoji f’(xo).
Funkcija je derivabilna (diferencijabilna) na intervalu (a,b) ako u
svakoj tocki tog intervala postoji derivacija f/(xg). Tada je na intervalu
(a,b) definirana funkcija f’ koju nazivamo derivacija funkcije f .

Derivaciju joS oznaavamo simbolima
df (x) dy
D) — _
P = dx  dx’

_’_

Postoji |i derivacija po volji odabrane funkcije u bilo kojoj njezinoj tocki?
Odgovor na ovo pitanje jee ne! Da bi funkcija imala derivaciju, ona mora
zadovoljavati neke uvjete. Ne ulaze€i u detalje, istaknimo jedan nuzdan uvjet.

NuZan uvjet za postojanje derivacije

Da bi funkcija imala derivaciju u nekoj tocki, ona mora u toj tocki biti
neprekinuta.

Dokaz. Ako funkcija ima derivaciju u tocki x, onda postoji limes:

lim f (X+ Ax) —f(x).

AX—0 AX
Nazivnik ovog izrazatezi nuli. Da bi limes postojao, i brojnik mora teziti nuli.
Zato je

AI)lTOf (x+ Ax) = f (x),

§to znati daje f neprekinuta u tocki X.

Ovg je uvjet nuzan, ali nei dovoljan. To znali da obratna tvrdnja nije istinita;
funkcija koja je neprekinuta ne mora imati derivaciju u toj tocki.

Pokazat ¢emo u nastavku da su sve elementarne funkcije (poput polinoma,
eksponencijalne i logaritamske funkcije, trigonometrijskih funkcijai dl.) deri-
vabilne u svim tockama u kojima su definirane.



PROBLEM TANGENTE | BRZINE

I Primjer 6. Navedimo primjer funkcije koja je neprekinuta, a nema derivaciju u
nekoj tocki.! Neka je f (x) = [x — 2|. Ona je neprekinuta u svakoj
tocki. Tvrdimo da nema derivaciju u tocki xp = 2. Racunamo:

y
| Sx)=x-2| Ay f2+Ax)—f(2) [2+Ax-2/-0 |AX
\ AX AX N AX OAXC
Zato je
. A . —AX . A . AX
~ lim & _ lim — =-1, lim Ay _ lim —=1
o 2\ Ax—0— AX  Ax—0— AX Ax—0t AX  Ax—ot+ A
U ovolj_ tocvlfz' ne Ay
postoji derivacija i ne postoji AIimO A’ tj. funkcija nema derivaciju u tocki 2.
X—

Sa slike grafa ove funkcije vidi se zbog Cega derivacija u toj tocki ne
postoji.

Povijesr kutak |

Dio matematike koji se temelji na pojmu derivacije naziva se diferencijalni racun. Osnivatima diferencijalnog
ratuna drze se veliki matematiCari 1. Newton i G. W. Leibniz. Newton je do pojma derivacije dosao preko
fizikalnog modela brzine. On je rabio oznaku $ koja se i danas koristi za oznaCavanje derivacija po varijabli
koja predstavlja vrijeme. Leibniz je do pojma derivacija doSao preko problema tangente.

SIR ISAAC NEWTON

Sir Isaac Newton, (Woolsthorpe, 25. prosinca 1642. — Kensington, 20. ozujka 1727.)
engleski je fiziCar, matematiCar i astronom. Po zavrSetku studija u razdoblju od
tri godine (1665.—1667.) napravio je nekoliko otkrica fundamentalne vaznosti iz
razliGitih podrugja znanosti. U matematici je postavio osnove diferencijalnog i
integralnog racuna. Newton je nazivao derivaciju fluksacijom, od latinskog fluere
— teCi. Osnival je suvremene mehanike (Newtonovi zakoni), otkriva principe gra-
vitacijske sile, kao i neke temeljne zakone optike. 1668. izradio je prvi teleskop
na principu refleksije. 1672. objavljuje djelo New Theory about Light and Colour.
Medutim, temeljne radove iz matematike i astronomije — model gibanja nebeskih
tijela — objavio je tek na nagovor prijatelja punih dvadeset godina nakon njihova
nastanka u djelu Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, za koje se drzi da
je najveti pojedinatni doprinos znanosti.

GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ

Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig 1. srpnja 1646. — Hanover 14. studenoga
1716.) njemacki filozof i matematicar, osnivaC Berlinske akademije znanosti. 1661.
upisao je pravni fakultet, a uz pravo studirao je filozofiju i matematiku. Doktorirao
je 1666., a nakon toga radio u diplomatskoj sluzbi. Na brojnim putovanjima upoznao
se s mnogim matemati¢arima svoga doba i njihovim radovima. U isto vrijeme kad
i Newton utvrdio je osnove diferencijalnog i integralnog ratuna. Autor je vetine
matematickih simbola i oznaka diferencijalnog i integralnog racuna kakve danas ko-
ristimo. Za derivaciju je rabio oznaku dy. Uveo je pojam diferencijala po kojem
se i Citav ratun naziva diferencijalni racun. On ga je tretirao kao ‘beskonatno mali
prirast’. U njegovim se radovima po prvi put pojavljuje i teorija algoritama. Otkrio
je pojam binarnog sustava i izumio stroj za racunanje sloZeniji od Pascalovog.

LU visokoskolskoj matematici daju se primjeri funkcija koje su neprekinute, a nemaju derivaciju

niti u jednoj tocki! Konstrukcija takvih funkcija je slozena



Zadaci 4.1.

L . Ay

Izrvac_:unaj kvacijent Ax

tocki Xp:

) f(x) =x—3+1, xg=1, x = 2,
u bilo kojoj tocki xg € % ;

zafunkciju f u zadanoj

2) f(x) = a®+bx+c, =1, x = 2,
u bilo kojoj tocki xg € % ;

3) f(x) = )—1( X0 = 1, X9 = 2, u hilo kojoj
tocki xg € % ;

4) f(x) =X, Xp =1, Xg = 2, u bilo kojoj
tocki xg € % ;

x—1
5) f(x) = ——, Xo=1, X9 = 2, u bilo kojoj
) (v)_ 1o X0 jOj
toCki xg € % .
.. Ay . )
IzraCung] lim — za funkciju f u zadanoj
. Ax—0 AX
tocki Xg .

1) f(x) = )—1( X0 =1, Xg = 2, u bilo kojoj
tocki xg € % ;

2) f(x) = VX, X = 1, X9 = 2, u bilo kojoj
tocki xg € % ;

3) f(x) = x3, xg =1, X = 2, u bilo kojoj
tocki xg € % .

Pokazi da je nagib tangente u tocki (Xg,Yo)
na grafu funkcije f (x) = ax? + bx + ¢ jednak
2axg + b.

Odredi jednadZbu tangente na graf funkcije
f(x) = 2x% utoki (2,8).

Odredi jednadzbu tangente na parabolu y = x2
koja je paraelnas pravcem y = —4x.

Odredi jednadZbu tangente na parabolu
y=x2 4+ 2x— 3 u totki s apscisom x = 1.

U kojoj totki je tangenta na parabolu y = x2+2
paraelnas x-osi?

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Odredi jednadbu tangente parabole y=x?—x+3
koja je paralelna pravcu y = 2x — 1. Koje su
koordinate diralista?

Kako glas jednadZba tangente povucene na pa-
rabolu y = —x2+x+3 u njezinoj tocki T(—1,y)?

U kojoj se tocki sijeku tangente poloZzene na
parabolu y = %(x — 1)2 u njezinim tockama s
apscisama —1 1 2?

U kojoj toki parabole y = x2 — 2x + 5 tre-
ba postaviti tangentu koja je okomita na pravac
X—y=07?

Napi& jednadzbu tangente na parabolu y = x2
ako tangenta prolazi tockom T(2,3).

—_— —

Neko se tijelo giba po zakonu s(t) = 4t — t2.
Koliki put ovo tijelo prijede u vremenu od t =
1 sdo t = 1.5 s? Odredi srednju brzinu gibanja
u tom intervalu.

Tijelo se giba jednoliko po pravcu prema zako-
nua) s=20+3t; b) s= 10+ 2t+0.2t2, gdje
je t vrijeme izrazeno u sekundama, a s put u
metrima. Kolika je:

1) srednja brzina u vremenskom intervalu [2,5];

2) srednja brzina u vremenskom intervalu [2,3];
3) trenutna brzina u trenutku t = 2?

Tijelo bateno uvis brzinom vp = 5m/ s krete
se po zakonu s(t) = vpt — %gtz. U kojem je
trenutku njegova brzina jednaka 2m/ s? U ko-
jem je trenutku ona jednaka nuli? Kolikom ¢e
brzinom tijelo pasti natlo?

Dizalo se nakon pokretanja giba po zakonu

s(t) = 1.5t> + 2t + 12. Nadi trenutaénu brzinu
dizala
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