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Brojevi

Skup N = {1,2,3,...} zove se skup prirodnih brojeva. U skupu N izvedive su
radnje zbrgjanjai mnozenja. U skupu prirodnih brojevapostoji ngjmanji ¢lan (element),
toje 1, ane postoji najveti ¢lan.

Skup Z = {...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} jest skup cijelih brojeva. Skup Z
uvodi se kao proSirenje skupa N da bi se moglo vr&iti oduzimanje. Zato se tgj skup
moze definirati i oveko: Z = {x: x=a—b; a,be N}.

Dabi se moglo vréiti dijeljenje, uvodimo skup racionalnih brojeva Q, koji defini-
m
ramoovako: Q ={r: r = T me Z, neN}.

Skupove N, Z i Q mozemo preslikati napravac koji setadazove brojevni pravac.
Skup Q ima svojstvo (koje nemaju skupovi N i Z): Izmedu svaka dva racionalna
broja postoji beskonatno mnogo racionalnih brojeva. To se svojstvo zove gustota
skupa Q. lako je skup Q gust, na brojevhom pravcu postoje tocke koje nisu slika
nijednoga racionalnog broja. Brojevi pridruzeni tim toCkama su iracionalni brojevi.

Unija skupa svih racionalnih i skupa svih iracionalnih brojeva jest skup realnih
brojeva, koji oznaCavamo s R.

Preslikavanje skupa R nabrojevni pravac jest bijekcija

Kvadrat svakoga realnog broja je nenegativan, to jest: x €¢ R = x% > 0.
Zato ne postoji realan broj koji je jednak drugom korijenu iz negativnog broja. De-
finiramo: /=1 = i, pri éemu i ¢ R, di je i? = —1 € R. Ddlje definiramo:
C={z: z=x+Vi, xy€R, i =+/—1}. C zovemo skup kompleksnih brojeva. Za
y=0,z=x€R. Zatovrijed: NCZCcQCRCC.

Brojevi z= x+ Vi i Z= x—Yyi sudvamedusobno konjugirano-kompleksna broja.
Vrijedi: X+ yi =Xx—Vi, X—yi = x+Vi ili krate Z= z.

Za ratunanje s kompleksnim brojevima u = a+ bi i v = ¢+ di vrijedi
(a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+bi) — (c+di) = (a—c)+ (b—d)i
(a+ bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, (a+ bi) - (a— bi) = a® + b2,
a+bi (ac+bd) + (bc—ad)i ac+ bd N bc—adi
c+di c? + d2 4 d? A +dr

Zarealan broj x definirasenenegativan realan |x| koji sezove apsolutnavrijednost
broja x i vrijedi:

x| = X, X >0,
—X, x < 0.

Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z = x + yi definirase |z =

VR 4+ =72, Z=|7>?.
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Kompleksne brojeve predoCu-
jemo u koordinatnoj ravini, koju zo- y
vemo brojevna ili Gaussova ravni-
na

Tako je, na dici, broju z =
X -+ Vi pridruzena tocka P ili op- ||
Cenito (X +vyi) — (x,2). Ovo |
preslikavanje je bijektivno. Vrije- ¢ |
di [OP|* = x2 +y? = |7°. Cesto 0 ¥ x
oznacujemo |OP| =|z| =r.

Kut Sto ga polupravac OP odreduje s +x poluosi zove se argument kompleksnog
brojai obi¢no oznatava argz= ¢.

lzx=rcosp iy=rsing imamo z = r(cosg + ising), %o je trigonomet-
rijski zapis kompleksnog broja. Ovgj zapis je pogodan za potenciranje i korjenovanje
kompleksnih brojeva. Vrijede pravila Z' = [r(cos¢ +ising)]" = r"(cosng +

isnng), ¥z = {‘/r\/(cosw +ising) = {VF(cos(p +n2kn +isn? +n2k7r) c ke
{0,1,2,...,n—1}. Ovo su Moivreove formule. Drugu formulu koristimo takoder i
zakorjenovanjerealnih brojeva. Akoje x realan broj (x # 0), tadapostoji n razlicitih
kompleksnih brojevakoji su svi jednaki {/x. Vrijedi:

{1/)_(_ n\/|X|'{1/i7X>Ov
Vi - V=1, x< 0,
gdieje /x| realni korijen iz pozitivnoga realnog broja.

Totke Gaussove ravnine pridruzene kompleksnim brojevima /1 (n€ N, n > 2)
su vrhovi pravilnog n-terokuta upisanog u jedini¢nu kruznicu sa srediStem u ishodistu,
pri &emu je jedan vrh totka (1,0). Totke pridruzene kompleksnim brojevima {/—1
(n € N,n > 2) su vrhovi pravilnog n-terokuta upisanog u istu kruznicu kojemu je
jedan vrh totka (—1,0).

| Potencije i korijeni

Potencija s osnovom (bazom) a i prirodnim eksponentom n jest kra€i zapis um-
noskaod n faktorajednakih a.

a-a-...-a=a"
N————
n faktora

ZaraCunanje s potencijama vrijede pravila:
1) am-a"=amn,
2) an:a"=am",
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3) a"-b"= (ab)",
a" ayn
9 5~ (5)
5) (a")" = (a)™ = a™,
6) a "=

7) Zasvaki ac R, a# 0 vrijedi & = 1.

Akosu mn € N, a € R", vrijedi an = {/a™, zbog ¢ega se raiunanje s
korijenima svodi naraCunanje s potencijama. Naprimjer:

m Ny
Van. Y =af -ai =ar i =a m = "Yamrm,

Neke vazne formule:

L

(a+b)2:a2+2ab+b2, (a—b)? =a? —2ab+b2 —b? = (a—Db)(a+b)
(a+ b)® = a%+ 3a’b + 3ab? + b, (a b)3 = 3a2b+3ab2 b3
a®+b’=(a+b)(a®—ab+b?),a>— b= (a b)(a% + ab + b?)

(
(a+b+c)2_a2+b2+c2+2ab+2bc+2ca
(a+b—c)?=a?+ b?+ %+ 2ab — 2bc — 2ca
(a—b—-c)?=a%+b*>+c?—2ab+ 2bc — 2ca.

| Binomni poucak

Zaprirodanbroj ni r € No; 0 < r < n definiramo

(n) _ nn—1)(n—2)-...-(n—r+1)

r r!

, gdiejer! =1.2-3-...-r
Brojeve (?) zovemo binomni koeficijent, za koje vrijede dvije temeljne formule:
b <n2r> - <?>
2 (7)+( 1) =(771)

Na temelju tih formula moze se oblikovati
Pascalov trokut za binomne koeficijente. 11

Svaki se koeficijent jednog retka (osim pr- 12 1
vog i podjednjeg koji sujednaki 1) moze dobiti R S
iz dvaju koeficijenata iz prethodnog retka. Tako 1 5 10 10 5 1
jeizistaknutog “trokuta” 6 + 4 = 10. 1 6 15 20 15 6 1
|z istaknutog retka (redak skoeficijentima 1, P2l 35 35 21

- 1 8 28 56 70 56 28 8
7,21, ...) odredimo

(a+b)’ = a’ + 7a%b + 21a°b? + 35a’b® + 35a°b* + 21a%b® + 7ab® + b’

1

1
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Opcenito vrijedi:

(a+b)"= (8)a”+ (2>a"*1b+ (2>a”*2b2+...+ (nfl>ab”’1+ (2)*3",

n
ili u kratem zapisu (a+ b)" = Z(n)anfrbr.
r=0 r

o RN 4 e (M anerpr
Isto vrijedi (a— b)" = 3 (—1) (r)a b
r=0

| Geometrija

Temeljni geometrijski pojmovi su: tocka, pravac i ravnina. Oni se ne definira-
ju. Geometrija je, atimei cijela matematika, vet od Euklida aksiomatski zasnovana
Znanost.

Pravac koji je okomit na duzinu i prolazi njenim polovistem zove se simetraate
duZine. Svaka totka simetrale duZine jednako je udaljena od rubnih tocaka te duzine.

Ako je C totka pravca AB, tadatotka C dijeli duzinu AB u omjeru A, ako je
ol
BC|

Duljina jedne stranice trokuta veta je od razlike, a manja od zbroja duljina inih
dviju stranica tog trokuta. Za trokut duljina stranica a,b i c, to iskazujemo ovako:
Ib—c/<a<b+c,[c—a <b<c+a,la—b/ <c<a+b.

Kut nasuprot vetoj od dviju stranicatrokutaje veti od kuta nasuprot manjoj od tih
dviju stranicatrokuta.

Zbroj unutarnjih kutova trokuta je 180° . Zbroj vanjskih kutova trokuta je 360° .

Zbroj unutarnjih kutova viSekuta s n stranica jednak je (n — 2) - 180° .

Zbroj vanjskih kutova visekuta ne zavisi 0 broju stranica visekuta. To znaCi da
vrijedi: zbroj vanjskih kutova svakog visekuta jednak je 360° .

Zbroj dijagonala konveksnog visekuta s n stranica jednak je

n(n— 3)
5

Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta je tocka srediste trokutu
opisane kruznice.

Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta je toCka srediste
trokutu upisane kruznice.

Spojnica vrhatrokutai poloviSta nasuprotne stranice zove se tezisnica trokuta.

Svaka tezisnica dijeli trokut na dva trokuta jednakih plo&tina. Tezidnice trokuta
sijeku se u jednoj tocki koju zovemo teZiste trokuta. TeZiSte dijeli svaku teZisnicu u
omjeru 2 : 1, mjereti od pripadnog vrha. TeZiSnice trokuta dijele trokut na Sest trokuta
jednakih plo&tina.

—

. e .. ) i — —
Akoje T tezistetrokuta ABC, tadavrijedi: TA+ TB+ TC = 0 .
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Akoje O bilo kojatocka, a T teziSte trokuta ABC, tada vrijedi
— — — —
OA + OB + OC =3- OT.

Spojnica polovista dviju stranica trokuta zove se srednjica trokuta.

Srednjica koja spaja polovidta dviju stranica usporedna je s trecom stranicom tog
trokuta. Duljina te srednjice jedanaka je polovici duljine trete stranice trokuta.

Spojnicavrhatrokutai nozista okomice povuceneiz tog vrhana pravac nasuprotne
stranice zove se visina trokuta.

Pravci visinatrokuta sijeku se u jednoj tocki koja se zove ortocentar trokuta.
Umno&ci dvaju odsjeCaka &to ih ortocentar odreduje na svakoj visini trokuta su
jednaki.
Akosu a, b i ¢ duljine stranicatrokuta, a t;, t, i tc duljine teZiSnica trokuta,
tada vrijedi:
1) 42 =2(b? +2) — &2, 42 = 2( + &) — b?, 42 = 2(&% + b?) — &2
2) (2+t2+td):(a®+b2+c?)=3:4

Udaljenost ortocentra od jednog vrha trokuta jednaka je dvostrukoj udaljenosti
srediSta trokutu opisane kruznice od nasuprotne stranice trokuta.

Ako simetrala kuta trokuta pri vrhu A si-
jeCe nasuprotnu stranicu u tocki D, tada vri-
jedi: |BD| : |CD| = |AB| : |AC| ili krate
m: n = c:b. Vrijede andogne formule za
simetraleinih dvaju kutova.

A
Akosu D, E i F diraistakruznice upisane
trokutu ABC sa stranicama trokuta kao na slici,
tadavrijedi: |AE| = |AF| = s—a, |BF|=|BD| = £
s—b, |CD|=|CE| = s—c, gdiesu a, b i c dulji- E
. at+b+c
ne stranica, a s = —
B D C

Akosuiztotke P povuceni polupravci a, b i c, pri ¢emu polupravci a i b sijeku
kruznicu k utockama A;, A;; odnosno B;, By, apolupravac ¢ je tangenta kruznice
sdiraistem utocki C, tadavrijedi: |PAy| - |PAz| = |PBy] - |PBy| = |PC|2.
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Vrijednost ovog umnoska zove se potencija tocke P s obzirom nakruznicu k.

Akoje P unutarnjatockakruznice k, tada su umjesto polupravaca povuceni pravci
a i b, atangentane postoji. Zato vrijedi samo |PA;| - |PA;| = |PBy| - |PB,].

Akosu A, B i C bilokojetri tocke kruznice
k sa sredistem S, tada se kut <CSB = f3 zo-
ve sredidnji, a <CAB = o obodni kut. Svakom
obodnom kutu jednoznacno je pridruzen sredisnji
kut. Obratno ne vrijedi, tj. srediSnjem kutu CSB
odgovara beskonatno mnogo pripadnih obodnih
kutova.

Mijera sredisnjeg kuta jednaka je dvostrukoj
mjeri pripadnog obodnog kuta, tj. f = 2a. Ta
koder vrijedi: obodni kutovi nad istimili nad jed-
nakim lukovima su jednaki.

Kut $to ga odreduje tangenta (t) i sekanta
(s) kruznice koja prolazi diralistem tangente
(tocka A) jednak je obodnom kutu nad lukom
sekante kruznice.

Cetverokut je paralelogram akoi samo ako a

mu se dijagonal e raspolavljagju.

Nasuprotni kutovi paralelograma su jed- b i
naki, a susjedni suplementni.

Dijagonale romba su medusobno okomite.
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Eulerov poucCak za paralelogram:
zbroj kvadrata duljina dijagonala paralelograma jednak je zbroju kvadrata duljina stra-
nica paralelograma,

& +12=2(a%+b?).

Spojnica polovista krakova trapeza zove
se srednjica trapeza.

Srednjicatrapezaje usporednasosnovica-
ma trapeza. Duljina srednjice trapeza jednaka
je poluzbroju duljina osnovica.

AB||EF||DC,

a+c |AB|+|DC|
EF| =s= = .
|EF| > >

Cetverokut kojemu se moZe opisati kruz-
nicajest tetivan Cetverokut. Zbroj dvaju nasu-
protnih kutova tetivnog Cetverokuta jednak je
180°.

Ptolomejev pouCak za tetivni Cetverokut
iskazujemo formulom: & = ac + bd.

Cetverokut kojemu se moze upisati kruz-
nicajest tangencijalan Cetverokut.

Zbroj duljina dviju nasuprotnih stranica d b
tangencijalnog Cetverokuta jednak je zbroju
duljinainih dviju stranica Cetverokuta a+c =
b+d.

a

Trokut kojemu svetri stranice imaju jednake duljine zove se jednakostrani€an tro-

kut. Ako je a duljinastranice, v vising, a P plo&tina jednakostranicnog trokuta, tada
- a3 a?\/3

vrijedi: v= 5 P= 1

Trokut kojemu je jedan kut pra-
vi jest pravokutan. Stranice koje od-
reduju pravi kut su katete, a stranica
nasuprot vrhu pravog kuta je hipote-
nuza.

Zapravokutan trokut su uobiCa-
jene oznake kao nadlici.

Visina(iz vrhapravog kuta) dijeli pravokutni trokut na dva pravokutna trokuta koji
su medusobno glicni i sliéni polaznom trokutu.
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TeZisnica iz vrha pravog kuta pravokutnog trokuta dijeli pravi kut na dva kuta od
kojih je po jedan jednak Siljastom kutu tog trokuta. To moZemo iskazati i ovako.

C

/N

o B
A D B

TeZidnicaiz vrhapravog kutadijeli pravokutni trokut nadvajednakokracnatrokuta.

SrediSte pravokutnom trokutu opisane kruznice podudara se s polovistem hipote-
nuze. Zatoje ¢ = 2R, gdjeje c duljinahipotenuze, a R polumjer pravokutnom trokutu
opisane kruznice.

Ako su a i b duljine kateta, ¢ duljina hipotenuze, a R i r polumjeri opisane i
upisane kruznice pravokutnog trokuta, tada vrijedi: r = a—ka—c ,R+r= %) .

Pitagorin poucak: trokut je pravokutan ako i samo ako mu je zbroj kvadrata
duljina dviju stranica jednak kvadratu duljine tree stranice. To se zapisuje ovako:
@ +b?=c = y=90°.

Euklidov poucak: uz uobicajene oznake za elemente pravokutnog trokuta vrijedi:

1) v=/pq
2) a=,/tp,b=/cq

(Zanimljivo je daobrat Euklidovog poucka ne vrijedi.)

| Kvadratna funkcija i kvadratna jednadzba

Funkcijaf : R — R, f(x) = ax* + bx+c; a,b,c € R, a # 0 jest polinom
drugog stupnjaili kvadratna funkcija.

Graf kvadratne funkcijejest parabola stiemenom utocki V = (—% , —%) ,gdje

je D = b? — 4ac, aos parabole je usporedna s osi ordinata.

Polozgj parabole prema koordinatnom sustavu zavisi o predznacimaod aiod D.
Postoji Sest razlicitih slucgjeva.
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A

a>0 7 a>0 a>0
D>0 \ D=0 D<0

xlo\/xz X X |0 x
a<0 a<0 4 a<0
D>0 D=0 D<0

/\ - N R
x/o sz Om N

Nultogke funkcije f (x) = a® + bx + ¢ su rjesenjajednadzbe ax? + bx 4 ¢ = 0.
Ova se jednadzba zove a gebarska jednadzba drugog stupnjaili kvadratna jednadzba.

RjeSenja kvadratne jednadZbe nademo po formuli: x = —bi2—22—4ac ili
x— 0t vD \/5.
2a
Narav rjeSenja kvadratne jednadzbe zavisi o predznaku diskriminante

D = b? — 4ac. Postojetri slutgja:

1) D > 0, jednadzba ima dva realna medusobno razliCita rjeSenja, to jest xg,
X €R, X 75 Xo.

2) D =0, jednadZbaimajedno dvostruko realno rjeSenje: x; = % € R

3) D < 0, jednadZbaimadvakonjugirano-kompleksnarjeSenja, tojest: x3, % €
C\R, %=X <= x4 =X%X.

Kvadratna jednadzba je normirana ako je vodeti koeficijent jednak 1. Jednadz-
bu ax?> + bx + ¢ = 0 mozemo normirati (zbog a # 0) dijeljenjem s a i dobijemo
2+ 2= C_0ili 2+ px+q=0, gdiejep= 2, q= S

" a pPX+q= 1911p—a,Q—

3
Vezu izmedu rjeSenja i koeficijenta kvadratne jednadzbe daju slijedete Vieteove
c
f le: =-—p=——iX -X=0q=—.
ormule: X + X2 p aIX1 X2 =(q a

Kvadratna funkcija f (x) (opCenitije svaka neprekinuta funkcija) ima nultu totku
naintervalu (u,v) , ako je sgnf (u) = —sgnf (v) ili jednostavnije f (u) - f (v) < 0.
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Polinomi

Nekasu ag, a3, @z, ...,an_1, @, reani brojevi, pri emu je a, # 0, tada se funk-
n

cjiaf(x) = axX"+ a1 X"+ ...+ axl+Fax+a il f(x) = > axt zove
k=0

polinom n-tog stupnja. Brojevi ag,ay,...,a, Su koeficijenti polinoma. Monomi

ax‘(k =0,1,2,...,n) suclanovi polinoma. Vidimo daje ao jedini koeficijent koji
jeujednoi ¢lan polinoma.

Ako zabroj a vrijedi f (o) = 0, kazemo daje o nultotka polinoma f (X) .

Ako je o nultotka polinoma f (x) stupnja n, tada postoji polinom g(x) stupnja
(n—1) takav davrijedi f (x) = (x — a) - g(x).

Ako je o nultotka polinoma f (x) i ako postoji polinom h(x) takav da vrijedi
f(x) = (x— a)? - h(x), kazemo daje o dvostruka nultocka polinoma f (x). Isto se
tako definiratrostruka, Cetverostruka, opcenito nultocka kratnosti k, k € N, k > 1.

Akoje f (x) polinom n-tog stupnja, tada se jednadzba f (x) = 0 zove algebarska
jednadzba n-tog stupnja.

Zan=1,tojelinearnajednadzba a;x + ap = 0; za n = 2, kvadratna jednadzba
ax? 4+ a;x + ap = 0 (uobicgenije ax? + bx + ¢ = 0).

Iskazat €emo osnovni stavak algebre.

Polinom n-tog stupnja srealnimkoeficijentimaima u skupu C toéno n nultoCaka,
pri ¢emu se svaka nultocka broji onoliko puta kolika je njena kratnost.

Sto se moze iskazati i ovako.

Algebarska jednadzba n-tog stupnja ima tono n rjeSenja pri ¢emu se svako
rjeSenje broji onoliko puta kolika mu je kratnost.

Akoje oy kompleksna nultotka polinoma f (x) srealnim koeficijentima, tada jei
broj o, = @ takoder nultocka polinoma f (X) .

To znaCi da se kompleksna rjeSenja a gebarske jednadzbe s realnim koeficijentima
pojavljuju u parovima konjugirano-kompleksnih brojeva. Zato vrijedi: svaka alge-
barska jednadzba neparnog stupnja s realnim koeficijentima ima barem jedno realno
rjesenje.

Ako za polinome f(x) i g(x) postoji polinom q(x), tekav da vrijedi
f(X) = g(x) - q(x) , kazemo daje polinom f (x) djeljiv polinomom g(x) .

Polinom f (x) jedjeljivpolinomom g(x) akoi samo akoje svaka nultotka polinoma
g(x) ujedno i nultotka polinoma f (x) sistom kratnosti.

Ako polinom f (x) nije djeljiv polinomom g(x), tada su jednoznatno odrede-
ni polinomi q(x) i r(x), tako da vrijedi: f(x) = g(x) - q(x) + r(x), pri ¢emu je
str(x) < stg(x).

Polinom r(x) zove se ostatak pri dijeljenju polinoma f (x) polinomom g(x).

Ako je o nultotka polinoma g(x), tadavrijedi r(o) = f ().

11
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Eksponencijalna i logaritamska funkcija

12

Funkcija f : R — R", f(x) = &; a € R, a # 1 zove se eksponencijalna
funkcija s osnovom (bazom) a. Eksponencijalna funkcijaima sljedeta svojstva:

1) funkcijajerastutaza a > 1, apadajutaza 0 < a< 1;
2) graf svake eksponencijalne funkcije sadrz totku (0,1);
3 af(u-f(vy=~Ff(u+v), b)];g—\lj;:f(u—v),
0 (f(u)"= (V)" =f(w);
4) asimptotagrafafunkcijeje —x poluoszaa > 1,a +x poluoszaO < a< 1.
Zato postoje dva karakteristi¢na grafa eksponencijalne funkcije.

o f0=d E

a>1 / \\ O<ax<l
0,1 (0,1)
_/ \

0 X 0 X

Funkcijaf : Rt — R, f (X) =log,X; a€ R", a+# 1 jest logaritamska funkcija
s osnovom (bazom) a.
Eksponencijalnafunkcija (a*) i logaritamskafunkcija (log, x) su dvije medusob-
no inverzne funkcije. Zato vrijedi: a®%* = log,(a*) = x.
Svojstva logaritamske funkcije:
1) funkcijajerastutaza a > 1, apadajucaza0 < a < 1;

2) graf svakelogaritamske funkcije sadrzi tocku (1,0). Asimptotagrafalogari-
tamske funkcijeje —y poluoszaa> 1, a+y poluosza0 < a < 1.

Postoje dva karakteristicna grafa logaritamske funkcije.

A ‘(x) =log, x
) S (x)=log, ¥

0<a<l a>1

(1.0) /
0 \\Y 0 /a0 ~*

Pravilazalogaritmiranje:
1) loga(xy) = log,x +l0g,y,
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2) |09a)—): = log,x —log,y,
3) log,x" =n-log,Xx,

4) log,b-log,c-log.d-...-log,Vv-log,x=log,X,
1
5 log,b= oga’
_ log,c
6) log,c= log, b’

7) logxXx= % log, X,

log, c- log,C

| Nejednakost aritmeti¢ke i geometrijske sredine
X1+Xo+ ...+ X

Za pozitivne brojeve Xi,Xp,Xs,...,X, definiramo: A = - ,
G = X -X2-... X . Broj A zovemo aritmeticka sredina, a broj G geometrijska
sredinabrojeva xg, X2, . . ., Xn .

Vrijedi nejednakost:

X1+Xo+ ... +Xn
n
pri ¢emu vrijedi jednakost ssmoakoje Xy =X = ... = X, .
To kratko iskazujemo: geometrijska sredina nije veta od aritmeticke sreding, tj.
G <A.
NajCeste se koristi ngjednakost geometrijske i aritmeticke sredine dviju pozitivnih
brojeva x i y ili x* i y?.

vmﬂ¢wg¥¥,

min{Xy, X, ..., X0 J<IXL - X2 - ... - Xn< <max{xi, Xz, ..., %n},

X2 + y2
2 )

2y < X2 +y2.

2,5y < x+yili xy <

| Trigonometrija

Uz uobi Cajene oznake za el emente pravokut-
nog trokuta, kao naslici, vrijede definicije trigo-
nometrijskih funkcija Siljastog kuta pravokutnog
trokuta:

sinoc—a cosoc—b t oc—a ct a—b
_Cv _Cvg _b, g _a'

13
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Snp = 2. cosp = 2 1gp = . ctgf =

a
a’ b’

Vrijednosti trigonometrijskih kutovaizintervala <E, 2n> mogu seizraziti pomo-
C€u vrijednosti trigonometrijskih funkcija Siljastog kuta. Ako je o Siljasti kut, vrijedi:

sin(90° 4+ a) = cosa, cos(90° + o) = —sina,
tg(90° + o) = —ctg «, ctg(90° + o) = —tgo.
sin(180° — a) = sina, cos(180° — o) = — cosa,
tg(180° — o) = —tga, ctg(180° — o) = —ctg .
sin(180° + ) = —sina, cos(180° 4+ o) = — cos«,
tg(180° + o) = tg , ctg(180° + o) = ctg .
sin(360° — a) = —sina, cos(360° — o) = cosa,
tg(360° — o) = —tga, ctg(360° — o) = —ctg .

Predznaci vrijednosti trigonometrijskih funkcija po kvadrantima:

R | P L P AVA
R
cos + - - +
.
B

Parnost trigonometrijskih funkcija:

sin(—ot) = —sino,  cos(—o) = coso
tg(—a) = —tg«, ctg(—a) = —ctgo

Funkcija cos je parna, afunkcije sin, tg i ctg su neparne.
Temeljne veze medu trigonometrijskim funkcijama:

s o+ cos? o = 1,

sino

=— =1go,
cos o

cos o

—_ = Ctga,
sna

tga -ctga = 1.
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Vrijednost svake trigonometrijske funkcije nekog kuta moze se izraziti pomotu
vrijednosti bilo koje od inih funkcija tog kuta. To je pokazano u sljedetoj tablici.

sna cos o tgo ctgo
n tga " 1
sino — +v/1- cos? o 1t a 1rag?a
n 1 " ctgo
cosa +v1-sinfo — 1+t 1+ad?a
sina 1
+ : V1-cos? o
ga “\1-sra g — ctga
Vi—snto 4 95% -

g £— V1-cofa tgo —

Predznak odredimo natemelju kvadrantau kojem senalazi kut o . Trigonometrij-
ske funkcije su periodne.

Temeljne periode funkcija sin i cos su 27, afunkcija tg i ctg 7. To zapisujemo:
sin(x+ 2x) = sinx,
COS(X + 27) = COSX,
tg(x+ ) = tgx,
ctg(x + m) = ctgx.

Natemelju svojstava periodnih funkcija takoder vrijedi:

sin(x+ 2kr) = sinx,
cos(X + 2km) = cosX,
tg(x + km) = tgx,
ctg(x + k) = ctgx,

gdiejeke Z.

Adicijski poucci zatrigonometrijske funkcije:

sin(x+y) = sinxcosy + cosxsiny,
COS(X £ Y) = COSXCOSX F Sinxsiny,

_ tgx+tgy
_ctgxetgyF 1
cgx-ty) = ctgy £ ctgx

15
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Pretvorbene formule za trigonometrijske funkcije:

. . . X X—
SiNX-+siny = Zsm%/cos—y,

2

dnx—siny:Zsin%cos%’,

X X—
COSX 4 COSYy = 2COS%/ cosTy,

. X . X —
COSX — COSY = —Zsm%/smTy,

sin(xty
tgx=igy = cos(xcosz/’
sin(y £ x

Cth:l: Ctgy: W,

sinxsiny = %[cos(x— y) — cos(x+Y)],
1
cosxcosy = 3 [cos(X +Y) + cos(X — Y)].

Trigonometrijske funkcije dvostrukog kuta:
sin2o = 2sina cosa,
cos2a = cos? o — S a,

2tga
tg200 = ————
geo 1-t?o’
2o —
ctg 200 — ctg® o 17
2ctgo
Trigonometrijske funkcije polovicnog kuta:
a 1—-cosa
sn—- =4+
2 2 7
a 1+ cosa
cos- =+ ———
2 2 7
a 1—-cosa
tg = =
2 1+ cosa
a 1+ cosa
cg- ==+ -
92 1_sna

Predznak odredimo natemelju kvadranta u kojem se nalazi kut % .
Poucak o sinusima:
a=2Rsina, b=2Rsinf, c=2Rsiny;
a:b:c=sna:sinf:sny.
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gdiesu a, b, ¢ —duljinestranica; o, B, v —nasuprotni kutovi i R polumjer trokutu
opisane kruznice.

Poucak o kosinusima zapisujemo na dva natina:
1) a? =b?+ c?—2bccosa,
b? = 2 + a2 — 2cacosf,
c? = a? +b? - 2abcosy,

2) COSQ—M
N 2oc
COSﬁ—C2+a2_b2
N 2ca '
oo at+b?—c?
>
Poucak o tangensima:
(a+b):(a—b):tga;ﬁ:tg ;ﬁ,
(b+c):(b—c):tgﬁ—?/:tgﬁ%,
ct+a):(c—a)=t g —
(c+a):(c—a) gyza gyza

| Formule za plostinu nekih likova
Plostinatrokuta: uz oznake: a, b, ¢ —duljinestranica; v,, vy, Ve —0dgovarguce

- at+b+c . :
visine, s = ———— poluopseg trokuta; o, B, ¥ — nasuprotni kutovi trokuta; R

polumjer trokutu opisane kruznicei r polumjer trokutu upisane kruznice, vrijedi:

1 1 1
1) P=-av,= Ebvb = —CV

2 2
2) P=r-s
abc
P=—
3 4R

4) P=./s(s—a)(s—b)(s—c)
5 P= %absiny = %bcsinoc = %casinﬁ

a’sinfsiny b’sinysina _ c?sinasinf
2sine 2snB 2siny
7) P=2R’sinasinfsiny

6) P=

8 P— %Rz(sin2a+sin2ﬁ +sin2y)

17
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1 , ,
9) P=3xu(y2 = ¥s) +Xe(¥s = Y1) +Xa(yr — Y2)l, gdiesu (xa.y1), (%e.Y2) |
(X3,ys) koordinate vrhovatrokuta

Plostina paralelograma duljina stranica a i b i jednog unutarnjeg kuta o je jed-
naka: P =absina.

Plostinatrapeza duljinaosnovica a i c i visine v jejednaka P = % -V

Plostinacetverokutaduljinadijagonala ei f i kuta ¢ Sto gaodreduju tedijagonale

jejednaka P = %e-f sng.

Plostina Cetverokuta okomitih dijagonala duljina e i f je P = %e-f .

PloStina pravilnog Sesterokuta duljine stranice a je jednaka P = gazx/@

Vektori

18

Ureden par toCaka (A, B) zovemo vektorom s pocetkom u tocki A i zavrsetkomu
tocki B i oznaCujemo AB . (Vektori se optenitije definirgju kao elementi vektorskog
prostora, ali je za srednjoskolski program iz matematike dostatna ova definicija.)

Vektori se oznaguju i malim slovimaovako &, b, V, X, ... .. Zaudaljenost rubnih
tocaka vektora AB vrijedi |AB| = |AB| pri gemu |AB| zovemo duljing, iznos ili
modul vektora AB .

Ako vektor oznatujemo malim slovom, na primjer V, tada duljinu tog vektora
oznaCujemo |V, ili kratesamo v.

Zavektore AB i CD kazemo daimajuisti smjer ako i samo ako su pravci AB i
CD usporedni.

Akosu O, A i B tri kolinearne totke, tadavektori = OA i b — OB imajuistu
orijentaciju ako su tocke A i B siste strane totke O. Ako jetocka O izmedu toCaka
A i B, tadati vektori imaju suprotnu orijentaciju.

Pazi! Vektori mogu imati jednake ili razliCite duljine, isteili razliCite smjerove i
isteili suprotne orijentacije.

Dva vektora su jednaka ako i samo ako imaju jednake duljine, isti smjer i istu
orijentacijul.

Ovadefinicijaje ekvivalentna sjedeCoj definiciji.

Vektori AB i DC su jednaki ako i samo ako duzine AC i BD imaju zajednitko
poloviste.



1. Podsjetnik

Vektori AB i BA ofitoimaju jednake duljinei isti smjer, ali su suprotne orijen-
tacije. Takvi sevektori zovu suprotni vektori, $to se oznaCuje: BA — —AB. Optenito
vektor suprotan vektoru a oznatujemo —4&.

Zasvaki vektor V i svaku tocku O ravnine (opcenitije prostora) postoji jednozna

¢no odredenatocka T, tako daje V = OT . Kazemo daje oT radijvektor tocke T s
obzirom naishodiste O.

Akosu A /B i C bilokojetri toc-
ke, vrijedi AB + BC = AC. Prema z
tome zavektore X, ¥ i Z nadlici vrijedi:
X+y=7
Ovo se pravilo zove pravilo troku- A x B
ta za zbrgjanje vektora.

Ekvivalentno pravilutrokutajepra-
vilo paralelograma. D ¢

C

<y

Akoje ABCD paralelogrami AB=4,
— — — —
AD = b, tadazbog BC = AD
vrijedi: AB + AD = AB +
— . — — —
AC,tj. AB+ AD = AC.

Vektor kojemu je poCetak i zavrSetak u istoj tocki zove se nulvektor, koji oznatu-

jemo 0. Naprimjer PP — 0, QQ — 0. Svi nulvektori su medusobno jednaki. Za
nulvektor smjer i orijentacija se ne definirgju.

Bl

= -

Buduéi daje AB + BA = AA = 0, zasvaki vektor & vrijedi &+ (—&) = 0, &0
krate pisemo & — & = 0. Takoder, za svaki vektor V vrijedi V+ 0 = V.

Oduzimanje dvaju vektorasvodi se na zbrajanje suprotnog vektora, tojest &— b =
d+ (—b).

Zazbrajanje vektoravrijedi: d+b = b+&, (8+b)+C = d+(b+¢), d+0 =
d+ (—d) =0.

UmnoZzak vektorai realnog brojaje vektor.

Ako je X bilo koji vektor, X 0 i a € R\ {0}, tadaje o - X = aX vektor zakoji
vrijedi |aX| = || - [X], pri Gemu suvektori X i oX istog smjerai iste orijentacije, ako
je a > 0; aistog smjerai suprotne orijentacije ako je o < 0.

Ako su O, E i A kolinearne tocke i E i A siste strane tocke O, te ako je
e =4 — . — . . v .

OA =38, OE = g i |OE| = 1, tada vektor a; zovemo jedinicnim vektorom vek-
tora &. Zasvaki vektor & (& 0) i pripadni jediniéni vektor ag vrijedi &= [ - a
ili 3 — — - 2. Jedinitni vektor nulvektora se ne definira,

al

Q|

19
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Ako je A(x,y) hilo koja tocka koordinatne ravnine, a 7 i 7 jedinini vektori
koordinatnih osiju x i vy, tada vrijedi && =X+ V7.

Ako su A(x1,y1) 1 B(xz,¥2) dvije tocke koordinatne ravnine, tada je Nﬁ =
(X2 — X1)T+ (Y2 — y1)J-

Svaki vektor V u koordinatnoj ravnini mozemo pisati u obliku V = v+ w7, gdje
Vx = X2 — X1, Vy = Y2 — y1. |z Pitagorinog poucka vrijedi: V] = |/VZ + V2.

Zabilo kojadvavektora & i b koordinatne ravnine definiramo: umnozak duljina
dvaju vektorai kosinusa kuta “stg ga oqdreduju tJ vektori zove se skalarni umnozak tih
dvaju vektora. Zapisujemo: &-b=38b=|d - b-cos<(db).

quna(“:i mo li (&b) = ¢, imamo kraii zapis skalarnog umno3ka
d-b=abcosep.

Buduti da je cosE = 0, zakljuCujemo da je skalarni umnozak dvaju okomitih
vektorajednak nuli.

Skalarni kvadrat bilo kojeg vektora jednak je kvadratu modula tog vektora. To
dijediiz X2 =X-X= |X| - [X| - cosO = |X|?. Zatoje 7?> = 72 =1,7-7=7-7=0.

Ako su @ = a7 + ayJ | b = ba+ by;" bilo koja dva vektora, tada vrijedi:

4.5 = (ad+a,7)(Bi+by7) = aby-+aby. Takoder viijedi: cosJ(a,6) = —— 2 —

~|d-1b]
axby + ayby
VB \[a+ 15
Ako je O bilo koja totka, a C poloviste duzine AB, tada vrijedi

— 1 — —
OC — 5(OA + OB).

. ~ - . g g g _>
Akoje T tezistetrokuta ABC, vrijedi TA+ TB+ TC = 0.

Ako je O bilo kojatotka, a T tezide trokuta ABC, tadavrijedi OA- OB+ OC
— 30T . Akoje S srediSte opisane kruznice, a H ortocentar trokuta ABC, tadavrijedi
. o — — — —
Hamiltonov pouCak: SH = SA + SB + SC.

| Analiticka geometrija

20

Akosu A(xq,y1) i B(x,Y2) dvijetocke koordinatne ravnine, a C(x,y) poloviste
duZine AB, tadaje x = X“zLXZ, = yl;yz )
Akosu A(x1,¥1), B(X2,¥2), C(Xs,y3) vrhovi a T(x,y) teZistetrokuta ABC, tada
XX+Xo+X3  Yi+Yo+Vs

3 T 3 '

vrijedi x =
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