1.

Elementi simbolicke logike

1.1. Napomena

Namjeraovog teksta je nadopuniti udzbenik pokojnog profesora Gaje Petrovica. Obradena
su klju€na uvodna podrucja suvremene simbolicke logike, kako bi se postojeti udzbenik
uskladio sa znanstvenim i metodickim dostignu€ima, kao i promjenama nastavnog plana
nastalim od posljednjeizmjeneudzbenika. Pojedinetemekoje su vet obradeneu udzbeniku
dijelom su ponovljene u ovom tekstu na nesto drugaciji nacin, te je tekst tako zadrZzao
koherentnost.

Uz obradu temeljnih temasimboli cke | ogike, posebno su naglaSene primjene suvremene
logike u trimanajznacajnijim podrucjima— informatici, matematici i znanostimao jeziku.
Ove su primjene obradene kroz dodatne zadatke i probleme uz svako poglavlje, te dodatke
koji obraduju pojedine teme ovih primjenalogike u podrucjimakoja su ucenicima dobrim
dijelom poznata. Dodaci su prvenstveno namijenjeni ucenicima odgovarajucih usmjerenja
kao primjeri vaznosti suvremene primjene logike, ali mogu biti korisni i drugim usmjere-
njima.

Vazno je naglasiti da simbolicku logiku nije moguce nauciti bez vjezbe i praktic¢nog
rada. Na kraju svakog poglavlja nalaze se rijeSeni zadaci, te dodatni zadaci i problemi.
Izuzetno je vazno pokuSati samostalno rijesiti zadatke prije nego $to se rjeSenja provjereu
knjizi. Takoder, novo gradivo nemoguce je razumjeti bez razumijevanjaprethodnog. Zbog
toga je boalje, ako je potrebno, vise puta procitati tekst, a ne preskakati dijelove koji nisu
shvaceni. Uspjedno rijeSeni zadaci i problemi najvazniji su pokazatelj razumijevanja.



1.2. Valjani zakljuCak — logicki slijed

Napomena 1. Ovo se poglavlje nadovezuje na poglavija iz udzbenika “ Uvod: Sto je
logika” i “ Suvremeno ucenje o zakljucku” . Utvrduje se kljuni pojam valjanog zakljucka,
odnosno logickog slijeda, te se naglaSavaju svojstva zakljucka u simbolickoj logici.

SrediSnji pojam suvremene simbolicke logike pojam jelogickog slijeda. Ngjznatajnija
vrsta logickog slijeda je deduktivni logicki slijed — deduktivni valjani zakljuCak. To je
poseban odnosizmedu premisai konkluzije— sudovakoji mogu biti ili istiniti ili neistiniti.

Konkluzjalogicki slijedi izpremisaako uvijek kada suistinite premise, morabiti istinita
i konkluzija.

Pogledajmo sljedeti primjer:

Pada kisaili susjed zalijevacvijete.
Ne padakisa.
Sugjed zalijeva cvijete

Ako gledamo kroz prozor te vidimo kapljicevodei znamo danjihov izvor mozebiti kisa
ili susiedovo zalijevanjecvijeta, te vidimo dakisane pada, tadamozemo logicki zakljuciti,
premdasusjedane vidimo, daon zalijevacvijete. Kako je gornji zakljucak valjan, u svakoj
situaciji kada su obje premise istinite morabiti istinitai konkluzija, odnosno, nije moguce
dasu premiseistinite, a konkluzijaneistinita.

Vazno je naglasiti da nije nista reCeno o istinitosti konkluzije u slucaju kada barem
jednapremisanijeistinita. Dakle, naprimjer, ako nije istinita druga premisa, te kisa pada,
nijevazno je li konkluzijaistinita, to jest zalijevali suged cvijeteili ne, jer uvjet logickog
dlijeda nije prekrsen. Ovaj odnos mozemo usporediti s pogodbom ili opkladom. Kada
nekome kazemo, na primjer, “Ako Hrvatska bude prvak svijeta u nogometu, slavit ¢e se
cijelu not.”, to smo prekrSili samo u jednom slu¢aju — kadaje uvjet ispunjen, Hrvatska je
postalaprvak, anijeseslavilocijelunoc. U svim ostalim sluCajevimapogodbajeispunjena.
Cak i u slucaju ako Hrvatska nije prvak, a slavilo se cijelu no¢, pogodba nije prekrsena,
buduci da nismo obetali “Ako i samo ako Hrvatska bude prvak svijeta u nogometu, slavit
tesecijelunot.”, jer daviti semogloi iz drugih razloga.

Takoder je vazno naglasiti kako ne moraju postojati tocno dvije premise. Zakljucci
mogu imati samo jednu premisu ili ih moZze biti viSe. Poseban, rubni slucaj valjanog
zakljuckanemaniti jednu premisu — tada je konkluzija uvijek istinita— tautologija.

L ogika proucava svojstva zakljucaka, neovisno radi li se svakodnevnom zakljucivanju
o susiedima, kiSi i cvijetu, matematickom dokazu ili zakljucku u fizici, biologiji, kemiji ili
nekoj drugoj znanosti ili podrucju. Zbog toga je sljedeCi primjer iz perspektive ispitivanja
valjanosti zakljuckajednak kao i prethodni:

Postoji najveti prirodni broj ili svaki prirodni broj ima sljedbenika.
Ne postoji najveti prirodni broj.
Svaki prirodni broj ima sljedbenika.
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Logicka analiza zaklju€ivanjane bavi se pitanjima poput padali doistakiSaili postoji
li ngjveCi prirodni broj, ona apstrahira sadrzaj premisai konkluzije, vazno je samo znati
njihoveuvjeteistinitosti. Kako bi prikazali samo ono $to je zalogicki slijed bitno— logicku
formuili oblik, logi€ari koriste posebno konstruiran formalni jezik. Najjednostavniji takav
jezik jejezik logike sudova.

1.3. Jezik logike sudova

Napomena 2. Poglavljima “ Vrste sudova” i “ Racun sudova’ u udzbeniku se na ne-
formalan nacin uvodi jezik logike sudova. U ovom se poglaviju eksplicitno i preciznije
definira pravilno sastavljena formula, $to je nuzno za daljnje iZiaganje simbolicke logike.
Takoder se uvodi nova vrsta definicije — induktivna definicija. Induktivna definicija je
najznacajnija vrsta definicije u simbolickoj logici.

Prirodni jezici poput hrvatskog, engleskog ili njemackog nastajali su kroz razvoj civi-
lizacije. Zarazliku od njih, formalni jezici poput jezika logike, aritmetikeili programskih
jeziku nastajutako daih se definira. Prvi cilj definicijejezikajest preciznoi nedvosmisieno
propisati koji nizovi smbola— izrazi pripadajujeziku, akoji ne. Dakako, najjednostavnija
definicijabilabi jednostavno nabrajanje svihizrazakoji safinjavaju odredenformalni jezik.
Problem takve definicijejest to Sto izraza u bilo kojem zanimljivom jeziku ima proizvoljno
mnogo. Zbog toga definicijom utvrdujemo pravila natemelju kojih mozemo izgraditi bilo
koji izraz, odnosno pomocu kojih mozemo provjeriti pripadali neki izraz odredenomjeziku
ili ne. Dvasu glavnadijeladefinicijeizraza bilo kojeg formalnog jezika. Prvo trebatotno
definirati skup primitivnih znakova— simbolakoji mogu sa€injavati izraze. Nakon togaje
potrebno definirati nakoji se nacinti simboli kombiniragjuuizrazejezika. Pojednostavljena
usporedba s prirodnim jezikom bila bi da su rije€i primitivni simboli, a gramaticka pravila
sintakse definiraju kako serijeCi kombiniraju u izraze jezika— reCenice.

U jeziku logike razlikujemo dvije vrste primitivnih ssimbola; izvanlogicke i logicke.
Izvanlogicki simboli logike sudovasu: p, g, 1, s. ... To su sudne varijable kojima oznaCa-
vamo istinitosnu vrijednost suda. Ako nam u izrazu zatreba vise sudnih varijabli nego $to
postoji slova, nove sudne varijable tvorimo dodavajuti brojevneindekse: ps, p2. ... Logi-
¢ki simboli logike sudovasu logicki veznici: implikacija(D), disunkcija(V), konjunkcija
(A, uudzbeniku -), ekvivalencija (=) i negacija (—), te otvorenai zatvorena zagrada: (, ).
Implikacija, digunkcija, konjunkcijai ekvivalencija spajaju dvije formule te ih nazivamo
binarnim veznicima, a negaciju unarnim. lzrazi u logici sudova moraju sadrzavati samo
navedene simbole.

|zrazi koji pripadaju jeziku logike nazivaju se pravilno sastavljene formule, a skraceno
ih nazivamo psf. Tako, na primjer, izraz (p/q) ne moZze biti pravilno sastavljena formula
(psf) buduti dasadrzi simbol /. Ali uvjet daizraz sadrzi samo navedeneprimitivnesimbole
nije dovoljan. Naprimjer, izraz )) vV ((— nije pravilno sastavljena formula, premda sadrzi
samo dozvoljene simbole. Da bi neki izraz bio psf, mora biti sastavljen prema strogo
odredenim pravilima. Posebno je vazan naCin na koji se ta pravila definiraju, buduci daje
to ngjvazniji naCin definiranjau suvremenoj logici. Vrstu definicije kojom definiramo psf
nazivamo induktivnom definicijom. Induktivna definicija sastoji se od dvaju dijelova.
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Prvi, u kojem definiramo temeljni slucaj, naziva se baza indukcije. U naSoj definiciji psf
baza indukcije definira da su sve sudne varijable pravilno sastavljene formule;

1 pagrs...supsf

Dakle, bilo koja sudna varijabla koja stoji sama jest pravilno sastavljena formula.
Naravno, tako netemo moci do¢i do izraza duzeg od jednog znaka. Zato koristimo
drugi dio induktivne definicije, koja se naziva korakom indukcije. Korak indukcije
posebno je znatajan buduci danam omogutujedaiz jedneili visejednostavnih psf-a
izvedemo novu sloZeniju psf.

2. AkosuAiB psf,ondasui

psf.

3. Pravilno sastavljeneformule mozemo dobiti samo primjenom prvogi drugog pravila.

Osnovnajeidegja korakaindukcije da gamozemo primijeniti viSe putai to navlastitim
rezultatima, te tako mozemoizvesti proizvoljno dugackeizraze. Tako najprije primijenimo
pravilo naprimitivne simbole, teizvedemo duze formule. Nakon toga primijenimo pravilo
nate duze formule, te izvedemo jos duze formule, te tako nastavimo sve dok ne izvedemo
zeljenu formulu.

Pogledajmo primjenu definicije psf-a na primjeru prve premise u gornjem primjeru.
Tako ¢emo istinosnu vrijednost suda “Kisa pada” oznagiti smbolom p, a suda “ Susjed
zalijevacvijete” simbolom g. Prvu premisu prikazat éemo kao (p Vv q). Dakle, zakljucak
ima dljedetu logicku formu:

(pVva)
-p

g

Cijeli temo zakljucak prikazati jednom pravilno sastavljenom formulom tako da ko-
njunkcija premisaimplicira konkluziju, ¢ime dobivamo formulu (usporedi s udzbenikom,
poglavije “ Tautoloski implikativni sudovi kao osnova valjanih shema zakljucka” ):

(((pva)A=p) D Q).

Nju mozemo izvesti pomocu definicije na sjedeti natin: najprije primijenimo prvo
pravilo i izvedemo dvije pravilno sastavljene formule p i g. Nakon toga primijenimo
pravilo 2b), uzmemo daje A = p, aB = ¢, te izvedemo novu psf (p Vv q). Nakon toga
primijenimo pravilo 2e) te uzmemo da je A = p te izvedemo —p. Pravilom 2b), gdje je
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= (pVQq), aB = —p, ponovoizvodimo formulu ((pV q) A =p). Napokon, kadau pravilu
2a) uzmemodajeA = ((pVvag)A-p); aB = g, izvodimo naduformulu (((pvg) A=p) D q).

Na navedeni natin mozemo izvesti bilo koju pravilno sastavljenu formulu. Na isti
nacin, samo primjenjujuéi pravila obrnutim redom mozemo provjeriti je li neki izraz psf.
Pogledajmo to na primjeruizraza (((p O q) V r) D p). Naprije gledamo koje je pravilo
zadnje primijenjeno, odnosno kojeg je oblika zadani izraz. U naSem slucgju radi se o
pravilu 2a), te je izraz oblika (A D B), gdiejeA= ((p > q)Vr),aB = p. Sadaza
obasastavnaizraza A i B treba pronali pravila po kojima su izvedena, te tako nastaviti sve
dok u svim izvodima ne dodemo do baze indukcije — prvog pravila. Dalje analiziramo
izraz ((p > q) V r). Onje dobiven primjenom pravila 2b), gdieje A= (p D q),aB =r.
Konatno, (p O q) jedobivenpravilom 2a). Dakle, buduti dasmo u svimizvodimapronadli
primijenjeno pravilo, mozemo zakljuciti daje naSizraz psf.

Pogledajmo kako bi izgledalaanalizaizraza koji nije psf, naprimjer ((p D) v r). Prvo
bismo primijenili pravilo 2b), gdjeje A = (p D), aB = r. No, sadatreba pronati pravilo
kojim je dobivenizraz (p D), atakvo pravilo ne postoji. Stogamozemo zakljuciti daizraz
nije psf. Opceniti postupak zaprovjerujeli neki izraz psf jejednostavan. PokuSgj pronaci
koje je pravilo u izvodenju izraza posjednje primijenjeno. Ako takvo ne postoji, izraz
nije psf. Ako je pravilo pronadeno, cijeli se postupak ponavlja na svim izrazima koji su
koriSteni u pravilu. Postupak zavrSava kada nije moguce pronaCi primijenjeno pravilo —
tadaizraz nije psf, ili kadaje rastavljanje svih izraza dovedeno do sudnih varijabli — tada
jestizraz psf.

1.3.1. RijeSeni zadaci
Zasdljedete primjere pokuSajte odrediti jesu li ili nisu psf, te zasvaki primjer argumentirati
odgovore. RijeSite ih sami, prije nego ih provjerite u rjeSenjima.
1 ——=——p
- P
=p)
(PAQ) V(9 =p))
qva)
- ((rAg)vp>(gDT))
AD B)
(P2 (r>(q>or))
- (P2=p) D (pVa)

10. Odredite oblik, temeljnu logi¢ku formu formula iz prethodnih zadataka, tako da
slovimaAi B ozna€ite pravilno sastavljene formule.

2
3. (
4. (
5. (
6. (
7. (
8. (>
9
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RjeSenja

1
2.

10.

Izraz je psf. Izveden je tako daje pravilo 2e) primijenjeno Cetiri puta.

Izraz je psf. Prema prvom pravilu, sve su sudne varijable pravilno sastavljene
formule.

|zraz nije psf. Pravilo 2e) ne ukljucuje zagrade.

Izraz je psf. Zaprvi dio izraza primijenjeno je pravilo 2c), a za drugi 2e, te potom
2c. Nakrgju je primijenjeno pravilo 2b.

Izraz nije psf. Nakrajuizrazanaazi sejednadesnazagradaviska U psf broj lijevih
zagradaisti je kao i broj desnih buduéi da sva pravila koja ukljucuju zagrade dodaju
uizraz jednulijevui jednu desnu zagradu.

Izraz nije psf. Oblik izrazaje (AV B D C), 8o ne odgovaraniti jednom pravilu. Da
bi izraz bio ispravan, trebalo bi postaviti zagrade oko dvaju prvih ili zadnjih dijela
izraza.

|zraz nije psf. Simboli Ai B nisu primitivni ssmboli logike sudova. Njih koristimo za
oznaCavanje bilo koje pravilno sastavljene formule, te ih nazivamo metavarijablama.

Izraz je psf. Izveden je pomotu Cetiri primjene pravila 2a).

Izraz nije psf, barem ne strogo premadefiniciji, buduci danedostaju vanjske zagrade.
Ipak, u pisanju formulamoze se dozvaliti izostavljanje vanjskih zagradaradi krateg
pisanja.

-A, A, nema, (AV B), nema, nema, nema, (A D B), nema.

1.3.2. Zadaci i problemi

1

| zgradite nekoliko psf -a duljine devet ssimbola. Koliko jerazlicitih psf-aoveduljine
moguce izgraditi?

(informaticari) Jezik logike sudovavrlo jejednostavan umjetni jezik, mnogo jednos-
tavniji od programskih. Ako vladate nekim programskimjezikom, poku3ajte napi sati
program koji na zadani niz znakova uzvrata je li on psf ili ne. Upute: predstavite
logicke veznike odgovargjucim znakovima (na primjer (>, v, ., —, =). Definiragjte
funkciju koja pronalazi glavni logicki veznik u izrazu (brojeti otvorenei zatvorene
zagrade), te rastavljaizraz nadvadijela (osim u slucaju negacije). Ako su dobiveni
dijelovi izraza razli€iti od sudnih varijabli (p, g, r), funkciju rekurzivno primijenite
nanjima.

(informatiCari) Ako ste uspjeli rijeSiti prethodni zadatak, neSto tezi problem je
napisati program koji generirasve razlicite psf-e zadane duljine.
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4. (jeziCari/informaticari) Umjetni, odnosno formalni jezici vazan su dio suvremene
znanosti o jeziku, kao i ratunanih znanosti. Na na€in dli¢an gornjem pokuSajte
definirati druge jezike koje su vam poznati. Naprimjer, jezik jednostavne aritmetike
(brojevi, varijablei aritmeticke operacije) ili mozda neki mali dio hrvatskog jezika.

1.4. Semantika logike sudova

Napomena 3. Poglavljima “ Vrste sudova” i “ Racun sudova” u udzbeniku se na nefor-
malani nacin uvodi semantika logike sudova. U ovom se poglaviju semantika logike sudova
eksplicitnoi preciznije definira. To je bitno za daljnjeizlaganje simbolicke logike, posebno
razumijevanjeistinosnih stabala.

Nakon sto smo definirali sintaksu jezika logike sudova— odredili o jest, a o nije
pravilno sastavljena formula, sljedeti korak je definiranje znaCenja izraza — semantike
jezika. Odredivanje znaCenja izraza u logici se svodi na odredivanje njihove istinitosti.
Koje je onda znaCenjeizraza: (p D q), jeli izrazistinit ili neistinit? Odgovor je isti kao i
na pitanje koliko je x + y, zavisi, naravno, o vrijednostima sudnih varijabli pi g. Pravilno
sastavljena formulaima odredeno znaCenje (istinita je ili neistinita) samo ako je poznato
znaCenje njezinih sudnih varijabli.

Prvi je korak u odredivanju znaCenja odredivanje znacenja sudnih varijabli. Za svaku
sudnu varijablu odredujemo jeli istinitaili nije. Kada je vrijednost istinita, koristit €emo
simbol T, a za neistinitost ¢emo koristiti simbol L. Takvo dodjeljivanje jedne od dviju
istinosnih vrijednosti svakoj sudnoj varijabli naziva se interpretacija.

Osnovnajeidejadefinicije znaCenjau logici definirati nakoji nacin istinitost slozenih,
dugackih izraza ovisi o istinitosti jednostavnijih. Nata nacin, induktivnom definicijom,
isto kao i kod definicije psf-a, polazimo, odnosno na kraju dolazimo do sudnih varijabli.
Definicija znaCenjaizrazalogike sudovaizgledalabi ovako:

Pravilno sastavljenaformula C istinita je u odredenoj interpretaciji kadaje:

1. Csudnavarijablakojajeistinita,
2. Coblika:

(a) (AANB)akosuobje i AiBistinite;

(b) (AvV B) akojebarem jednaistinita, odnosno ako je Aistinitaili Bistinitaili su
objeistinite;

(c) (AD B)akojeAneistinitaili Bistinita, odnosno u svim slu¢ajevimaosim kada
je Aigtinita, a B neistinita;

(d) (A = B) ako su objeistovremeno istinite ili neistinite, odnosno ako je njihova
istinosna vrijednost jednaka;

(e) A akojeAneistinita,

3. inaCeje C neigtinita.
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Pogledajmo primjer kako se pomocu ove definicije odreduje istinitost formule (p D
(qV p)), uinterpretaciji u kojoj je pistinito, aq neistinito. Formaoveformuleje (A O B),
gdieje A= p,aB = (qV p), te stoga najprije primjenjujemo pravilo 2c. Nadalje, na
prvi dio (p) primjenjujemo pravilo 1, te zaklju€ujemo da je on istinit, te stoga drugi dio
mora biti istinit kako bi cijela formula bilaistinita. Nadalje, na drugi dio primjenjujemo
pravilo 2b, te barem jedan dio drugog dijela formule (g ili p) mora biti istinit. Pomocu
dviju primjenapravila 1 zakljucujemo da je prvi dio drugog dijela neistinit, a drugi istinit,
teje stogaB igtinit, akonatnoi cijelaformulaistinita.

U praksi ¢emo istinitost formule u odredenoj interpretaciji najlakSe odrediti tako da
potpiSemo vrijednosti ispod sudnih varijabli, te dalje rjeSavamo formulu “iznutra prema

an”, od jednostavnijih prema slozenijim izrazima.

Dakle, u prvom bismo koraku potpisali vrijednosti:

(p > (Ca Vv p))
T 1 T
tedaljerijesili drugi dio formule
(p > (Ca Vv p ) )
T 1L T T '
i konagno cijelu formulu
(p > (Caqg v p ) )
T T 1 T T

1.4.1. RijeSeni zadaci
Zajedno odredimo istinitost sljedetih primjera u interpretaciji gdje je p istinit, aqi r
neistiniti:
1 (p2>q),
- (PV(aAT)),
- (P=(qDT)),
- (=P D =a) AT),
- (((pAT) D 1)V -0).

a &~ w N

RjeSenja:

~

1 !

—©
U
— }_Q

—4o
4 <
- o
>
'__ﬁ
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3 (P = (Ca >r ) )
T T T 1

. CC = p D> = a ) A 1 )
’ LT T T 41 T T

s (CCp AT ) DT ) A g )
’ T 1 1 1 T 1 T T 1

1.4.2. Zadacii problemi

1. Za svaku od dljedetih formula pronadite sve interpretacije u kojima su istinite;
(P2 a), (pva),(pAg), (P=a), (PV=p),(PD (PAR). (PVT)A(=PA Q).

2. Zamidlite otok na kojemu zive samo dvije vrste ljudi: istinoljupci i lazljivci. Isti-
noljupci izriCu samo istinite sudove, alazljivci lazne. Dodli ste nataj otok i susreli dva
otoCana, Perui Stipu, zakoje ne znatejesu li istinoljupci ili lazljivci. Natemelju nji-
hovih izjava pokusajte formulirati odgovarajuce sudove te u svakom slucaju odredite
jeli govornik istinoljubac ili |azljivac.

e Stipe: “Jasam istinoljubac ili lazljivac”. Upute: Sa s oznafimo da je Stipe
istinoljubac, a sa —s daje laZljivac. Stipetvrdi: sV —s. Znamo da je njegova
tvrdnjaistinitaako i samo ako je onistinoljubac. Dakle, akojesuds = (sV —s)
istinit u interpretaciji u kojoj je s istinit, Stipe je istinoljubac, a ako je istinit
kadaje s neistinito, Stipe je laZljivac.

e Pero: “StipejelaZljivaci istinoljubac”.

e Pero: “Stipejelazljivac”. Stipe: “Perojelazljivac.”. (dvarjeSenjal)

e Stipe: “Jasam lazZljivac” (Razmidlite, usporedite s Cetvrtim zadatkom!)

3. U istoj situaciji kaoi u prethodnom zadatku susreli ste trojicu otoCana: Peru, Stipu i
Radovana. Peroizjavi daje StipelaZljivac, Stipe tvrdi dasu Peroi Radovan jednaki,
odnosno obojicalazljivci ili obojicaistinoljupci. Predstavite problemlogikom sudova
i odredite kojoj grupi pripadaje Radovan.

4. U istoj situaciji kao i u prethodnom zadatku pitali ste Peru: “Jesi i istinoljubac ili
lazljivac?’. Pero je neSto odgovorio, ali ganiste Culi. Tada pitate Stipu: “Sto je Pero
rekao?’. Stipe odgovori “Rekao je daje laZljivac’, atadai Radovan reCe: “Nemoj
vjerovati Stipi. On laze!” Predstavite problem logikom sudovai odrediteje li Pero
istinoljubaciili laZljivac.

5. (jeziCari) Veznici logike sudovau odredenoj mjeri odgovaraju veznicimau prirodnim
jezicima, ai ne u potpunosti. ZnaCenje logickih veznika precizno je odredeno,
dok su u prirodnim jezicima reCenice Cesto viSeznaCne i neprecizne. Pronadite
primjere recenicagdje disjunkcija, konjunkcijai implikacijaodgovaraju, te one gdje
u potpunosti ne odgovaraju logickoj formalizaciji.
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6. (matematiCari, informatiCari) Definirajte odgovarajucu aritmeticku funkciju zaizra-
Cunavanje semanticke vrijednosti logickih veznika. Za vrijednost istinitosti uzmite
1, aneistinitosti 0. Od aritmetickih funkcija upotrijebite zbragjanje, oduzimanje i
mnozenje. Obratite paznju na to da je vrijednost funkcije iskljuCivo O ili 1. Na
primjer, konjunkciju cemo definirati kao k(p, q) = p x a.

1.4.3. Otok logike sudova

Napomena 4. U ovom poglaviju iZaZe se ilustracija primjene logike sudova, u jed-
nostavnom podrucju prikladnom za u€enike. Primjena ove metode olakSava savladavanje
jezikai semantikelogike sudova, te stvara podlogu za bolje razumijevanjekljucnih pojmova
poput interpretacijei valjanosti.

Najednom primjeru pogledamo kako bi izgledala primjenalogike sudova. Zamislimo
jedan otok na kojem se mogu vidjeti samo tri pojave; sunce, oblak i suncobran. Prvo je
pitanje koliko je razliGitih mogucih otoka vidljivo, uz pretpostavku da se sve tri pojave
pojavljuju nezavisno jedna od druge. Imamo, dakle, tri moguca otoka sa po jednom
pojavom, tri otoka sa po dvjema pojavama, jedan otok sa svim trima pojavama, te konatno
goli otok bez ijedne pojave. Postoji, dakle, osam mogucih razliitih otoka, koje mozemo
graficki predstaviti nasljedeci natin:
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Kada ovg) otok zelimo opisati logikom sudova, sunce éemo predstaviti sudnom va-
rijablom p, koja je istinita kada je sunce vidljivo, a neigtinita kada nije. Oblak temo
predstaviti sa g, a suncobran sar. Pogledajmo sada koje otoke opisuje, odnosno o kojim
su otocimaistinite pojedine formule. Nacin nakoji ¢emo to provjeriti vrlo je jednostavan.
Primjenjivat ¢emo definiciju istinitosti, gdje ¢emo prvi uvjet provjeriti na dlici; ako je
pojava koju predstavlja sudnavarijablavidljiva, onajeistinita, ainae nije.

Na primjer, formular istinita je o prvim Cetirima otocima, a nije o zadnjim Cetirima.
Obrnuto vrijedi za —r, kojajeistinita o zadnjim Cetirima, anije o prvim dvjema. Formula
(qV p) istinitaje o svim otocimaosim 4 8, gdje niti oblak niti sunce nisu vidljivi. O tocno
istim otocimaistinitajei formula—(—-qA —p), kaoi (—q D p) (provjeritegore!). Formula
((pA g) AT) istinitaje samo o prvom otoku, gdje su sve tri pojave vidljive.

Osim &o mozemo tumaciti pojedine formule, gledati o kojim su otocima istinite,
mozemo krenuti i obrnutim putem. Za jedan ili vie otoka mozemo konstruirati formulu
koja ih opisuje, odnosno koja je istinita o tim i tono tim otocima. Vazno je uvidjeti
da odabrane otoke mozemo opisati pomocu viSe razlicitih formula, koje se eventualno
razlikuju u eleganciji, odnosno duzini. Recimo da Zelimo opisati otoke 2 i 5, otoke na
kojima su vidljivi suncobran i sunce ili sunce i oblak. Najjednostavniji naCin jest da
prethodnu re€enicu zapiSemo ekvivalentnom formulom: ((r A p) vV (pA Q)), onaje, dakle,
istinita o otoku 2 — (r A p) ili o otoku5 — (p A q). Dakle, ostaje pitanje je li istinita
samo o njima (razmidlite!). Odgovor je, naravno, ne. Formulajeistinitai o prvom otoku,
te ako Zelimo to¢no opisati drugi i peti otok, moramo iskljuCiti prvi. Preciznaretenicaje,
dakle: “Vidljivi su suncobrani sunceili suncei oblak, a ne istovremeno suncobran, sunce
i oblak”, a odgovargjucaformula((r Ap) vV (pA Q) A=(r A(pAQ)).

Pogledajmodrugi primjer, reCenicu kojaopisujesve otokeosimtretegi Cetvrtog. Mogli
bismo, dakle, opisati otok po otok, te ih medusobno povezati disunkcijom. Prvi otok je
(rA(pAQ)), drugi (r A(pA—0Q)), tetakodalje. Cijelaformulabilabi: (((((((rA(pAQ))V
(rA(PA=Q)))V (=1 A(PAT))) V(= A(PA=T))) V(= A(=PAQ)))V (=TI A (=PA=0))).

Gornju formulu je, naravno, moguce pojednostaviti. Umjesto opisivanja svakog po-
jedinog otoka mozemo uociti da je na odabranim otocima vidljivo sunce ili samo oblak
ili nista. Odgovargjucaformulaje: (pV ((=r A (=pAQ))) V (=r A (-p A —Qq))). For-
mulu mozemo dodatno pojednostaviti ako potrazimo pravilnosti koje vrijede naodabranim
otocima, te uoCimo daje uvijek kadaje vidljiv suncobran, vidljivoi sunce, dakle, suncobran
implicirasunce, ili formulom (r > p).

1.4.4. RijeSeni zadaci

1. Okojim su otocimaistinite formule:

(@ (pVva,
(b) (p2a),
(€) =((pAg) AT),
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(d) (p2(PAP)),
(€ (=pA(PAP)?

2. Konstruirgjte formule koje su istinite samo o sljedetim otocima:

1,2,356,7
1,3,457,8
Cc
d

(
(
(
(e

niti o Jednom.

2. Napomena: Zadani otoci mogu se opisati pomocu vise razli€itih formula, ovdje su

dani najjednostavniji primjeri.

1.4.5. Zadacii problemi

12

1. PokuSajteodigrati sljedecuigru. U igri sudjeluju dvije ekipe, odnosno dvapojedinca.

Ekipa L birajedan od gornjih otoka. Nakon togaekipa T konstruira psf koji sadrzi
do tri varijable p, q i r. Dalje ekipa T pokuSava potvrditi formulu — pokuSava
pokazati da je istinita na odabranom otoku, dok je ekipa L pokuSava opovrgnuti.
Igra se premasljedetim pravilima. Ako jeformulaoblika

(Av B) —ekipaT biraAili biraB, te je pokuSava potvrditi;
(AAB) — ekipa L biraAili biraB, te je pokuSava opovrgnuti;
(AD B) —ekipaT bhira-Aili biraB, te je pokuSava potvrditi;
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(A= B) —ekipaL biraA D Bili biraB D A, te je pokuSava opovrgnuiti;

—-A —ekipaT i ekipa_L mijenjajuuloge, T pokuSavaopovrgnuti A, a_L je pokuSava
potvrditi;

p, gili r — ako je sudnavarijablaistinita u odabranom otoku, pobjeduje ekipa T, a
ako nije, pobjedujeekipa L.

Odigrajte nekoliko igaramijenjgjuci ekipe. Razmislite o si¢nosti igre s definicijom
istinitosti formulalogike sudova.

2. Dodajte otoku jo$ jednu pojavu, na primjer palmu. Koliko razlicitih otoka sada
postoji? Oznafite palmu sudnom varijablom s, te konstruirajte formule koje sada
opisuju pojedine otoke. Na primjer, prvacetiri otoka, sve parne otokei sli¢no.

1.4.6. Valjanost i logicki slijed

Nakon &o smo definirali kadaje formulalogike sudovaistinita, mozemo preciznije defini-
rati i semanticki logicki slijed. Ako s I'" oznaimo skup premisa, a sa C konkluziju,
semanticki logicki slijed oznaavat temo ovako:

rec

Kao &to je gore navedeno, za logicki dlijed vrijedi da uvijek kada su istinite premise,
mora biti istinita i konkluzija. Preciznije reCeno, sve interpretacije koje Cine istinitim
sve premise, Cine istinitom i konkluziju. Isto smo rekli ako definiramo da ne postoji
interpretacija u kojoj su sve premiseistinite, a konkluzijanije.

Ispitivanje valjanosti logi¢kog slijeda u logici sudova vrlo je jednostavan postupak,
jednostavno u svim moguéim interpretacijama treba provjeriti vrijedi li tvrdnjadaje kon-
kluzijaistinitaako suistinite premise. U praksi ¢emo to najjednostavnijeispitati istinosnim
tablicama. Istinosne tablice konstruiramo tako da sve premise konjunkcijom povezemo u
jednu formulu, koja implicira konkluziju. Ispod sudnih varijabli potpiSemo sve moguce
interpretacije, o mozemo jednostavno izvesti. Najprije odredimo koliko razliitih inter-
pretacija postoji; ako iman sudnih varijabli, broj interpretacijaje 2". Ispod svih pojavlji-
vanja prve sudne varijable prvo ispiSemo do pola ( 2—2" ), simbol istinitosti, adrugu polovinu
popunimo simbolom neistinitosti. 1spod druge varijable do prve Cetvrtine ispiSemo simbol
istinitosti, sljedetu Cetvrtinu neistinitost, te ponovnoistinitost paneistinitost. Tako dodemo
do zadnjevarijable u kojoj naizmjenicno piSemo istinitost paneistinitost. Sadajednostavno
odredimo istinitost formule u svim tim interpretacijama. Ako je formulaistinita u svim
interpretacijama, logicki slijed vrijedi, a ako je neistinita u barem jednoj, logicki slijed ne
vrijedi. Interpretaciju u kojoj formulanije istinita nazivamo kontraprimjerom. Pogledajmo
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tonaprimjeru: p > g, -q & —p:

(

F 4o
4~ AU
e
4>
A4
e
~H—4-U
A4~
F 4o

Poseban slucaj logickog dlijeda je kada nema premisa, odnosno kada konkluzija bezu-
vjetno vrijedi u svim interpretacijama. Takvu se formulaoznatavas

=C

te je u sluCaju logike sudova nazivamo tautologijom. Vazno je primijetiti da je formula
koja predstavljalogicki dlijed, odnosno valjan zakljucak tautologija.

1.4.7. RijeSeni zadaci

1. Metodom istinosnih tablica provjeritejesu li sljedete formule tautologije:

@ (P2 P),

(b) (P2 -p),

() ((pAa)D (pVa)),
(d) ((pVr)Ap),

(€) =(pA —p).
RjeSenja

1 (a

1.4.8. Zadaci i problemi

1. Cuveni pisac i matematicar Lewis Carrol izmislio je zagonetku koja ukljucuje 18
razlicitih sudova. Koliko bi redovaimala istinosna tablica koja bi predstavljala ovu
zagonetku?
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