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1.1. Skupovi brojeva

Upitamo li nekoga, tko nije matematicar, ili mu barem matematika nije osobito bliska, ¢ime
se bavi ta znanost, vjerojatno ¢e odgovoriti — brojevima. Premda odgovor bas$ i nije toan, on nije
neobican, jer prva iskustva s matematikom u svakog su ¢ovjeka vezana uz brojeve i raCunanje. A i
ne bas tako davno matematicke su se pocetnice zvale Racunice.

Osnovna svojstva skupova prirodnih, cijelih, racionalnih i realnih brojeva poznata su nam iz

osnovne $kole.

Prirodni i cijeli brojevi

Prirodnim se brojevima sluzimo kad brojimo ili prebrojavamo. Prirodni ¢e broj
biti odgovor na pitanje: koliko clanova ima neki konacni skup?

Skup prirodnih brojeva
Skup prirodnih brojeva oznacavamo s N.

N=1{1,2,3,4,5...n,..}

Svaka se dva prirodna broja m i n mogu usporediti prema velicini, pri cemu je
ispunjena toc¢no jedna od sljedeéih mogucénosti:
m <n (broj m je manji od broja n);
m=n (broj m je jednak broju n);
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m>n (broj m je veci od broja n).

U skupu prirodnih brojeva postoji najmanji broj, to je broj 1. Ne postoji najveci
prirodni broj; od ma kako velikog prirodnog broja postoji jos veci. 1z ove Cinjenice
proistjece da je skup prirodnih brojeva beskonacan.

Neka je n po volji odabran prirodni broj. Onda je sljedeci po redu prirodni broj
n 4+ 1 koji nazivamo sljedbenikom broja n. Taj je broj veéi od broja n. Ako je
n > 1, onda je broj n — 1 prethodnik broja n. Dakle, svaki prirodni broj ima svog
sljedbenika, i svi prirodni brojevi veci od 1 imaju svog prethodnika.

Tek prije otprilike 500 godina ljudi su dosli na ideju da se postupak brojanja una-
trag: 3, 2, 1 moZze nastaviti brojem 0, i negativnim brojevima —1, pa —2, pa —3
itd. Negativnim brojevima danas prikazujemo npr. temperaturu ispod niStice, visinu
vodostaja manju od uobicajene, knjigovodstveni manjak u racunovodstvu itd.

U skupu prirodnih brojeva definirane su operacije zbrajanja i mnoZenja, o ¢emu
ste ucili tijekom osnovne $kole. Zbroj prirodnih brojeva prirodni je broj. Umnozak
prirodnih brojeva takoder je prirodni broj. Zato kaZemo da je skup prirodnih brojeva
zatvoren s obzirom na zbrajanje i mnoZenje.

No razni prakti¢ni problemi nametnuli su potrebu za uvodenjem racunskih opera-
cije suprotnih zbrajanju i mnozZenju, operacija oduzimanja i dijeljenja.

Znamo da razlika a — b dvaju prirodnih brojeva a i b nije uvijek prirodni broj,
skup prirodnih brojeva nije zatvoren s obzirom na oduzimanje. Ta je razlika opcenito
cijeli broj.

Skup cijelih brojeva
Skup cijelih brojeva oznacavamo sa Z:

Z=1{.-3-2,-1,0,1,23,.}

Skup cijelih brojeva je zatvoren s obzirom na zbrajanje, mnoZenje i oduzimanje.
Drugim rijecima, zbroj, umnoZzak i razlika svaka dva cijela broja cijeli je broj.

Skup cijelih brojeva nije zatvoren s obzirom na dijeljenje, racunsku operaciju obr-
nutu mnozenju; koli¢nik dvaju cijelih brojeva nije uvijek cijeli broj. Zbog toga uvodimo
i opet nove brojeve, to su razlomci ili racionalni brojevi.

Racionalni i iracionalni brojevi

3 —-13 2
Koli¢nici cijelih brojeva poput 57 T su racionalni brojevi. Koli¢nik
bilo koja dva cijela broja racionalni je broj. Pritom moramo iskljuciti dijeljenje nulom,

jer se nulom ne smije dijeliti.

Skup racionalnih brojeva
Skup racionalnih brojeva oznacavamo s Q:

Q:{g: abeZ, b+0.}

Trebamo li poznavati brojeve opcenitije od racionalnih? I na ovo pitanje znamo
odgovor otprije.
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Primjer 1. /2 nije racionalan broj. Prema Pitagorinu poucku, ako je duljina
stranice kvadrata jednaka 1, duljina njegove dijagonale iznosi /12 + 12 = /2.

Kad bi /2 bio racionalan broj, zna¢ilo bi da ga moZemo prikazati u obliku razlom-
ka %, gdje su m i n prirodni brojevi (jer je v/2 pozitivan broj). MoZemo pretpostaviti

da m i n nisu oba parna. U suprotnom bismo ih kratili s 2, dok barem jedan od njih

ne bi bio neparan.
2

Kvadriranjem jednakosti v/2 = n dobijemo 2 = ™ odnosno, m? = 2n.
n

n?’
Zakljuéujemo: m? je paran broj. No, onda jei m paran. (Zasto?) Dakle je n neparan.
Zapisimo m = 2k, k € N, paje 4k*> = 2n*, odnosno n? = 2k*, odakle slijedi da
je n?, patimei n paran broj.
No, prirodni je broj n ili paran, ili je neparan; ne moze biti i jedno i drugo. Do
ovog proturje¢nog zakljucka dovela nas je pretpostavka da je v/2 racionalan broj. Ta
je pretpostavka dakle bila kriva, broj v/2 nije racionalan. <

Zadatak 2. Dokazi da broj v/3 nije racionalan broj.

Brojeve koji nisu racionalni, poput V2, V/3 ili 7, nazivamo iracionalnim.

Decimalni zapis racionalnog broja

Racionalni su brojevi koli¢nici cijelih brojeva. Zapisujemo ih u obliku razloma-
ka. No, ako bismo proveli razlomkom naznaceno dijeljenje, dobili bismo prikaz istog
racionalnog broja u decimalnom zapisu.

Tako je primjerice:

—l:—I:Z:—O.5; E:3:4:0.75;
2 4
5 55
3= —5:8 = -0.625; 8 = 55: 128 = 0.4296875,
i tako dalje.
T T gl

Broj 7 nije racionalan broj.

Broj 7, koji je jednak omjeru opsega i promjera svakog kruga, jedan je od najpoznatijih brojeva.

Jo$ od davnina pretpostavljalo se da 7 nije racionalan. Ova, naoko jednostavna Cinjenica
dokazana je tek u XVIIL. stoljecu, a njezin je dokaz vrlo sloZen te ga ne moZemo ovdje izloZiti.

Priblizna vrijednost broja 7 je 3.14, ili to¢nije (ocitano s dZepnog racunala) 3.141592654.
Njegova jo$ tocnija vrijednost, ali dakako takoder pribliZna, je:

3.14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510
58209 74944 59230 78164 06286 20899 86280 34825 34211 70679
82148 08651 32823 06647 09384 46095 50582 23172 53594 08128
4811174502 8410270193 85211 05559 64462 29489 54930 38196
44288 10975 66593 34461 28475 64823 37867 83165 27120 19091
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Svi su navedeni primjeri konac¢ni decimalni brojevi. Znademo dakako i za druk-
¢ije primjere:

% =3:7=0.428571428571428571...;

% =1:3=0.333333333333333..;
f% = —10: 11 = —0.9090909090909090...;
% =26:111 = 0.234234234234234... .

Ovdje je rije¢ o racionalnim brojevima kojima je decimalni prikaz beskonacan
decimalni broj.

Ako je decimalni zapis racionalnog broja beskonacan, onda moZemo uociti kako se
skupina znamenki uzastopce ponavlja. U prvom primjeru tu skupinu ¢ini Sest znamenki,
u drugom samo jedna, u treCem dvije, u ¢etvrtom tri.

Kazemo da su ti decimalni brojevi beskonacni i periodski. Skupinu znamenki
koja se iza decimalne tocke ponavlja zovemo period.

Pri zapisu beskonacnih periodskih decimalnih brojeva nad prvom i posljednjom

znamenkom perioda stavljamo tockicu:
3 . | . 10 o 26 o
= =0428571; - =03; —— =-090; — =0.234.
7 0.428571; 3 0.3; T 0.90; T 0.23

Zbog Cega pri decimalnom zapisu racionalnog broja dolazi do ponavljanja skupine
znamenki? Odgovor na ovo pitanje bit ¢e sasvim jasan provedete li pismeno dijelje-
nje (ne dijeljenje dZepnim racunalom ili bilo kakvim sliénim pomagalom) brojnika i
nazivnika u danom razlomku:

26: 111 =0.234
260
380
470
26
U ovom trenutku dosli smo do pocetne pozicije. Ako nastavimo dijeljenje, ponavljat e
se niz znamenaka 234.

Bez obzira je li decimalni zapis nekog racionalnog broja konacan ili beskonacan,
taj je zapis potpuno poznat i moze mu se odrediti bilo koja njegova znamenka.

Primjer 3. Koja je znamenka na 1001. mjestu iza decimalne tocke u decimalnom

zapisu broja 7?

3 . )
> Vidjeli smo da je 7= 0.428571, tj. uzastopce se ponavlja 6 znamenki.

Podijelimo 1i 1001 sa 6, dobit ¢emo koli¢nik 166 i ostatak 5. Stoga ce se skupi-
na od 6 navedenih znamenki izredati 166 puta i potom Ce slijediti jo§ pet znamenki.
Zakljucujemo kako je 1001. po redu znamenka 7. <
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Pretvaranje decimalnog prikaza u standardni zapis

Vidjeli smo kako racionalne brojeve moZemo prevesti iz oblika razlomka u de-
cimalni broj. Valja nam samo provesti dijeljenje cijelih brojeva §to su u brojniku i
nazivniku razlomka. Ni to nije uvijek lako jer ponekad to moZze biti i podulji racun.

Kako ¢emo obaviti obratan postupak, racionalni broj zapisan u obliku beskona¢nog
decimalnog broja zapisati u obliku razlomka?

Navedimo primjere:

Primjer 4. ZapisSimo u obliku razlomka brojeve a) 0.72; b) —44.714285.

> Nekaje x = 0.72. Tada je
100x=7272=72+0.72=72+x
72 8
Odavde imamo 99x = 72, te je x = —

9 11’
S drugim brojem imat ¢emo nesto vise posla:

Neka je x = 0.714285 . Tada je

10° - x = 714285.714285 = 714285 + x.

714285
Sad imamo: (10® — 1)x = 714285, te je x = 01

Moze li se ovaj razlomak skratiti? U nazivniku se nalazi broj
999999 =9 -111111 =9-111-1001 =27-37-7-11-13.
Probom utvrdujemo da se brojnik moZe kratiti s 27 - 37 - 11 - 13 pa je konacno

—44.714285 = —44% . Da nismo skratili razlomak, dobili bismo takoder istinit za-
pis —44.714285 = 447185 ¢

Realni brojevi I

Ranije smo ve¢ spominjali primjere iracionalnih brojeva, kao sto su

V2 = 1.414273562 - - -,
7 = 3.141592654 - - -

I to su beskonacni decimalni brojevi, no bitno razliiti od prethodnih, racionalnih.
Uocavate li tu razliku? U ¢emu se ona sastoji?

U decimalnom zapisu brojeva kao $to su V2 s \/§ ili ™ ne nailazimo ni na kakve
pravilnosti. Takve brojeve nazivamo iracionalnim. U decimalnom zapisu iracionalnih
brojeva nema periodic¢nosti, tj. ponavljanja skupine znamenaka. Na temelju ma koliko
pocetnih znamenaka u tom prikazu ne mozemo predvidjeti niti prvu sljede¢u znamenku!

Skup iracionalnih brojeva oznacavamo s I.

Napisemo li po volji odabran decimalni broj:

4.44, 3.1010010001 - - -, —5.213648260630034 - - -

(znamenke se u posljednja dva primjera nastavljaju u beskonacnost i ne ponavljaju se
periodski), tad ¢emo dobiti decimalni zapis iracionalnog broja. Iracionalne i racionalne
brojeve jednim imenom nazivamo realni brojevi.
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Skup realnih brojeva
Skup realnih brojeva R sastoji se od racionalnih i iracionalnih broje-
va. Svaki realni broj @ moZemo prikazati u (kona¢nom ili beskonacnom)
decimalnom prikazu:
a = tap.aiaza;s . . .

pri ¢emu je ao prirodan broj ili nula, a a;, a2, as ... neke od znamenaka O,
1,...,9

Zadaci 1.1. |

1.

1) Zapisi prirodni broj koji neposredno slijedi iza prirodnog broja 7.

2) Zapisi prirodni broj koji neposredno prethodi prirodnom broju n — 2. Kad zadatak
ima rjeSenje?

3) Zapisi broj koji je za 2 veéi od zbroja brojeva m i n.

4) Zapisi broj koji je dvostruko veci od razlike brojeva a i b.

5) Zapisi broj koji je tri puta manji od umnoska brojeva a i b.

Ispisi:

1) sve cijele brojeve koji su izmedu cijelih brojeva k — 11 k+5;

2) sve neparne cijele brojeve koji su veéi od 2k — 1 i manji od 2k + 7, gdje je k cijeli
broj;

3) sve parne cijele brojeve vece od 2k — 5 i manje od 2k + 1, gdje je k cijeli broj.

Kolika je razlika zbroja prvih 100 parnih i prvih 100 neparnih prirodnih brojeva?
IzraCunaj:

1) 1+2+3+...455; 2) 1+3+5+...+101;

3) 2+44+6+...4+100; 4) 504+51+52+...+101;

5) 20+22+24+...460; 6) 11 4+13+15+4+...+111;

7 1+4+74+10+...4+100; 8 1+5+9+13+...+101.

Odredi Cetiri uzastopna prirodna broja kojima je zbroj jednak 1258.

Zbroj pet uzastopnih parnih prirodnih brojeva jednak je 6 080. Koji su to brojevi?
Zbroj sedam uzastopnih neparnih prirodnih brojeva jednak je 581. Koji su to brojevi?
Koja je posljednja znamenka umnoska 1-3-5-7-...-99?

S koliko nula zavrSava umnozak 1-2-3-4-...-33?

10. Ako svaki od n pribrojnika pove¢amo za isti broj k, kako ée se promijeniti zbroj?

11. Ako svaki od n pribrojnika pomnoZimo istim, od nule razli¢itim brojem k, kako se

promijeni zbroj?

12. Provijeri jesu li sljedeci brojevi trec¢e potencije nekog prirodnog broja:

1) 33 +4°+5°%; 2) P4+6°+8%; 3) 33 4+103 +18%;
4) 143 +2334+70°%; 5) 113+ 123+ 133+ 143,
x ¥ ox
5 5 3 15
13. Razlomke 1'% 16 prikazi u obliku decimalnog broja.
14. Brojeve 0.5, 0.25, 0.125, 0.75, 0.625 prikaZi u obliku razlomka.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.
25.

Odredi period u decimalnom zapisu racionalnog broja:

5 3 5 6

—; 2) —; 3 —; 4 -.

6 ) 11 ) 13 ) 7

Koja se znamenka nalazi na 101. mjestu iza decimalne to¢ke u decimalnom zapisu
svakog od Cetiriju brojeva iz prethodnog zadatka?

U decimalnom zapisu sljedecih brojeva odredi period:
5 4 22 12 1
1)69 Z)Hs 3)79 4)E9 S)H.

1

Odredi 303. znamenku u decimalnom zapisu broja 37
111

Odredi 777. znamenku u decimalnom zapisu broja — T

3
Odredi 1500. znamenku u decimalnom zapisu broja e

Zapisi u obliku razlomka brojeve:
1) 0.68i; 2) 3.854; 3) —123.2467; 4) 4.55432.

*

* *

Koji su od sljedecih brojeva racionalni:

11 T V2 5
—— V17, 2, L2 5 4449
157 727 27 7\/57

Izmedu kojih dvaju uzastopnih cijelih brojeva se nalaze sljedeci brojevi:
5
V117, —\/5315, ?” V77, VT — 157 2

Napisi nekoliko iracionalnih brojeva koji su veéi od broja 0.11, a manji od broja 0.12.

Arhimed je dao priblizne vrijednosti broja 7 smjestiv§i ga izmedu dva racionalna

broja: 3% <m < 3%. U XVI. stolje¢u Nizozemac Adrianus Metius nasao je jos

jednu dobru pribliZznu vrijednost broja 7, iskazao ju je razlomkom % (8to su Kinezi

poznavali gotovo tisuéu godina ranije!). Usporedi na ovaj nacin dobivene priblizne
vrijednosti broja 7 s prije navedenim.

1.2. Operacije sa skupovima

Pojam skupa

Govorili smo dosad o skupu prirodnih brojeva, skupu racionalnih brojeva. . . Sto je

to skup? Poput drugih temeljnih pojmova (npr. broja, tocke, pravcaisl.) taj se pojam ne
definira, jer ga je teSko ra$c¢laniti na jednostavnije pojmove, pa to neCemo ni pokuSavati.
Zadovoljit éemo se dogovorom da je skup odreden ako je dobro definiran zakon prema
kojem odredujemo njegove elemente. Tako npr. skup “svih ucenika u vasem razredu”
je dobro definiran. Medutim, skup “svih visokih uc¢enika u vasem razredu” nije dobro
definiran, jer nam je nepoznat kriterij “biti visok”.
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Oznacimo s A skup neparnih prirodnih brojeva manjih od 10. Taj je skup dobro
definiran, jer za svaki zadani broj znamo odrediti pripada li mu ili ne. Zapisujemo ga
ovako, navode¢i njegove elemente:

A=1{1,3,57,9},
ili na ovaj nacin:
A ={n:n €N jeneparan,n < 10}.
Broj 7 pripada ovom skupu, pisemo 7 € A. (Citaj: 7 je element skupa A, ili, 7
pripada skupu A.) Broj 6 mu ne pripada. Pisemo 6 ¢ A.

Nekaje B = {3,5,9}. Svaki element skupa B pripada skupu A . KaZzemo onda da
je B podskup skupa A ipiSemo B C A. Ako skup A sadrZi barem jedan element koji
ne pripada skupu B, onda kazemo da je B pravi podskup skupa A i piSemo B C A.
U ovom je primjeru, dakle, B C A.

Tako je primjerice (obrazloZzi!)

NCcZcCcQCR
Neka je sada
A={neN:njeparan} = {2,4,6,8,10,12,...},
B ={n e N:njedjeljivs3} = {3,6,9,12,15,...}.
Za ove skupove ne vrijedini A C B ni B C A. Medutim, ovi skupovi ipak imaju neke
zajednicke elemente, to su brojevi 6, 12, 18 itd, tj. brojevi djeljivi sa 6.

Presjek skupova
Presjek skupova A i B je skup A N B, koji sadrzi zajednic¢ke elemente
ovih dvaju skupova:

ANB={x:x€A i xe€B}.

Za prije navedene skupove je presjek:
ANB={neN:njedjeljivs2is3}
={n € N:njedjeljivsa6}
={6,12,18,24,...}.

Zadatak 1. U skupu svih ¢etverokuta u ravnini izdvojimo podskupove: A = { skup
svih paralelograma }, B = { skup svih pravokutnika }, C = {skup svih rombova},
D = {skup svih deltoida}. E = {skup svih kvadrata } , Sto predstavljaju skupovi
ANB,AND,BNC,BND?

*

* *

Svaki se parni broj moze napisati u obliku 2k, gdje je k cijeli broj. Zato je skup
svih parnih cijelih brojeva:
A={n:n=2k keZ}.

Oduzmemo li parnom broju 1, dobit ¢emo neparan broj. I obratno, svaki neparni broj
je oblika 2k — 1. Skup svih neparnih cijelih brojeva je:

B={n:n=2k—1, ke Z}.
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Ova dva skupa nemaju zajednickih elemenata. Za njih kazemo da su disjunktni.
Njihov presjek A N B je prazan. PiSemo: AN B = (). () je oznaka za prazan skup,
skup koji nema nijednog elementa.

S druge strane, svaki je cijeli broj bilo paran bilo neparan. To znaci da se svaki
cijeli broj nalazi ili u skupu A ili u skupu B. Kazemo da je unija skupova A i B
jednaka skupu cijelih brojeva. Opcenitije, definiramo:

Unija skupova
Unija skupova A i B je skup A U B, koji sadrZi one elemente koji se
nalaze u barem jednom od ova dva skupa:

AUB={x:xc€A ili xeB}.

Primjer 2. Neka je C = {1,2,4,7,9}, D = {2,3,4,5,6,7}. Onda vrijedi
CND=1{2,47, CUD={1,2,34,5,6709}. <

Primjer 3. Za skupove brojeva vrijedi: QNI=0, QUI=R. «

Zadatak 4. Na primjeru skupova A = {1,3,5,7,9}, B = {2,4,5,6,9} C =
{5,6,7,8, 10} uvjeri se da vrijede sljededi identiteti:

AUBUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC,

AUBNC)=(AUB)N(AUCQC), AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

*

* *

Upoznajmo i trecu operaciju medu skupovima:

Razlika skupova
Razlika skupova A i B je skup A \ B, koji sadrZi sve elemente skupa
A koji ne pripadaju skupu B:
A\B={x:x€A i x ¢ B}.

Primjer 5. Neka je A = {1,2,4,7}, B = {2,3,4,5,6}, C = {2,4,7}. Onda
vrijedi

A\ B ={1,7}, A\ C = {1},
B\A={3,56}, B\C={3,5,6]}
C\A=1, C\B={T7}, «

Razlika C\ A je prazan skup, jerje C C A.

Zadatak 6. Na primjeru skupova A = {1,3,5,7,9}, B = {2,4,5,6,9} C =
{5,6,7,8,10} uvjeri se da vrijede sljede¢i identiteti:

A\ (BUC)=(A\B)U(A\C), A\ (BNC)=(A\B)N(A\C).

*

* *

Uniju, presjek i razliku dvaju skupova prikazujemo shematski Euler-Vennovim
dijagramima:
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Zadaci 1.2. |

1.

AUB ANB A\B
Sl. 1.1. Unija dvaju skupova (lijevo), presjek (u sredini) i razlika (desno).

Primjer 7. Ilustrirajmo na Euler-Vennovim dijagramima skupove
1) (AnB)\C; 2) A\(BNC); 3) AU(B\C).

> RjeSenje je nacrtano na slici. <

SL 1.2

Zadatak 8. Euler-Vennovim dijagramima uvjeri se u istinitost sljedecih jednakosti
1) AUBNC)=(AUB)N(AUC); 2) AN(BUC)=(ANB)UANC);
3) A\(BNC)=(A\B)U(A\C; 4) A\(BUC)=(A\B)Nn(A\C.

Odredi neki skup A tako da vrijedi:

1) {1,2,3}nA={1,2}; 2) {1,2,3}NA=0; 3) {1,2,3}nA={3,4}.
Odredi neki skup B tako da vrijedi:

1 {1,2,3}uB={1,2,3,4,5}; 2) {1,2,3}uUB=1{1,2,3}.

Elementi skupova A, B i C neki su od prirodnih brojeva koji su manji od 10. Pritom
jee ANB ={3,8}, AnC = {8,9}, BNC = {8}, AUB = {1,2,3,4,8,9},
AUC ={1,2,3,5,6,7,8,9}, BUC = {3,4,5,6,7,8,9}. Odredi skupove A, B i
C.

Elementi skupova A, B i C neki su od prirodnih brojeva koji su manji od 10. Pritom
jet ANB=ANC =BNC = {3,4},AUB=1{1,2,3,4,6,7}, AUC = {1,2,3,4,5},
BUC = {3,4,5,6,7}. Odredi skupove A, Bi C.

Skupovi A, B i C podskupovi su skupa prirodnih brojeva: A = {n:n=2k— 1,k €
N}, B={n:n=3k,k e N}, C={n:n=4kk € N}. Odredi skupove AU B,
AUC,BUC,ANB,ANC,BNC.

Neka je A C B. Cemu su jednaki skupovi ANB, AUB?
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7. Sto se moZe reéi o skupovima A, B, C za koje vrijedi

1) AUB=A, 2) AUB=ANB 3) ANBNC=A, 4 AUBUC=A?
8. Koristeci Euler-Vennove dijagrame uvjeri se da vrijede sljedece jednakosti:
1) A\B=A\(ANB), 2) A\B=(AUB)\B,

3) AnN(B\C)=(ANB)\(ANCQO), 4) AnB)\C=(A\C)N(B\ ),

5 (AnB)\C=(ANB)\(BNC), 6) (AUC)\B=(ANC)\(BNC).
9. Je li neka od sljedecih relacija istinita za svaki izbor skupova A, B, C:

1) (AUB)\C=AU(B\C), 2) ANBNC=(ANB)N(BUC)?
10. Odredi sve skupove X za koje vrijedi X C {a, b, c}.

11. U nekom je razredu 28 ucenika. U razne sportske aktivnosti ukljuceno ih je 15, a
16 ucenika pjeva u pjevackom zboru Skole. Sedam ucenika tog razreda niti su medu
sporta$ima, niti su ¢lanovi pjevackog zbora. Koliko je uenika ovog razreda ukljuceno
u obje aktivnosti?

12. Ucenici nekog razreda uce dva jezika, engleski i njemacki. Engleski uce 23 ucenika,
njemacki 19, a oba jezika uci 12 u€enika. Koliko je ucenika u tom razredu ako svaki
uci barem jedan od ova dva jezika?

13. U nekoj udruzi umirovljenika % njezinih muskih ¢lanova nosi naocale, a % ih je
¢elavo. U toj je udruzi 48 muskih ¢lanova i svaki je ili ¢elav ili nosi naocale. Ima li

medu njima takvih koji su ¢elavi, a nose i naocale?

14. Maturalna zadaca iz matematike sastojala se od tri zadatka. Prvi je rijeSilo 82% uce-
nika koji su pristupili ispitu, drugi i treci po 78%. Prvi i drugi zadatak rijesilo je 62%
maturanata, prvi i tre¢i 66%, a drugi i tre¢i 60%. Sva tri zadatka to¢no je rijesilo 75
ucenika. Koliko je ucenika rjeSavalo ovu zadacu?

15. Od 20 djecaka 14 ih ima smede oci, 15 svijetlu kosu, 17 ih je tezih od 20 kg, a 18 visih
od 1.60 m. DokaZi da su medu njima barem cetvorica koji imaju sve cetiri navedene
osobine.

1.3. Racionalni brojevi

Racionalni su brojevi koli¢nici cijelih brojeva. Zapisujemo ih obi¢no u obliku
razlomaka, te je

1 -3 111 7
1:2==-, -3:4=—, 111:25=—, 7:(-33)=—.
2’ 4"’ 25" ( ) -33
Dijeljenje s nulom nije izvedivo pa u nazivniku razlomka ne smije biti nula.
Kad su dva racionalna broja jednaka? Odgovor nam je poznat iz osnovne Skole:

Jednakost racionalnih brojeva
. ... .a.c. . . .
Racionalni brojevi 5 i p jednaki su ako i samo ako je umnozak a - d
jednak umnosku b - c:

522 <~ a-d=b-c

|

1.3
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Primjer 1.
2 6
3=y jerje2-9=73-6.
—45
——— = —, jerje —45-12=5-(-108).
s — 1o Jerie 5 5-(—108)
-4 =20
L — = erie (—4)-35=(-20)-7.
5 T jerje (—4)-35=(-20)-7
101 | 1001
— # —— jerje 101 - 101 110 - 1001.
110751010 jerje 101 - 1010 # 110 - 1001. «
Prema ovim primjerima vidimo da je koli¢nik dvaju negativnih cijelih brojeva po-
zitivan racionalni broj. Tako je na primjer _—5 =3 Za koli¢nik brojeva razlicitog
-2 2 -2 .2
predznaka slijedi onda: 5 = —5,jerje (=2)-(=5) =2-5. Obabroja, i =5 i =
2
zapisujemo kao ~3 te su takvi brojevi negativni racionalni brojevi:
-2 2 2 p
5 -5 5

Zapis racionalnog broja
Svaki racionalni broj moguce je zapisati u obliku razlomka " , gdje je
n
m cijeli, a n prirodni broj.

Kracenje i proSirivanje razlomaka

1z definicije jednakosti racionalnih brojeva izravno proistjece i sljedeca jednakost,
koja vrijedi za svaki racionalni broj b 1 svaki od nule razlicit broj m:

a-m a

b-m b
Naime, jednakost racionalnih brojeva izravno slijedi iz jednakosti (a-m)-b = a-(b-m).

Tu istaknutu jednakost moZemo Citati dvostrano. Citamo li je slijeva udesno, tada
govorimo o kracenju razlomaka.

Primjer 2.
4 2.2 2
6 3.2 3
20 3.7 3
2860 4.7 4

123123 123-1001 123 41-3 41

234234  234-1001 234 78-3 78
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Skracivanje razlomka
Svaki se racionalni broj moZze kra¢enjem dovesti na oblik u kojem brojnik
1 nazivnik nemaju zajednickih djelitelja.

x ¥

k
S a-m __a . . L v e .
Kad istu jednakost b =3 ¢itamo zdesna ulijevo, tada je rije¢ o proSirivanju
-m

razlomaka.
Razlomke prosirujemo pri njihovu zbrajanju:

4 71 (4 7 4.4 7-5 44475
E+E_<ﬁ+3~4_3~4.5+3.4.5_ 3.4-5 >
16435 51
T 60 60

. e 17 . N
I konacno, ovaj razlomak mozemo kratiti te je rezultat 0 Dio navedenog racuna $to

je zapisan u okrugloj zagradi, nakon Sto smo se izvjestili i dobro uvjezbali zbrajanje
razlomaka, naj¢eScée ne pisemo.

Operacije s racionalnim brojevima

Pri zbrajanju racionalnih brojeva razlomke svodimo na zajednicki nazivnik. Mo-
Zemo uzeti u tu svrhu umnozak nazivnika kao zajednicki nazivnik:

a c¢ a-d b-c ad+bc

+-= + =
b d b-d b-d bd
Racunajuci ovako, uvijek ¢emo dobiti ispravan rezultat, ali brojnik i nazivnik dobivenog
razlomka vrlo Cesto ¢e se moci skratiti:

5+3 ~5-83+3-6 58 29

6 8  6-8 48 24’
Jednostavniji se ra¢un dobiva ako za zajednicki nazivnik odaberemo najmanji zajed-
nicki visekratnik nazivnika. U ovom primjeru za zajednicki nazivnik moZemo uzeti

V(6,8) = 24:

5 3 5.4+43.3 29

6 8 24 247

Oduzimanje racionalnih brojeva vrs§imo na analogan nacin.

Zbrajanje i oduzimanje racionalnih brojeva
Zbroj i razlika racionalnih brojeva su redom:

a c ad + bc a c_ad—bc

b d bd > b d bd

Prisjetimo se joS definicije umnoSka i koli¢nika racionalnih brojeva:
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a ¢ ac
b d bd
Posebno, primijetimo da vrijedi
a b ab 1
b a b-a

b
b_(a)
a \b)

Dakle, recipro¢ni broj zadanog racionalnog broja ima zamijenjen brojnik i nazivnik.
Primijetimo da je

Dijeljenje racionalnih brojeva zato se svodi na mnoZenje recipro¢nim brojem:

a c ad_ad

b'd b ¢ bc
Koli¢nik se moZe zapisati u obliku dvojnog razlomka:
a
a.c_bp _«
b'd ¢ b
d

Pri tome a i d nazivamo vanjskim, a b i ¢ unutarnjim ¢lanovima dvojnog razlomka.
Ovo pamtimo kao pravilo: razlomci se dijele tako da se umnoZak vanjskih clanova
podijeli umnoskom unutarnjih.

Relacija uredaja na skupu Q

U skupu Q racionalnih brojeva definirana je relacija uredaja <. Svaka dva
racionalna broja mozemo usporediti i odrediti koji je od njih veci, a koji manji.

3 4
Primjer 3. Koji je broj veéi, x = - ili y = —?

8 11
> Da bismo ih mogli usporediti, brojeve svodimo na zajednicki nazivnik:
x_§_3~11_§ 4 4.8 32
T8 8-11 8 11 11-8 88

Vidimodaje x >y. «
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X+

Primjer 4. Broj Y zove se aritmeti¢ka sredina brojeva x i y.

Ako su x i y racionalni brojevi, te x < y, tada je njihova aritmeticka sredina
racionalni broj i vrijedi
X X _X+Yy y oy
=-+Z< <z 4z =y
SR A R R
Drugim rije¢ima, aritmeticka sredina dvaju racionalnih brojeva jest broj veci od manjeg,
a manji od veceg od ta dva broja.

Koristeéi se tom c¢injenicom, moZemo za bilo koja dva racionalna broja x 1 y,
x <y, odrediti po volji mnogo racionalnih brojeva koji su ve¢i od x i manji od y.

Zadaci 1.3.
a—+?2 a a

1 2
1. Zakoje su cijele brojeve a brojevi pr a@—3) 2a—10" azt 1 racionalni?

2. Odredi prirodni broj x tako da vrijede jednakosti:

X 2 4 2 3 X
D=3 2 =5 7=
3. Zakojicijeli broj x vrijedi:
1 X X 1 X 5
) -=-; 2) T=-—-; 3) —— =29
) 5730 ) 6= 73 ) 2476
4. Skrati razlomke:
105 1155 6930 3333333 135135
168° 5775 12870° 5555555 234234
x F %
5. IzraCunaj:
3 1 4
D (16-3) (-25) -02:(-3):
4 4 5
2 (—-—18);(—1—) al-(——);
) 5 5)F 9
32 2 2
o1 —):(. ——yLz—l;
3)[2 3( +3 } [075 : 5 ]
3 1 2\ 7
4 |2-12(1 L): @.—ﬁ:—— .
)[5 (1+ 2][ °735)°% 4
6. Izracunaj:
4 7 3
3 4+0.59 L .0.125+35 1.05+ >
B ——n ¥ 3y — 4
2 0.15):4 2 02 5 J-.
(4 0 5) S - 025 (75 33)-0:6
7. lzracunaj:
11 3 1
075 3tl3) 373 0875 3tz) 1-3
1) : . ; 2) : . .
121, 14 L1 3211 12 143
3 34 ) 4




16

1. REALNI BROJEVI

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Izracunaj x iz sljededih jednakosti, primjenjujuci svojstva osnovnih racunskih opera-
cija s racionalnim brojevima:
32
1) 5-02):(33—x)=12; 2) (184+x):? = (2x—48):2.4;
4
3) 1 <3§—O.Sx> —55:(x+4); 4 12— (0.8+x) = —3.6;
5 1.1—-(5x+5.5)=11.1; 6) 12-(0.22 —x) = —1.44;
10
7) —1.2-(0.3 =-3.6; 8 =1;
) (03 +x) ) Bx124):5 456
5
100—3x)-4 (x—11.875):—
9) 208 : {112—%} =2 10) 8 — 1.
0.625- — —2—
5 5
3 4
145—24x): 15
1) [( 52_9 x>5+24] 5=5: 12) 15 —1%:5.625
(55+4x):21=
* ¥ ox
R . . 1 1 3
Izracunaj vrijednost brojevnog izraza | — + b :(a+b),zaa= —1Z ,b=0.8.
a
b b 2
Izracunaj vrijednost brojevnog izraza a2 a ,Zaa=—12,b=1—-.
b a) a—b’ 5
-1 b—1 1
Izraélzmaj vrijednost brojevnog izraza (a — Z+ 1) : <b T 1> y;aa =,
b= ~.
3
Izracunaj:
1 1 1 1
1) — + —
)12+2-3+3-4+ 99 - 100
1 1
2) —+—+—+.
) l- + -5 5 + 99 - 101
3 —+ | + ] PR
1-5 59 9-13 7 37-41
* ¥ ox
b —b b
Akoje £ =5 kolikoje 212 2 4=P ato,
b a a—>b
b b b a-b
Ako je ath_ =3, kOllkOJe — a ?
b a+b a a
Akoj _2 koliko je —?
oje — =3.ko OJeb.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.
22,
23.
24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Ako je S , provjeri da onda vrijede i sljedece jednakosti:

b d
a+b c+d a—b c—d at+b c+d
b b d 2) b d 3 a—b c¢—d’
4 a—i—c_a—c_a_c' 5) ma+nc_ma—nc_a_c
b+d b—d b d’ mb+nd mb—nd b d’

* ok

Odredi sve cijele brojeve n za koje je dani razlomak cijeli broj:

n+1 2n—1 3n+ 15
1 ; 2 ; 3 .
) n—1 ) n—2 ) n+2
Za koje je cijele brojeve n sljedeci razlomak cijeli broj?
6 n+3 2n 2n+3
1) —; 2) ——; 3 ; 4 .
) n ) n+1 ) n—3 ) n—1
Poredaj po velicini razlomke:
p 44527 » » 3 5 2 6 154
571576737107 30° 7711757 13°31°9°
1 13 11 7 21 2 3 11 13 3
3) 1=, — ; 4)

3T TR s
2a+bi a+2b

278767 12716

Ako su a i b racionalni brojevi, a < b, uvjeri se da su x =

racionalni brojevi za koje vrijedi a < x < y < b. Izra¢unaj x —a, y—x i b—y. Sto
uocavas?

*

* *

Broj 135 podijeli na dva dijela koji su u omjeru 7 : 8.

Broj 2400 podijeli na tri dijela koji su u omjeru 3 : 5: 8.

Broj 697 podijeli na tri dijela a,b i ¢ takodaje a:b=3:4ib:c=3:5.
Odredi:

1) 12 % od 160; 2) 15 % od 84; 3) 32% od 12.5.

Od kojega je broja

1) 8% jednako 24; 2) 45 % jednako 225; 3) 3 % jednako 1.5?
Aritmeti¢ka sredina brojeva xi,xz,...,x, je broj ntmd.. A . Odredi Sest

n
brojeva Cija je aritmeticka sredina jednaka 3 a svaki je naredni od prethodnog veéi za

Odredi sedam brojeva ¢ija je aritmeticka sredina 6.6, a svaki je naredni broj od pret-
hodnog manji za 0.2.

Prosjecna starost igraca jedne nogometne momcadi, njih jedanaest, je 25.5 godina.
Ako je iz igre iskljucen igra¢ star 20.5 godina, kolika je prosje¢na starost igraca koji
su ostali u igri?

U nekom razredu s 30 ucenika prosjecna ocjena opcéeg uspjeha je 3.85. S prosjekom
5.0 razred je zavr$ilo 6 uc¢enika. Kolika je prosje¢na ocjena ostalih 24 ucenika?
Prosjecna visina djevoj¢ica u nekom razredu je 164 cm, a djeCaka 172 cm. Ako je
prosjecna visina svih u razredu 167 cm, koliki je omjer broja djevojc¢ica i broja djecaka
u tom razredu?
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