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1.1. Brojevna kruznica

U drugom razredu, a i ranije, govorili smo o kutovima Cija mjera je bila dana u
stupnjevima. Tako je, na primjer, pravi kut imao 90°, ispruzeni kut 180°, puni kut
360°.

90°

9. 1.1

Uvedimo sada jedan drugi nacin mjerenja kutova. Promotrimo ispruzeni kut
JaOb. Okovrha O opiS§imo kruznicu k jedini¢nog polumjera. OnasijeCe polupravac
a utocki A, apolupravac b utocki B.
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U prvom razredu naucili smo da je opseg kru-
ga O = 2rzr, pa konkretno u ovom slucaju,
opseg kruga je 27 jerjer = 1. Notadaje

duljina luka AB jednaka polovici opsega tj.
jednakaje n (=~ 3.14). Kazemo da ispru-
Zeni kut ima 7 radijana. Drugim rijeima,
povezali smo kut s duljinom luka jedinicne
kruznice.

Naravno da ovaj postupak mozemo provesti za bilo koji kut <aOb. Oko vrha O
kuta ¥aOb opiSemo jedinic¢nu kruznicu kojakrak a sijeCeutocki A, akrak b utocki
B. Sad kutu pridruzujemo duljinu luka od tocke A dotocke B. Taduljinalukanaziva
seradijanska mjera kuta.

1 rad

9. 13 . 14.

Dabismo stekli neki ogjetaj za radijansku mjeru spomenimo da kut od 1 radijana
ima priblizno 57°17'44" . Dakle, duljinaluka jedinicne kruznice koji pripada kutu od
57°17'74" jednak je njenom polumjeru, tj. 1.

U djedetoj tablici navedene su mjere nekih kutova u stupnjevimai u radijanima:

mjerau stupnjevima‘ 0° | 30° | 45° | 60° | 75° | 80° | 90° | 270°
mjerauradijanima | O ‘ z ‘ z ‘ z ‘ 5—n 4—n T ‘ 3—n ‘
J J 6 |l 2l 3 1219|232
Primjer 1. Nacrtgjmo kutove a, akoje a jednako:

oI ¥ ST T m2dnSn n oSt
4 4 4° 4° 3'3"3" 3" 6° 6" 6°
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9. 1.5. Cetvrtina polukruznice ima 9. 1.6. Tretina polukruznice ima
duljinu %. duljinu %

An/
3

~
o3

3. 1.7. Krak kuta od % radijana prolazi totkom

na kruznici koja s A €ini luk duljine %

Primjer 2. NapiSimo 35°2'14" u radijanima.
> Prvo je potrebno dani broj pretvoriti u stupnjeve:
2 14
o __ ol n __ = — o
o =35°2'14" = 35+ &0 + 3600 35.037222°,
azatimizrazmjera  : 180° = o : o° dijedi
_a’n
~ 180
Ovapretvorbaiz oblika“ stupnjevi-minute-sekunde” u stupnjeve, te u radijane moze se
vriiti pomotu dzepnog ratunala. Naime, racunalo postavimo u stanje te une-
semo podatak u obliku 35.0214. Pritiskom natipku dobivamo 35.037222,

azatim izrafunamo o, . Nekaratunala automatski prelaskom u stanje [RAD |tgj broj
pretvargju uradijane. «

= 0.611515rad.

O
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Primjer 3. Kut od 2.5rad izrazi u stupnjevima.

180° - 2.5
—,
T

> . 180° = o : «°, mw: 180° = 25 a°, o° =

143.239448°, o =~ 143°14'22" .

U ovom ratunu upotrijebili smo kakulator da bismo dodli do veliCine a =
143.239448° . Vetina kalkulatora ima vet ugradenu tipku za prebacivanje u oblik
D°M’S"”, 1. stupnjevi-minute-sekunde. Ukoliko ta funkcijanije ugradena, postupak
je djedeti: od 143.239448 oduzmemo 143 i pomnozimo sa 60. Dobivamo rezultat
14.36688. To su minute. Zelimo li dobiti joSi sekunde, od tog broja oduzmemo cijeli
dioi ostatak pomnozimo sa 60. Dobijamo 22.0128". Dakle, o ~ 143°14'22" .

U vetini ovakvihratunagdje se pojavljujebroj = dobivamo pribliZzne vrijednosti,
jerje m iracionalan broj pagaprikazujemo smanjeili visetocnim aproksimacijama. <

Q

Promotrimo kako dolazimo do kutova
mjere vete od 360°, odnosno 2z ra
dijana. Kut <aOb je, dakle, uredeni
par polupravaca a i b sistim pocet-
kom O. Zamidlimo daje pocetni krak
0 4 4 a nepomican, a da smo do polozaja

polupravca b dodli vrtnjom oko O u
pozitivnom smjeru, tj. u smjeru suprot-
nom od kretanja kazaljke na satu, te

9. 18. Mjerakuta 4aOb je o + 2r. nekaje o mjerakuta 4aOb. Nastavi

li polupravac b rotirati joS jedan cijeli

krug, doSao bi u svoj pocetni polozg].

Mjeratako dobivenog kutaje o+ 360° , odnosno o + 2 ako jeizrazenau radijanima.

Sad lako moZzemo zamidliti kako b

tvorimokutoveod a+2-27, a+3-27,

itd. Naime, nastavi li polupravac b ro- g
tirati dva kruga od svog pocetnog po-

loZajadobivamo kut mjere o + 2- 21,

zatri kruga a + 3- 2r, itd.

0 4 4
b
B
9. 1.9. Mjera kuta <aOb je o +2-2x.
o 4 ¢ Do poloZajapolupravca b mozemo

doti i vrtnjom oko O u negativhom
smjeru, tj. u smjeru kretanjakazalj-
ke na satu. Tad govorimo o kutu s

9. 1.10. Kut <aOb je kut s negativnom mjerom. negativnom mjerom. Ta mjeraiz-
nos a — 2z, gdie je o mjeraiz
intervala [0, ) .
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Nastavi li se polupravac b vrtiti u b
negativnom smjeru jo3 jedan krug, do- B
lazi u svoj pocCetni polozaj, amjeratog
kutaiznosi a — 2 - 27

9. 1.11. Mjera kuta saOb je a — 27

Nadlikama su nacrtani kutovi kojima su nalijevoj dici dane pozitivne mjere, ana
desnoj dlici negativhe mjere.

90° -270°
30° —330°
180° O, a —180° 0 a
300° - 60°
9. 1.12. 9. 1.13.

Uglavnom, svi kutovi mjera o, a+27, oo+4n, a+6x, oo—2n, a—4x,...imaju
zavrsni polozaj kraka b isti, tj. uistoj tocki B sijekukruznicu k. Kazemo dabrojevima
o + 2kn, k € Z pridruzujemo tocku B. StoviSe, svakom realnom broju x mozemo
pridruziti najedini¢noj kruznici odgovarajucu tocku B, jer je svaki broj x radijanska
mjera nekog kuta. Brojevi kojimaje pridruzenaista tocka B na kruznici medusobno
serazlikuju za 2kr , tj. 360°k.

Kruznicas ovakvim pridruzivanjem naziva se brojevna kruZznica.

Mjerakutaiz intervala [0, 27) , odnosno [0, 360°) nazivase glavha mjera.

Primjer 4. Kutovimaod
a) 328r; b) —mr; c) 1081°; d) —213°
nadimo glavne mjere u radijanima.

> a)Kakoje 3287 = 0+2- 164, tojeglavnamjeratog kutajednaka O radijana.

bylz 2L, - L0FS S 71.2x dijedi dajeglavnamjerajednaka gn
radijana.

3" 3 3
c) 1081° = 3-360° + 1°, pajeglavhamjerajednaka 1°.
d) —213° = —360° + 147°, teje glavnamjerajednaka 147°. «
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Zadaci 1.1 I

1. Nacrtaj nabrojevnoj kruznici kutove od:

a) 60°, 120°, 180°, 240°, 300°; b) 30°, 150°, 210°, 330°;
c) 45°, 135°, 225°, 315°; d) 90°, 180°, 270°, 360°.
2. Nacrtaj kutove od:
n 3n
a) 5 5 b) O, =, 2x;
o T 2% 4m Sm. g T 3¢ 5t oIm
3 1 3 1 3 1 3 1 4 1 4 1 4 1 4 1
g % 5t T i
6’ 6 6 6 °
3. Pretvori u stupnjeve:
T 3 T 3n
a)z, b)7, C)Z’ d) 7
5r Vs Vs 2r
e) Z! f) 6! g) §! h) ?1
T . 3w T n
4.  Pretvori u stupnjeve, minutei sekunde;
a) 1.5 rad; b) 3 rad; c) 2.7 rad;
d) 0.5 rad; e 1.2 rad; f) 1.32 rad.
5. Pretvori uradijanei skicirgj nakruznici:
a) 60°; b) 90°; c) 180°; d) 210°;
€) 225°; f) 135°; g) 270°; h) 330°.
6.  Pretvori uradijane:
a) 40°; b) 100°; c) 55°; d) 27°;
e) 35°21; f) 75°34; g) 211°2%; h) 321°59';
i) 10°21'43"; j) 31°2'59"; k) 121°1"; [) 3401°3'20".
7. Nadi glavnu mjeru kutovai nacrtaj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima
a) 720°; b) 540°; c) 1080°; d) 3600°;
€) 450°; f) 1530°; g) 1710°; h) 5670°.
8. Nadi glavnu mjeru kutovai nacrtaj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima:
a) 390°; b) 510°; c) 4110°; d) 1290°;
e) —150°; f)y —30°; g) —2130°; h) —2550°.
9. Nadi glavnu mjeru kutovai nacrtaj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima
a) 420°; b) 3720°; c) 1320°; d) 2100°;
e) —2460°; f) —60°; g) —240°; h) —840°.
10. Nadi glavnu mjeru kutovai nacrtgj na brojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
a) 405°; b) 3645°; c) 1215°; d) 2025°;

6 —45°; f) —225°; g —2115°; h) —1935°.



1.1. BROJEVNA KRUZNICA 7

11. Nadi glavnu mjeru kutovai skiciraj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-

vima
a) 754°; b) 395°; c) 1234°; d) 82175°;
e —49°; f) —351°; g) —1000°; h) —2147°.
12. Nadi glavnu mjeru kutovai skicirag) nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
a) 3r; b) 15x; c) —7xm; d) 191rx;
e 2r; f) —4mn; g) 20027; h) —19987.
13.  Nadi glavnu mjeru kutovai skicirag) nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
257 537 1037 203r
V5 ") 75 9 75 V6
Vs 17n 9ln 191n
14.  Nadi glavnumjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
97n 1947 388r 6057
a) = b) 3 C) 3 d) 3
47n 1907 1407 61ln
15.  Nadi glavnu mjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
8ln 1237 221w 287w
a) = b) ) C) a0 d) 7
Vs 9ln 157n 197n
16. Nadi glavnumjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
170m 4921 3531 4721
a) 13 ' b) T' C) 10 ' d) —T,
e) 10; f) 12.7; g) 345; h) —82.
17. NapiS joSbar 4 mjere kuta u radijanima€ija je jedna mjera zadana:
a) E . b) — C) 19_7T
2 3" 4
141 1999 147
) -7 & -3 ™ -5

Pretvori radijanske mjere u stupnjeve.

18. NapiS joSbar 4 mjere u stupnjevimakuta ¢ijaje jedna mjera zadana:
a) 330°; b) —60°; c) 80°;
d) 1440°; e) —1998°; f) —1°.
Pretvori mjere u stupnjevimau mjere u radijanima.
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1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

Sinus i kosinus

Y Smjestimo li brojevnu kruznicu k
na koordinatni sustav tako da se
‘ B polupravac a podudara s pozitiv-
stnx nim dijelom x-osi, avrh O sisho-

diStem, dobivamo trigonometrijsku
x kruznicu. Promotrimo kut JaOb
0 cosx | 4 mjere x. Krak b sijeCe brojevnu
kruznicu utocki B koja, naravno, u
tom koordinatnom sustavu imadvi-
jekoordinate. Apscisutocke B na-
zivamokosinusbroja x, aordinatu
tocke B sinusbroja x.

9. 1.14.

Sinusrealnog broja x ordinataje one tocke trigonometrijske kruznice
kojaje pridruzenarealnom broju X.

Kosinusrealnog broja x apscisa je one tocke trigonometrijske kruz-
nice koja je pridruzenarealnom broju x.

Domenaohiju funkcijaje R, tj. x jebilokoji realni broj. Buduéi dasu koordinate
toCke B veteili jednake —1, amanjeili jednake 1, kodomenatih funkcijaje interval
[—1, 1] . Ovo zapisujemo ovako:

Funkcije sinus i kosinus
cos: R — [-1,1] sn:R—[-1,1]

X — COSX X — Sinx

Primjer 1. lzraungimo sinusi kosinusod x, ako je X:
a) «; b) 1998r; C) 77”; 3257r
Nacrtgimoi sliku.
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> sint =0, cost = —1;
sin1998x7 = 0, cos1998z = 1;

sin%ﬂ =-1, cos7—7r =0;
325 325

SII’]Tﬂ: = 1, 00577'[ =0. «

Primjer 2. Nacrtajmo kutove mjere t zakoje vrijedi:

a) sint=

> :

9. 1.16. Za kutove SAOT; i JAQT,
vrijedi sint = 5
N

Funkcija tangens

Funkcija tangens, u oznaci tg, de-
finira se pomotu funkcija sinus i kosinus
ovako:

X — sinx
9% = Cosx’

cosx # 0.

Zakojebrojeve x vrijedi cosx # 07?

Jedine tocke na brojevnoj kruznici s
apscisom O su tocke C(0,1) i D(0, —1)
(dika1.18.).

y
Zn
s \ 199871
o)
Im
4. 1.15.
1
b) cost = —-.
) 4
b)

).
J

9. 1.17. Zakutove SAOT3 i JAOT,
- 1
vrijedi cost = e

¥
§+ 2k T

A

\OTJA
3
D 2k

9. 1.18. C.i D sutocke
trigonometrijske kruznice
s apscisom O.
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Brojevi koji se predlikavaju u tocku C su brojevi g 5; 9771 —Sn’
_Th7-~,tj. g—l—Zkrc, keZz. 3

Tocki D odgovaragju brojevi 7n+2kn, k € Z. Dakle, tangensje definiran zasve
realne brojeve x razlicite od
S tkn kez,

Nasdlici se tangens bro-
ja oCitava ovako. U tocki
A povucemo tangentu p na
kruznicu. Zavrsni krak b

= kuta mjere x sijeCe tu tan-
gentuutocki T kojau koor-
dinathom sustavu ima dvije
koordinate. Druga koordi-
nata, tj. ordinatatocke T je
upravo tgx. Pravac p nazi-
vamo tangensna os.

. 1.19.

Primjer 3. Nacrtgjmo zadane kutove na trigonometrijskoj kruznici i tgx natan-
gensnoj osi ako je X:

On 3n 3n
a) —; b) — © -7
) 4 ) 4 ) 4
>
y
omn
3n T
“ |
L tg9r=tg (-39
I,
‘\,tg:&_“
—T
9. 1.20.
<
Kotangens

Funkcijakotangens, u oznaci ctg, definira se ovako

cosxX
ctgx = ——, sinx#0.
9X= Sy #
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Brojevi zakojeje sinx = 0 suoblikakr, k € Z, pajedakle, ctgx = % definirano
zax#kr, keZ.

Nasdlici sekotangensocitava
ovako. U tocki C(0,1) po-
vucimo tangentu q nakruz-
nicu. Zavrdni krak kutamje-
re x sijeCe tangentu u tocki
G koja u tom koordinathom
sustavu ima dvije koordina
te. Njena apscisa je kotan-
gens broja x. Pravac q na
zivase kotangensna os.

9. 121

Primjer 4. Nacrtgjmo kutove mjere x na trigonometrijskoj kruznici i ctgx na
kotangensnoj osi akoje x:
T 11r 3n
a) 2 b) v c) 7
>

y U ks
ctg%ln ctgZ=ctg (-39

D P

EE]

9. 1.22.

Primjer 5. Odredimo predznake trigonometrijskih funkcija u pojedinim kvadran-
tima.

> Ako je B u prvom kvadrantu, tada su obje koordinate te tocke pozitivne, tj.
sinx > 0, cosx > O, tesui tgx i ctgx pozitivni. Za ostale kvadrante vrijedi ova
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tablica:
kvadrant || I. [ II. [ 11l | IV.
sinx + | + | - —
COSX + | - | - +
tgx + | -+ -
ctgx + | -]+ ] - 4

Veza s trigonometrijskim funkcijama Siljastih kutova

U drugom smo razredu proucavali trigonometrijskefunkcije samo Siljastih kutova.
Ponovimo te definicije.

Trigonometrijske vrijednosti Siljastog kuta o
Nekaje ABC pravokutni trokut s hipotenuzom AB i kutom ¢ pri vrhu
A.

. a D . . .

Omjer c nasuprotne katete i hipotenuze naziva se sinus kuta o i
oznaCava sa gin o.

Omjer c prilezete katete i hipotenuze naziva se kosinus kuta o i

oznaCava sa cosc. .
Omjer b nasuprotne i prilezeCe katete naziva se tangens kuta « i

oznaCavasa tg o .
b . .
Omjer a prilezete i nasuprotne katete naziva se kotangens kuta o i
oznaCavasa ctg o .

d. 1.23. Trigonometrijske vrijednosti Si-

ljastog kuta definirgju se pomotu pra-

vokutnog trokuta. Vrijedi sina =
b

cosf,coso = ¢ = snf,tga = § =

ctgp,ctga = g =tgp. U 2. razredu
je takoder pokazano da se vrijednosti tri-
gonometrijskih funkcija kuta ne mijenjaju
promatramo |li medusobno dliéne trokute.

olw

Naizgled, te su definicije nesto drugatije od ovih koje smo sada uveli. Ali poka-
Zimo daseradi o istim pojmovima.
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9. 1.24. 4aOb je Sljasti kut s
mjerom X € R.

Promotrimo naslici pravokutni trokut OCB. Tocka B imakoordinate (cosx, sinx),

tj. |OC| = cosx, |BC| = sinx. Prema onome $to znamo iz drugog razreda vrije-

di sinx = IBCI ai budu€i da je kruznica jedinicna, tj. |OB| = 1, dlijedi da je

08|’

snx = |BC|. Dakle, za Siljasti kut x sinus definiran u drugom razredu i u ovom
poglavlju jejednak broj. Isto vrijedi i za ostale trigonometrijske funkcije.

Ovdjeje mjestoi vrijeme da se prigetimo i vrijednosti trigonometrijskih funkcija

nekih specijanih Siljastih kutova.

Zadaci 1.2 I

1.

t(°) | t(rad) || sint | cost | tgt | ctgt
SR BEIEE
SR EIREE

Nacrtgj trigonometrijsku kruznicu polumjeral dm, te pomoc¢u kutomjera kutove
a) 10°; b) 20°; c) 30°; d) 45°;

e 75°; f) 140°; g) 200°; h) 310°.
Mjerenjem odredi sinusi kosinustih kutova.

Nacrtaj kut mjere t i istakni nacrtezu sinusi kosinusod t ako je t jednako:

a) 32x; b) —14n: c) —197x:
321n 141n 337
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3. Odredi glavnu mjeru zadanog kuta, prikazi ga natrigonometrijskoj kruznici i istakni
sinusi kosinusod x akoje x:
a) 30°; b) 750°; c) —750°; d) 2070°;
€) 60°; f) 120°; g) —420°; h) 2100°;
i) 45°; j) 135°; k) —405°; [) 855°.
4,  Odredi glavnu mjeru zadanog kuta, prikazi ga natrigonometrijskoj kruznici i istakni
sinusi kosinusod x akoje x:
T S5t 177r 177r )
a) X b) 5’ ) —& d ——;
Vi 2r 177r 237r
ol £y =2 - it h =28
9 3 ) 5 9) )
T . 3 217r 437r
—; —; k) — N ———.
) 7 N 7 ) )
5. Nadi sint, cost akojet:
a) 27n; b) —18x; c) 384rn;
21 43 1997
d) ?77.' y e) — 77'5 y f) — T
6.  Nacrtg natrigonometrijskoj kruznici tocke pridruzenekutu t zakoje vrijedi:
a) sint= 3. b) sint—}' c) sint=-=;
4 6’ 4
1 1 2
d) cost = § €) cost = —5 f) cost = ~3
7.  Odredi predznake funkcijasinusi kosinus brojeva
a) 427°; b) 834°; c) 22°1%; d) 1237°;
187 3247r 423n 1237
& = ) 0 —5- h) -~
8.  Nacrtg dane kutove mJere X i natangensnoj osi nacrtq' tgx akoje:
a) 30°; b) 150°; c) 210°; d) 750°;
€) 60°; f) 120°; g) 780°; h) —1500°;
i) 45°; j) 135°; k) 855°; ) —135°.
9.  Nacrtg dane kutove mjere x i natangensnoj osi nacrtaj tgx akoje:
Vi Ve 23n 41n
a) X b) 5 ©) 6 d) 6
Vi Az 197 101n
e) §1 f) ?! g) ?, h)_ 6 ’
T . o 157 8ln
10. Postoji li tangensod ovih brojeva:
a) g : b) —171” 0 12n; d) —37737:;
321 41 3218
& —197: fy 2T, 9 T”; h) “=r
11. Nacrtaj natrigonometrijskoj kruzn|ci kutove mjere t zakoje vrijedi:
a) tgt =1; b) tgt =2; ) tgt=—23;

d) tgt=15; e tgt=-1.8; f) tgt = 2.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Nacrtaj kutove mjere x i istakni nakotangensnoj osi ctgx ako je x:

a) 30°; b) 210°; c) —510°; d) 1050°;
e) 60°; f) 240°; g) —480°; h) 1020°;
i) 45°; j) 225°; k) 855°; ) —45°.
Nacrtaj kutove mjere x i istakni nakotangensnoj osi ctgx akoje x:
Vi 5n 3lx 43n
V5 L 9% V%
Vi 2n 101n T1n
e) § ’ f) ? ’ g) 3 ' h) _? ’
T . 3w 73m 1037
Nacrtaj natrigonometrijskoj kruznici kutove mjere x zakoje vrijedi:
a) ctgx=1; b) ctgx = 2; c) ctgx:%;
d) ctgx =-1; e) ctgx =0; f) ctgx=-25.
|zraCungj
a) sin180° + cos360°; b) 2co0s180° — 4sn90°;
c) 3sn270° — 5¢co0s90°; d) 8sin1080° + 5cos(—1080°);
€) tg540° — 4cos(—540°); f) ctg450° + 18sin(—900°);
) tg 1440° + sin(—630°) h) cos?(—270°) — cos® 180°
9 "9n3600° — c0s3600° ° SN2 450° + S 270°
|zraCungj:
. . 3n .
a) COSn—COS47T+S|n§~COS(—77:); b) sm7—005n+snn;
. 17
_ tgl47r+S|n(—?7r)
C) sin1996r — cos1997x + tg19987; d) ST —cosoTn
. 197 2 5r
: Sn—- +cos’ (=) ) o8 Tm 28 7r
. 19z 5t 17n . ATn
2(__ """ - - 2
sin?( 2)+cos(2) cos? > + 2sdin 5
cosz% + cosl7n sin? 27771 — 3cos 187
9) on ; h) AN
. o 91 anf 1T
sin 5 5cos7n 4sm( 5 )
Odredi predznak funkcijasinus, kosinus, tangensi kotangens brojeva
a) 322°; b) 431°; c) —123°;
d) 25°30': e ﬂs” ; f) 7281” ;
3253r 234
Q) ; hy ——=x.
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