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9. s � 4 cm , 2r � 4 cm , r � 2 cm , v �
p

s2 � r2 � 2

p

3 cm , V �

8

p

3
3

cm3 .

10. r � 4k , v � 3k , V �

1
3

r2v , 128 �

1
3

�16k2 �3k , k3 � 8 , k � 2 , r � 8 cm , v � 6 cm .

11. s � 17k , v � 15k , r �
p

s2 � v2 � 8k , P � rs , 1224 � 8k � �17k , k � 3 , v � 45 dm ,
r � 24 dm , V � 8640 dm3 .

12. s � 6 cm , s � 2r , r � 3 cm , v �
p

s2 � r2 � 3

p

3 cm .

13. s � 9 cm ,
s
180

 � 2r ,
9
180

� 120 � 2r , r � 3 cm , v �

p

s2 � r2 � 6

p

2 cm ,

V � 18

p

2 cm3 .

14. 2r � 16 , r � 8 cm ,
s
180

� 90 � 2r , s � 32 cm , v �

p

s2 � r2 � 8

p

15 cm ,

O � 320 cm2 , V �

512

p

15
3

 cm3 .

15.

Sl. 6.4.

tg �

v
r

�

v � r tg � 21�3 m�

cos  �

r
s

�

s �
p

v2 � r2 � 22�75 m�

O � 246 m2 � 772�44 m2

�

V � 1426�8 m3

�

16. r � s cos � 9�37 cm , v �
p

s2 � r2 � 7�5 cm , O � 628�7 cm2 , V � 689�2 cm3 .

17. sin �

v
s

, s �

v
sin

� 12�3 cm , r �

v
tg

� 10�05 cm , O � 705�3 cm2 .

18. r � 10 cm , P � rs � 180 cm2 .

19. s � 15 cm , r � 4�5 cm , v �
p

s2 � r2 � 14�3 cm , V � 303�1 cm3 .

20. v � 2 m , r � 4�5 m , Vs � 13�5 m3 , Vv � r2v �

�

3�5
2

�2

 � 20 � 61�25 m3 ,

n � Vv : Vs � 4�54 . Treba 4.54 hrpe pijeska.

21. s � 6�2 cm , r � 4�5 cm , v � 4�26 cm , V � 90�3 cm3 .

22. s �
p

v2 � r2 � 5�65 m , O � 177�16 m2 , 106%O � 187�79 m2 .

23. Vk � a3 � 1 cm3 , Vs �

1
3

r2v , 1 �

1
3

r2 � 1 , r � 0�977 cm .

��
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1.1. Skupovi brojeva

Pri prebrojavanju raznovrsnih objekata iz naše okoline koristimo prirodne bro-
jeve. Tako ćemo reći da u razrednom odjeljenju ima 35 učenika, da u autobusu ima 52
sjedala, da stol ima 4 noge, da jedna godina ima 31 536 000 sekundi i sl.

Skup svih prirodnih brojeva označavamo slovom N i pišemo N � f1� 2� 3� 4� � � �g .
Tijekom dosadašnjeg školovanja naučili smo zbrajati i oduzimati, množiti i dijeliti

prirodne brojeve. Pri zbrajanju prirodnih brojeva uočili smo ova svojstva:
1. Zbroj dva prirodna broja je prirodan broj, tj.

ako je x � N i y � N� tada je x � y � N�

2. Zbrajanje je komutativna operacija, tj.

x � y � y � x za svaki x� y � N�

3. Zbrajanje je asocijativna operacija, tj.

x � �y � z� � �x � y� � z za svaki x� y� z � N�

Za množenje prirodnih brojeva vrijede slična svojstva:
1. Umnožak dva prirodna broja je prirodni broj, tj.

ako je x � N i y � N� tada je i x � y � N�

2. Množenje je komutativno, tj.

x � y � y � x za svaki x� y � N�
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3. Množenje je asocijativno, tj.

x � �y � z� � �x � y� � z za svaki x� y� z � N�
Zbrajanje i množenje vezani su svojstvom distributivnosti koje glasi:

x � �y � z� � x � y � x � z za svaki x� y� z � N�

Pri rješavanju problemskih zadataka obično se javljaju jednadžbe. Evo nekoliko
primjera jednadžbi čiji koeficijenti su prirodni brojevi:

2 � x � 18� 3x � 27� 2x � 14 � 32�

Riješiti jednadžbu u skupu N znači odrediti sve prirodne brojeve x koji uvršteni
u tu jednadžbu daju istinitu jednakost.

Tako je, na primjer, rješenje jednadžbe 2 � x � 18 broj x � 18 � 2 � 16 jer
uvrstimo li 16 u jednadžbu, dobivamo

2� 16 � 18
18 � 18�

tj. dobili smo istinitu jednakost. Kažemo da je ova jednadžba rješiva u skupu N .
Promotrimo jednadžbu 10�x � 7 . Je li ona rješiva u skupu N ? Drugim riječima,

postoji li prirodni broj x koji zbrojen s 10 daje broj 7? Odgovor je niječan. Ne postoji
prirodni broj koji je rješenje jednadžbe 10 � x � 7 . Dakle, jednadžba a � x � b ,
a , b � N nije uvijek rješiva u skupu prirodnih brojeva. Da bi takva jednadžba uvi-
jek imala rješenje, treba skup N proširiti, tj. dopuniti ga nulom i negativnim cijelim
brojevima. Tako dobivamo skup cijelih brojeva kojeg označavamo sa Z , tj.

Z � f� � � ��4��3��2��1� 0� 1� 2� 3� 4� � � �g�

Vidimo da je N � Z .
U skupu Z jednadžba 10 � x � 7 ima rješenje i ono glasi x � 7 � 10 � �3 .

Kažemo da je u skupu Z oduzimanje uvijek izvedivo. Pri ovom proširivanju računske
operacije zbrajanje i množenje zadržavaju svoja svojstva, tj. komutativne i asocijativne
su, vrijedi svojstvo distributivnosti, a zbroj odnosno umnožak dva cijela broja je cijeli
broj.

U skupu Z svaka je jednadžba a � x � b , a , b � Z rješiva. Ali, postoje
jednadžbe koje nisu rješive u Z . Evo nekoliko primjera takvih jednadžbi:

9x � 46� �5x � 1 � 0� 2�x � 1� � 7�

Promotrimo prvu od njih. Njezino rješenje bi bio cijeli broj koji pomnožen s 9 daje 46,
ali takav očito ne postoji. Dakle, jednadžba oblika ax � b , a , b � Z , općenito nije
rješiva u Z . Zato se skup cijelih brojeva Z proširuje do skupa racionalnih brojeva Q
koji sadrži omjere cijelih brojeva, tj.

Q �
na

b
: a� b � Z� b �� 0

o
�

U skupu Q jednadžba 9x � 46 ima rješenje i ono glasi x �

46
9

. Kažemo da je

dijeljenje brojem različitim od 0 uvijek izvedivo u skupu Q .
I pri ovom proširivanju operacije zbrajanje i množenje zadržavaju svoja svojstva,

ali dobivaju i neka nova koja smo opisali u 1. razredu.
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13.

Sl. 6.3.

r1 � r2 � 0�5 cm�

r1 � 10�5 cm�

r2 � 10 cm�

v � 80 cm�

V � r2
1v� r2

2v � 820 cm3

� 2574�8 cm3

�

14. v � 4�2 m , r � 0�9 m , P � 2rv � 7�56 m2 .

15. V � 4�1 dm3 � 4100 cm3 , r � 13 cm , v �

V
B

� 7�73 cm .

16. r1 � 0�9 , r2 � 0�9 � 0�13 � 0�77 , V � r2
1v � r2

2v � 0�9544 m3 , 120 � 0�9544 �

114�53 m3 . Potrebno je 114�53 m3 .

Rješenja 6.12

1. a) v �

p

s2 � r2 � 3 cm , P � rs � 20 cm2 , O � r�r � s� � 36 cm2 ,

V �

r2v
3

� 16 cm3 ; b) v � 20 cm , P � 609 cm2 , O � 1050 cm2 , V � 2940 cm3 ;

c) v � 15 dm , P � 136 dm2 , O � 200 dm2 , V � 320 dm3 ; d) v �
p

2 m ,
P �

p

15 m2 , O � �3 �
p

15� m2 , V �
p

2 m3 ; e) s � 26 cm , P � 260 cm2 ,
O � 360 cm2 , V � 800 cm3 ; f) s � 5 m , P � 15 m2 , O � 24 m2 , V � 12 m3 ;
g) s � 17 cm , P � 136 cm2 , O � 200 cm2 , V � 320 cm3 ; h) s � 3 dm ,

P � 3

p

5 dm2 , O � �5 � 3

p

5� dm2 , V �

10
3

dm3 ; i) r � 20 cm , P � 500 cm2 ,

O � 900 cm2 , V � 2000 cm3 ; j) r � 40 m , P � 2000 m2 , O � 3600 m2 ,
V � 16 000 m3 ; k) r � 30 dm , P � 1020 dm2 , O � 1920 dm2 , V � 4800 dm3 ;
l) r �

p

7 m , P � 4

p

7 m2 , O � �7 � 4

p

7� m2 , V � 7 m3 .

2. a) v � 4

p

3 , O � 48 , V �

64

p

3
3

; b) s �
p

117 , O � 9�9 �
p

117� , V � 162 ;

c) r � 5 , s � 5

p

2 , O � 25�1 �
p

2� , V �

125
3

.

3. s � 100 cm , v �
p

s2 � r2 �
p

9600 � 40

p

6 cm , V �

16 000

p

6
3

 cm3 .

4. r � 9 dm , v �
p

s2 � r2 �
p

162 � 92 � 5

p

7 dm , V � 135

p

7 dm3 .

5. O � r�r� s� , 40 � 4�4� s� , s � 6 cm , v �
p

s2 � r2 � 2

p

5 cm , V �

32

p

5
3

 cm3 .

6. s � 12 cm , v � 3

p

15 cm , V � 9

p

15 cm3 .

7. a) P � rv � 48 cm2 ; b) P � 2�4 dm2 ; c) v � 4 cm , P � 12 cm2 ; d) v � 15 m ,
P � 120 m2 .

8. P � rv , 1200 � r � 40 , r � 30 cm , s �

p

r2 � v2 � 50 cm , O � 2400 cm2 ,
V � 12 000 cm3 .
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3. a) cos �

a
2
v1

,  � 41�24�35�� , tg  �

v
a

p

2
2

, v �
p

7 ,  � 31�56�53�� ; b)  �

36�52�12�� , v � 3 ,  � 27�56�18�� ; c) a � 1 dm ,  � 65�22�32�� , cos  �

a

p

2
2
b

,

 � 57�2�55�� ; d) a � 16 cm ,  � 57�46�9�� ,  � 48�16�42�� .

4. b � 5 cm , a �

5

p

2
2

cm , v1 �

5

p

14
4

cm , O �
�

25
2

�

25

p

7
2

�

cm2 .

5. V �

1
3

a2v � 216 cm3 , a3
k � V , a3

k � 216 , ak � 6 cm . Brid kocke dug je 6 cm.

6. V � 18 432 cm3 � 0�018432 m3 , m � V � 51�61 kg .

7. V � 351 cm3 � 0�000351 m3 , m � 3�089 kg , 40 : m � 12�95 . Može se izliti 12 piramida.

Rješenja 6.11

2. a) 24 cm2 ; b) 12 cm2 ; c)
5

p

2
2

dm2 .

3. v � 12 cm , r � 6 cm , O � 216 cm2 , V � 432 cm3 .

4. O � 252 cm2 , V � 405 cm3 .

5. 2B � O� P , B � 9 cm2 , r � 3 cm .

6. r � 4 cm , O � 80 cm2 , V � 96 cm3 .

7. a) B �

V
v

� 4 cm2 , r � 2 cm , O � 48 cm2 ; b) B � 25 dm2 , r � 5 dm ,

O � 130 dm2 ; c) B � 20�096 cm2 , r � 4�48 cm , O � 1110�75 cm2 .

8. r � 2k , v � 5k , V � r2v , 160 � 4k2 � 5k , k3 � 8 , k � 2 , r � 4 , v � 10 ,
O � 2r�r � v� , O � 112 m2 .

9. v � 3k , r � 4k , k � 3 , V � 1296 cm3 .

10. r � 1�5 mm � 0�0015 m , v � 21 m , V � 0�000148 m3 , m �  � V � 1�3 kg .

11. r � 1 mm � 0�001 m , V �

30
8800

� 0�003409 m3 , v �

B
r2

� 1085�7 m . Žica je duga

1085.7 m.

12. v � 6 m , r � 0�9 m , V � r2v � 4�86 m3 � 15�26 m3 .

1.1. SKUPOVI BROJEVA 3

Je li postupak proširivanja skupova brojeva gotov? Nije, jer pokušamo li izraču-
nati duljinu dijagonale jediničnog kvadrata, susrećemo se s kvadratnom jednadžbom.
Naime, ako je x duljina dijagonale kvadrata, tada prema Pitagorinom poučku vrijedi

Sl. 1.1.

x2 � 12 � 12

x2 � 1 � 1

x2 � 2�

tj. dobivamo kvadratnu jednadžbu x2 � 2 čije rješenje očito postoji �to je duljina dija-
gonale kvadrata�, a može se pokazati da to rješenje nije racionalni broj. Za rješenje te
jednadžbe koristimo oznaku x �

p
2 . Dakle,

p

2 nije racionalni broj već iracionalni.
U osmom razredu smo se susreli s takvim brojevima čiji decimalni zapis nije konačan
niti sadrži neku skupinu znamenaka koja se periodično ponavlja. Racionalni i iraci-
onalni brojevi zajedno čine skup realnih brojeva. Uz to vrijedi N � Z � Q � R .
Pri tome se sva svojstva operacija zbrajanja i množenja koja su vrijedila u skupu Q
prenose i na skup R .

Istaknimo ovdje sva ta svojstva.

Svojstva zbrajanja realnih brojeva Svojstva množenja realnih brojeva

1. Zatvorenost zbrajanja 1. Zatvorenost množenja
Za svaki x , y � R vrijedi x � y � R . Za svaki x , y � R vrijedi x � y � R .

2. Asocijativnost zbrajanja 2. Asocijativnost množenja
Za svaki x , y , z � R vrijedi Za svaki x , y , z � R vrijedi

x � �y � z� � �x � y� � z . x � �y � z� � �x � y� � z .

3. Komutativnost zbrajanja 3. Komutativnost množenja
Za svaki x , y � R vrijedi Za svaki x , y � R vrijedi

x � y � y � x . x � y � y � x .

4. Postojanje nule 4. Postojanje jedinice
Za svaki x � R vrijedi Za svaki x � R vrijedi

x � 0 � x . x � 1 � x .

5. Postojanje suprotnog elementa 5. Postojanje recipročnog elementa
Za svaki realni broj x postoji Za svaki realni broj x različit od
samo jedan realni broj �x takav nule postoji samo jedan realni
da je x � ��x� � 0 . broj x�1 takav da je x � x�1 � 1 .

x�1 zovemo inverz ili recipročni
broj broja x .

6. Distributivnost množenja prema zbrajanju
Za svaki x , y , z � R vrijedi

x � �y � z� � x � y � x � z .
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Zadaci 1.1

1. Odredi koji je od danih brojeva cijeli:

a) �1 ; b)
44
5

; c)  ; d) 241;

e) �2003 ; f) 1
4
9

; g) 3�71̇ ; h) 0.

2. Odredi koji je od danih brojeva racionalni:

a) � 14
227

; b) 0; c) �351 ; d)
141
144

;

e)

3

; f)

p

2 � 1 ; g) 821; h) 37.21.

3. Odredi koji je od danih brojeva racionalni, a koji iracionalni:

a) � 16
225

; b) 2
1
9

; c) �3�7̇ ; d) 4

p

3 ;

e) �227 ; f) 2 ; g) 4

p

2 ; h) 0.

4. Riješi jednadžbe i napiši kojem skupu brojeva pripada rješenje svake od njih:
a) 120� x � 26 ; b) 19� 5x � 9 ;
c) 3�x � 45� � 37 � 49 ; d) �471� 2�5 � x� � 17 ;
e) 7�2x � 1� � 6�2 � x� ; f) 0�6�x � 8� � 0�7� 4�2 ;
g) 12x � 3�5 � x� � 2�x � 1�� 3x ; h) �30� 3�x � 7� � 12x � 7�2x � 3� .

5. Imaju li sljedeće jednadžbe rješenja u skupu N ?
a) 4�5x � 1�� 3�6x � 2� � 5�x � 5� ;

b)
x
7

�
x
8

� 15 ; c)
5x
6

� 7 �

3x
4

.

6. Imaju li sljedeće jednadžbe rješenja u skupu Z ?
a) 10x � 3�x � 6� � 16 � 2�19� 7x� ;

b) 5 � 2x
7

� �x ; c)
2
7

�x � 2� �

1
11

�5x � 3� .

7. Imaju li sljedeće jednadžbe rješenja u skupu Q ?
a) 4�5x � 2�� 3�6x � 2� � 5�x � 5� ;

b)
x
7

� x
8

� 12 ;

c) x2 � 25 � 0 ;
d) x2 � 3 � 0 .

8. Nadi sva rješenja jednadžbe �x � 3��x � 12� � 0 u skupu
a) prirodnih brojeva; b) cijelih brojeva.

9. Je li jednadžba x2 � �1 rješiva u skupu R ?
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2. a) O � �64

p

3 � 8

p

417� cm2 , V �

320

p

3
3

cm3 ; b) O � �4

p

3 � 4

p

327� cm2 ,

V � 16

p

3 cm3 ; c) O � 4

p

3 m2 , V �

2

p

2
3

m3 ; d) O � �225

p

3 � 450�m2 ,

V � 375

p

3 m3 .

3. O �

a2p3
4

�3a
v1

2
, 192

p

3 �
�8

p

3�2

p

3
4

�3
8

p

3v1

2
, v1 � 12 cm , v �

s

v2
1 �

�

a

p

3
6

�2

�

8

p

2 cm .

4. a) tg �

v
a

p

3
3

,  � 33�41�24�� ; b)  � 57�47�45�� ; c)  � 65�38�41�� ;

d)  � 27�29�11�� .

5. a) sin  �

v
v1

,  � 36�52�12�� ; b)  � 43�48�47�� ; c)  � 60� ;

d)  � 79�46�21�� .

6. V �

a3p3
12

�

16

p

3
3

cm3 .

7. V �

a2p3 � a
12

�

a3p3
12

,
2

p

3
3

�

a3p3
12

, a3 � 8 , a � 2 , O � 4 � a2p3
4

� 4

p

3 .

8. V � 64

p

3 cm3 � 110�85 cm3 , a3 � 110�85 , a � 3p110�85 � 4�8 cm .

9. a � 12 , O � 4
a2p3

4

� a2p3 � 144

p

3 cm2 � 249�415 cm2 . Za 20 000 treba

20 000 � 249�415 � 4 988 300 cm2 , a uzimajući u obzir i 10% materijala za otpad dobiva-
mo 548�71 m2 kartona.

Rješenja 6.10

1. a) v1 � 4 cm , O � 84 cm2 , v �

p

7 cm , V � 12

p

7 cm3 ; b) v1 � 30 dm ,

v � 2

p

161 dm , O � 2944 dm2 , V �

2048
3

p

161 dm3 ; c) v �
p

119
2

cm , b �

13
2

cm ,

O � 85 cm2 , V �

25
6

p

119 cm3 ; d) v � 2

p

3 dm , b � 2

p

5 dm , O � 48 dm2 ,

V �

32
3

p

3 dm3 ; e) v1 � 5 cm , O � 144 cm2 , V � 64 cm3 ; f) v1 �
p

157 dm ,

O � �144 � 24

p

157� dm2 , V � 528 dm3 ; g) a � 12 m , v � 2

p

7 m , O � 336 m2 ,

V � 96

p

7 m3 ; h) a � 2 m , v �
p

2 m , O � �4 � 4

p

3� m2 , V �

4

p

2
3

m3 .

2. a) a � 8 cm , O � 160 cm2 , v � 2

p

5 cm , V �

128

p

5
3

cm3 ; b) a � 5

p

2 cm ,

O � �50 � 300

p

2� cm2 , v �

5
2

p

142 cm , V �

125

p

142
3

cm3 ; c) a � 3 dm ,

v1 �

3

p

5
2

cm , O � �9 � 9

p

5� dm2 , V � 9 dm3 ; d) a � 10 cm , v1 � 13 cm ,

O � 360 cm2 , V � 400 cm3 .
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Rješenja 6.7

2. a) O � �48

p

3� 72� cm2 , V � 72

p

3 cm3 ; b) O � �108

p

3� 54� dm2 , V � 81

p

3 dm3 ;
c) O � �18

p

3 � 60

p

6� cm2 , V � 90

p

3 cm3 ; d) O � �147

p

3 � 504�mm2 ,
V � 882

p

3 mm3 .

3. O � 3a2p3 � 6a2 � �432

p

3 � 864� cm2 , V �

3a3p3
2

� 2592

p

3 cm3 .

4. V �

3a3p3
2

, a � 2 cm , O � �12

p

3 � 24� cm2 .

5. 6a � v � 12 , a � 2 cm , V �

3a2p3
2

v � 72

p

3 cm3 .

6. P1 � 2a � v � 360 cm2 , P2 � a

p

3 � v � 180

p

3 cm2 .

7. D2
1 � �2a�2 � v2 , D1 � 8

p

2 cm , D2
2 � �a

p

3�2 � v2 , D2 � 4

p

7 cm .

8. P � 6av � 14�4 m2 .

9. V �

3a2p3v
2

�

3 � 0�42p3 � 16
2

� 6�65 cm3 , m � 0�00632 kg � 6�32 g .

10. V � 1964�15 cm3 , m � 14�34 kg .

11. V � Vvanjski � Vunutarnji �

3 � 4�52p3 � 10
2

� 3 � 3�52p3 � 9�5
2

� 223�76 cm3 .

Rješenja 6.8

5. a) V �

1
3

Bv � 400 cm3 ; b) V � 480 dm3 ; c) V � 0�14 m3 ; d) V � 1�44 dm3 .

6. v �

3V
B

� 13 cm . 7. V �

1
3

a2v � 75 cm3 .

8. V �

1
3

abv � 61�23 cm3 . 9. v �

3V
a2 � 12 cm .

10. P � O� B � 42 cm2 . 11. B �

3V
v

� 20 cm2 , P � O�B � 136 cm2 .

Rješenja 6.9

1. a) O �
�

9

p

3
4

�

9

p

147
4

�

cm2 , V �

9

p

3
2

cm3 ; b) O � 64

p

3 dm2 , V �

128

p

2
3

dm3 ;

c) O � �12

p

3 � 6

p

39� cm2 , V � 12

p

3 cm3 ; d) O � 27

p

3 dm2 , V � 9

p

3 dm3 ;
e) O � �144 � 36

p

3�m2 , V � 24

p

39 m3 ; f) O � �36

p

3 � 36

p

7� cm2 , V � 48 cm3 ;

g) O � �64

p

3 � 144� cm2 , V �

128

p

11
3

cm3 ; h) O � 648

p

3 m2 , V � 972
p

3 m3 ;

i) O � �36

p

3 � 144�m2 , V � 24

p

39 m3 ; j) O � 4

p

3 m2 , V �
2

p

2
3

m3 ;

k) O � 108

p

3 cm2 , V � 72

p

3 cm3 ; l) O � 72

p

3 mm2 , V � 36
p

3 mm3 .

1.2. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA 5

1.2. Skup kompleksnih brojeva

Proučimo posljednji zadatak prethodnog poglavlja:
Je li jednadžba x2 � �1 rješiva u skupu R ?

Drugim riječima, postoji li realni broj x koji kvadriran daje negativan broj? Poznava-
jući svojstva kvadriranja, znamo da je kvadrat realnog broja ili pozitivan ili 0, tj. nikad
nije negativan. Dakle, u skupu R jednadžba x2 � �1 nema rješenja.

Kao i nekoliko puta do sada, prilazimo proširivanju promatranog skupa brojeva
na veći skup u kojem će promatrana jednadžba imati rješenje, uz očuvanje svojstava
zbrajanja i množenja.

Označimo s i rješenje jednadžbe x2 � �1 . Broj i zovemo imaginarna jedinica i
za njega vrijedi i2 � �1 , tj. i �

p�1 .

Imaginarna jedinica
Imaginarna jedinica je broj i za koji vrijedi i2 � �1 .

Skup realnih brojeva R proširujemo do novog skupa kojeg nazivamo skup komp-
leksnih brojeva i označavamo sa C . Skup C sadrži sve realne brojeve, zatim rješenje
jednadžbe x2 � �1 , tj. sadrži broj i , ali i brojeve a� i , bi , a�bi gdje su a i b � R ,
jer zbrajanje i množenje moraju biti izvedivi u skupu C . Ukratko, skup kompleksnih
brojeva je skup brojeva oblika a � bi , gdje su a i b realni brojevi.

Skup kompleksnih brojeva

C � fa � bi : a� b � Rg�

Brojeve oblika bi , gdje je b � R zovemo imaginarni brojevi.

Primjer 1. Zapišimo brojeve

p�16 ,

r
�25

9
,

p�0�64 ,

p�7 kao imaginarne

brojeve.

� p�16 �
p�1 � 16 �
p�1 �
p

16 � i � 4 � 4i�r
�25

9

�
p�1 �

r

25
9

�

5
3

i�

p�0�64 �
p�1 �
p

0�64 � 0�8i�p
�7 �

p�1 �
p

7 � i

p

7� �
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Ako je kompleksni broj z oblika

z � a � bi� a� b � R�

tada broj a zovemo realni dio broja z i pišemo a � Re z , a b zovemo imaginarni
dio broja z i pišemo b � Im z .

Sl. 1.2.

Primjer 2. Odredimo realni i imaginarni dio kompleksnih brojeva 4 � 5i , �7 �

12i ,
3
7

i , �18 .

�

Re �4 � 5i� � 4� Im �4 � 5i� � 5;
Re ��7 � 12i� � �7� Im ��7 � 12i� � �12;

Re

�3
7

i

�
� 0� Im

�3
7

i

�
�

3
7

;

Re �18� � 18� Im �18� � 0� �

Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako su im jednaki i realni i imagi-
narni dijelovi.

Dakle, ako su z1 � a1 � b1i i z2 � a2 � b2i dva kompleksna broja, oni su jednaki
ako i samo ako vrijedi

a1 � a2 i b1 � b2�

Primjer 3. Odredimo realne brojeve p i q tako da su kompleksni brojevi z1 i z2
jednaki, ako je

a) z1 � �2� pi , z2 � q�

3
2

i ; b) z1 � 1� �2p� 1�i , z2 � �p� q�� qi .

� a) Iz definicije jednakosti slijedi da je �2 � q i p �

3
2

.

b) Iz definicije jednakosti slijedi da je 1 � p � q i 2p � 1 � �q . Ovo
je sustav s dvije nepoznanice p i q koji riješimo supstitucijom tako da iz dru-
ge jednadžbe izrazimo q � �2p � 1 i uvrstimo u prvu jednadžbu: 1 � p � q ,
1 � p � ��2p� 1� , 1 � p� 2p� 1 , 1 � �p� 1 , p � �1 � 1 , p � �2 . Sad je
q � �2p� 1 � �2��2�� 1 � 4� 1 � 3 . �
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Rješenja 6.6

2. a) B � a2 � 25 cm2 , O � 2B � 4av � 290 cm2 , V � Bv � 300 cm3 ; b) O � 960 cm2 ,
V � 2016 cm3 ; c) O � �6 � 32

p

3� dm2 , V � 24 dm3 ; d) O � 52�5 m2 , V � 25 m3 .

3. B � a2 , a � 12 cm , V � Bv � 720 cm3 , O � 528 cm2 .

4. a � 9 dm , v �

V
B

� 5 dm , O � 342 dm2 .

5. a) O � 2a2 � 4av , 4750 � 2 � 252 � 4 � 25 � v , v � 35 cm , V � a2v � 21 875 cm3 ;
b) v � 4

p

3 dm , V � 48

p

3 dm3 .

6. To je kut prostorne i plošne dijagonale. d � a

p

2 � 4

p

2 cm , tg �

v
d

�

3

p

2
2

,

 � 64�45�38�� .

7. 4a � v , v � 20 cm , a � 5 cm , V � 500 cm3 .

8. V � Bv � 0�272 � 4�2 � 0�30618 m3 , m � 244�944 kg .

9. V � 0�122 � 1�2 � 0�01728 m3 , 400 : 0�01728 � 23 148�15 stupova.

10. V � Vvanjski � Vunutarnji � 182 � 16� 122 � 13 � 3312 cm3 , 80V � 0�265 m3 , a uvećano za

5% iznosi 0�278 m3 betona.

13. B �

ef
2

� 96 cm2 , a �

s�

e
2

�2

�
�

f
2

�2

� 10 cm , V � Bv � 1440 cm3 , O �

2B � 4av � 792 cm2 .

14. B � av1 � 16�05 cm2 , V � Bv � 128�4 cm3 , O � 2B � 4av � 192�1 cm3 .

15. a) B �

a � c
2

v1 � 36 cm2 , b � 5 cm , O � 2B � �a � 2b � c�v � 140 cm2 , V � Bv �

72 cm3 ; b) B � 60 dm2 , b � 10 dm , O � 320 dm2 , V � 300 dm3 ; c) B � 200 m2 ,
b � 17 m , O � 1408 m2 , V � 2400 m3 .

16. tg �

v1
a�c

2

, v1 � 2�91 , B �

a � c
2

v1 � 23�28 , V � Bv � 232�8 .

17. B �

a � c
2

v1 �

100 � 80
2

� 40 � 3600 cm2 , V � Bv � 3600 � 120 � 432 000 cm3 �

0�432 m3 .

18. B �

90 � 60
2

�18 � 1350 mm2 , V � Bv � 1350 �15 � 20 250 mm3 � 20�25 cm3 . Za izradu

1000 takvih strugača potrebno je 20 250 cm3 metala.
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6. a) v � 4 cm , O � �8

p

3 � 48� cm2 ; b) v � 20 cm , O �

�p

3
8

� 30

�

cm2 ;

c) v � 12 dm , O � �50

p

3 � 360� dm2 ; d) v � 4

p

3 cm , O �

145
2

p

3 cm2 .

7. a � 6 cm , O � �18

p

3 � 36� cm2 , V � 18

p

3 cm3 .

8. a �

16
3

cm , v � 16 cm , B �

64

p

3
9

cm2 , O �
�

128

p

3
9

�256

�

cm2 , V �

1024
9

p

3 cm3 .

9. a) v � 5 cm , V � 20

p

3 cm3 ; b) v � 30 dm , V � 3000

p

3 dm3 ; c) v � 3

p

3 m ,
V � 144 m3 ; d) v �

p

3 dm , V � 12 dm3 .

10. O � �8

p

3 � 48� cm2 , V � 16

p

3 cm3 .

11. a � 20 m , O � �200

p

3 � 1200� m2 .

12. a) B �

ab
2

� 6 cm2 , c � 5 cm , O � 2B � �a � b � c�v � 30 cm2 , V � 9 cm3 ;

b) B � 1�5 cm2 , c � 2�5 cm , O � 21 cm2 , V � 4�5 cm3 ; c) B � 0�3 cm2 , c � 1�3 cm ,
O � 12�6 cm2 , V � 1�2 cm3 ;

13. a) B �
p

s�s � a��s� b��s� c� � 84 cm2 , o � a � b � c � 42 cm , O � 2B � o � v �

252 cm2 , V � Bv � 168 cm3 ; b) B � 36 cm2 , o � 36 cm , O � 432 cm2 , V � 360 cm3 ;
c) B � 0�865 dm2 , o � 4�73 dm , O � 7�406 dm2 , V � 1�038 dm3 .

14. tg �

a
b

, b � 6�29 cm , B �

ab
2

� 13�21 cm2 , c �
p

a2 � b2 � 7�56 cm , o � 18�05 cm ,

O � 2B � ov � 206�92 cm2 , V � 132�1 cm3 .
15.

Sl. 6.2.

tg

2

�

a
2
v1

� v1 �

a
2

tg

2

� 19�577 cm�

sin

2

�

a
2
b

� b �

a
2

sin

2

� 20�791 cm�

B �

av1

2

� 137�039 cm2

� o � a � 2b � 55�582 cm�

O � 2B � ov � 357�451 cm2

� V � Bv � 205�56 cm3

�

16. B �

a2p3
4

�

0�72p3
4

� 0�212 m2 , P � 2B � 2av � 3�364 m2 .

17. P � B� 3av �

1�32p3
4

� 3 � 1�3 � 3�3 � 13�6 dm2 . Otpad je jednak 5 � 5�1� P � 11�9 dm2 .

p �

11�9
25�5

� 46�7% .

18. B �

a2

2

�

25
2

� 12�5 cm2 , V � Bv � 12�5 � 4 � 50 cm3 � 50 � 10�6 m3 , m � V �

0�125 kg .

19. B �

15 � 2�1
2

� 15�75 m2 , V � B � v � 15�75 � 15 � 236�25 m3 .

20. B �

18 � 35
2

� 315 cm2 , V � 315 � 12 � 3780 cm3 � 0�00378 m3 , m � 27�594 kg .

1.3. ZBRAJANJE I MNOŽENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA 7

Zadaci 1.2

1. Zapiši pomoću imaginarne jedinice:

a)

p�49 ; b)

p�100 ; c)

p�144 ; d)
r

�25
4

;

e)

r
�100

81
; f)

p�0�36 ; g)

p�1�69 ; h)

p�0�04 ;

i)

p�2 ; j)

p�5 ; k)

r
�1

3
; l)

r
�4

7
.

2. Odredi realni i imaginarni dio danih brojeva:
a) z � 5 � 14i ; b) z � �2 � 18i ; c) z � 13 � 7i ;
d) z � �4� 5i ; e) z � 3 ; f) z � �5 ;
g) z � 8i ; h) z � �14i ; i) z � i

p

2 ;

j) z � 0 ; k) z �
1 � i

p

3
2

; l) z � 1 �
p

3 � i

p

5 .

3. Koliki mora biti broj m da bi kompleksni brojevi z1 i z2 bili jednaki?
a) z1 � m � 4i , z2 � �3 � 4i ;
b) z1 � �2 �m� � 8i , z2 � 14� 8i ;
c) z1 � 32 � 7mi , z2 � 32� 25i .

4. Odredi realne brojeve x i y tako da kompleksni brojevi z1 i z2 budu jednaki:
a) z1 � x � 3i , z2 � 7 � yi ;
b) z1 � 1 � x � 5i , z2 � 18� yi ;
c) z1 � 2 � 3x � 18i , z2 � 20� �7 � y�i ;
d) z1 � 10� �5 � x�i , z2 � 2y � 4 � 2i .

5. Odredi realne brojeve x i y tako da kompleksni brojevi z1 i z2 budu jednaki:
a) z1 � �2 � x�� 3i , z2 � y � �1 � x�i ;
b) z1 � �3 � 2x� � yi , z2 � 2 � y � �x � 1�i ;
c) z1 � �5x � y� � �2 � x�i , z2 � 18� 7yi ;
d) z1 � �x � y�� �x � y�i , z2 � 20� 4i .

6. Odredi realne brojeve a i b iz jednadžbi:
a) 3a � 7i � 21 � 49bi ; b) �a � b�� 18i � 2 � ai ;
c) a � 2i� 78� 3bi � 2 ; d) a � b � 6i� 14 � 4 � 4ib .

1.3. Zbrajanje i množenje kompleksnih brojeva

U svim do sada promatranim proširenjima skupova brojeva računske operacije
zbrajanje i množenje sačuvale su svoja osnovna svojstva. Tako će biti i sada. Dakle,
u skupu kompleksnih brojeva zbrajanje i množenje je komutativno i asocijativno, te je
množenje distributivno obzirom na zbrajanje. Uz to, vrijedi z � 0 � z i z � 1 � z za
svaki kompleksni broj z . Svaki kompleksni broj ima svoj suprotan broj, a ako je uz to
broj različit od nule, tada ima i svoj inverz.

Koristeći se tim svojstvima lako izvodimo zbrajanje i množenje dvaju �i više�

kompleksnih brojeva.
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Primjer 1. Zbrojimo brojeve z1 � 5 � 16i i z2 � 8� 12i .

�

z1 � z2 � �5 � 16i� � �8 � 12i�

� 5 � 16i� 8� 12i � �5 � 8� � �16i� 12i�

� 13 � 4i�

Dakle, dva kompleksna broja zbrajamo tako da posebno zbrojimo njihove realne dije-
love, a posebno imaginarne dijelove. �

Primjer 2. Pomnožimo brojeve z1 � 3� 4i i z2 � 2� 3i .

�

z1 � z2 � �3 � 4i��2 � 3i� � 3 � 2� 3 � 3i� 4i � 2� 4i � 3i

� 6� 9i � 8i� 12i2 � 6� 9i � 8i� 12 � ��1�

� 6 � 12� ��9i � 8i�

� 18� i�
Dakle, dva kompleksna broja množimo kao što množimo dva binoma uz uvažavanje
svojstva imaginarne jedinice da je i2 � �1 . �

Primjer 3. Oduzmimo brojeve z1 � 3� 4i i z2 � 5� 8i .

�

z1 � z2 � �3 � 4i�� �5� 8i� � 3� 4i� 5 � 8i

� �3 � 5� � ��4i � 8i�

� �2 � 4i� �

Primjer 4. Izračunajmo �2z1 � z2��z1 � 3z2� ako su z1 � 1 � 3i i z2 � 2� 4i .

� Prvo izračunamo vrijednost svake zagrade posebno.

2z1 � z2 � 2�1 � 3i�� �2 � 4i� � 2 � 6i� 2� 4i � 10i�

z1 � 3z2 � �1 � 3i� � 3�2� 4i� � 1 � 3i� 6� 12i � 7� 9i�

Sad je

�2z1 � z2��z1 � 3z2� � 10i�7� 9i� � 70i� 90i2

� 70i� 90��1� � 90� 70i� �

Primjer 5. Izračunajmo z2 ako je z � 5 � 8i .

� Zadatak rješavamo uporabom formule za kvadrat binoma: �x � y�2 �

x2 � 2xy � y2 .

z2 � �5 � 8i�2 � 52 � 2 � 5 � 8i� �8i�2 � 25� 80i� 64i2

� 25� 80i� 64 � �39� 80i� �
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10. 6�a � 3�2 � 6a2 � 90 , a � 1 dm .

11. V � 33 � 43 � 53 � 216 � x3 , x � 6 cm .

12. a � 3 cm , a1 � 3� 4 � 7 cm , O � 6a2 � 54 cm2 , O1 � 294 , O � O1 �O � 240 cm2 ,
V � 27 cm3 , V1 � 343 cm3 , V � V1 � V � 316 cm3 .

13. sin �

a
D

�

1p

3
,  � 35�15�52�� .

14. a) smanji se 8 puta; b) poveća se 8 puta; c) smanji se 125 puta; d) poveća se 64 puta.

15. V � a3 � 39�304 cm3 � 39�304 � 10�6 m3 , m �  � V � 0�346 kg .

16. m1 � hrasta
3 � 950 �10�6 � 0�00095 kg , m2 � čelika3 � 7800 �10�6 � 0�0078 kg . Veću

masu ima čelična kocka.

Rješenja 6.4

1. a) ne; b) da; c) ne.

3. a) D �
p

a2 � b2 � c2 �
p

50 � 5

p

2 cm , d1 �
p

a2 � b2 � 5 cm , d2 �
p

a2 � c2 �p

34 cm , d3 �
p

b2 � c2 �
p

41 cm ; b) D � 35 m , d1 � 5

p

13 m , d2 � 10

p

10 m ,
d3 � 15

p

5 m ; c) D �
p

10 dm , d1 �
p

5 dm , d2 �
p

7 dm , d3 � 2

p

2 dm .

4. a) D2 � a2 � b2 � c2 , c �
p

D2 � a2 � b2 � 24 ; b) a � 8 ; c) b � 2

p

7841 .

5. a) a � 3k , b � 4k , c � 12k , D2 � a2 � b2 � c2 � 9k2 � 16k2 � 144k2 � 169k2 , D � 13k ,

k �

D
13

� 20 cm , a � 60 cm , b � 80 cm , c � 240 cm ; b) k � 3 dm , a � 15 dm ,

b � 36 dm , c � 252 dm .

6. a) O � 11 904 cm2 , V � 40 320 cm3 ; b) O � 190 dm2 , V � 126 dm3 .
7.

a b c D O V
4 8 9

p

161 280 288
1 2 3

p

14 22 6
8�4 29�21 2�6 30�5 686�3 637�95
6 8 24 26 768 1152
4 1 2

p

21 28 8

Rješenja 6.5

3. a) O � �8

p

3 � 84� cm2 , V � 28

p

3 cm3 ; b) O � �18

p

3 � 90� dm2 , V � 45

p

3 dm3 ;

c) O �
�

441

p

3
2

� 630

�

cm2 , V �

2205
2

p

3 cm3 ; d) O �
�

7

p

3
2

� 48

p

7

�

cm2 ,

V � 28

p

3 cm3 .

4. a) a � 4 cm , O � �8

p

3�24� cm2 , V � 8

p

3 cm3 ; b) a � 2 dm , O � �2

p

3�60� dm2 ,

V � 10

p

3 dm3 ; c) a �

p

6 cm , O � �3

p

3 � 33

p

6� cm2 , V �

33

p

3
2

cm3 ;

d) a � 3 m , O �
�

9

p

3
2

� 126

�

m2 , V �

63

p

3
2

m3 .

5. a) a � 4 cm ; b) a � 20 cm ; c) a � 6 m ; d) a � 0�5 cm .
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1.14. Rješenja zadataka

Rješenja 6.2

5. a) 10; b) 12; c) 20; d) 24. 6. a) 15; b) 24; c) 48; d) 36.
7. a) 9; b) 11; c) 12; d) 17.

Rješenja 6.3

1. a) d � a

p

2 � 3�2

p

2 dm , D � a

p

3 � 3�2

p

3 dm ; b) d � 2 cm , D �
p

6 cm ;

c) d � 3

p

6 mm , D � 9 mm ; d) d �

4

p

2
3

m , D �

4

p

3
3

m .

2. a) a � 2 cm ; b) a � 8 cm ; c) a � 4

p

3 m ; d) a �

16

p

3
3

mm .

3. a) a � 5 cm , D � 5

p

3 cm ; b) a � 1�2 cm , D � 1�2

p

3 cm ; c) a � 4

p

2 m ,

D � 4

p

6 m ; d) a �

15

p

2
2

m , D �

15

p

6
2

m .

4. a) P � a2p2 � 4

p

2 cm2 ; b) 100

p

2 cm2 ; c) 3

p

2 cm2 ; d) 0�5

p

2 m2 .
5.

Sl. 6.1.

cos  �

a
x

�

x �

a
cos

� 11�547 cm�

P � ax � 115�47 cm2

�

6. a) O � 864 cm2 , V � 1728 cm3 ; b) O � 1�5 cm2 , V � 0�125 cm3 ; c) O � 12 m2 ,

V � 2

p

2 m3 ; d) O �

27
2

m2 , V �

27
8

m3 .

7. a) a � 4 cm , O � 96 cm2 , V � 64 cm3 ; b) a �

1
3

cm , O �

2
3

cm2 , V �

1
27

cm3 ;

c) a � 6

p

3 dm , O � 648 dm2 , V � 648

p

3 dm3 ; d) a � 5

p

2 cm , O � 300 cm2 ,
V � 250

p

2 cm3 .

8. a) a � 4 cm , V � 64 cm3 ; b) a � 6 dm , V � 216 dm3 ; c) a � 10 m , V � 1000 m3 ;

d) a �

1
2

cm , V �

1
8

cm3 .

9.

a 4
1
2

3 4

p

3 3 40 2 6 2

p

15 6

p

3 1�2

D 4

p

3
1
2

p

3 3

p

3 12 3

p

3 40

p

3 2

p

3 6

p

3 6

p

5 18 1�2

p
3

O 96
3
2

54 288 54 9600 24 216 360 648 8�64

V 64
1
8

27 192

p

3 27 64 000 8 216 120

p

15 648
p

3 1�728

1.3. ZBRAJANJE I MNOŽENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA 9

Primjer 6. Popunimo tablicu:

Potencija broja i i i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 i9

Rezultat

Što primjećujemo?

� Lako izračunamo da je i3 � i2 � i � �i , i4 � i3 � i � ��i� � i � �i2 � 1 ,
i5 � i4 � i � i , i6 � i4 � i2 � �1 , i7 � i4 � i3 � i3 � �i , i8 � i4 � i4 � 1 , i9 � i8 � i � i ,
pa ispunjena tablica izgleda ovako:

Potencija broja i i i2 i3 i4 i5 i6 i7 i8 i9

Rezultat i �1 �i 1 i �1 �i 1 i

Vidimo da se skupina rezultata i , �1 , �i , 1 ponavlja. Dakle, svaka četiri koraka
pojavljuje se rezultat i , tj. potencije i , i5 , i9 , i13 , i17 , � � � jednake su i . Uočimo da
eksponenti 1, 5, 9, 13, 17 pri dijeljenju s 4 daju ostatak 1 što je upravo eksponent od i .

Rezultat �1 dobit ćemo kod potencija i2 , i6 , i10 , i14 , i18 itd. Eksponenti 2, 6,
10, 14, 18 pri dijeljenju s 4 daju ostatak 2, što je upravo eksponent potencije i2 koja
daje rezultat �1 .

Rezultat �i dobit ćemo kod potencija i3 , i7 , i11 , i15 , i19 itd. Eksponenti 3, 7,
11, 15, 19 pri dijeljenju s 4 daju ostatak 3, što je upravo eksponent potencije i3 čija je
vrijednost �i .

Slično, rezultat 1 dobivamo kod onih potencija čiji eksponenti su djeljivi s 4.
Dakle, potencije broja i su brojevi i , �1 , �i , 1 i to prema ovom pravilu: ako je

ostatak pri dijeljenju eksponenta s 4 jednak 1, rezultat potenciranja je i ; ako je ostatak
2, rezultat je �1 ; ako je ostatak 3, rezultat je �i ; ako je ostatak 0, rezultat je 1 .

Tako je, na primjer, i99 � �i jer je 99 : 4 � 24 i ostatak 3. �

Zadaci 1.3

1. Izračunaj:
a) �3 � 4i� � �5 � 18i� ; b) �2 � 17i� � �5 � 7i� ;
c) �2�7 � 1�8i� � ��8 � 4�2i� ; d) �0�1 � 1�22i� � ��2�5� 1�7i� ;

e)

� 1
10

� 5
2

i

�
�

�
� 7

10

�

11
2

i

�

; f) �3

p

2 � 4i

p

3� � �7

p

2 � 11i

p

3� .

2. Izračunaj z1 � z2 , z1 � z2 ako je
a) z1 � 3 � 4i , z2 � 4 � 3i ; b) z1 � 5 � 6i , z2 � �4 � 7i ;
c) z1 � 10 � 11i , z2 � 21 � 14i ; d) z1 � �2� 18i , z2 � �3 � 21i ;

e) z1 � 23 � 3i , z2 � 4 � 51i ; f) z1 �

1
2

�

3
2

i , z2 � �5
2

� 9
2

i ;

g) z1 � �4
5

� 1
3

i , z2 �

2
3

�

3
4

i ; h) z1 � 2�3� 4�5i , z2 � 0�1 � 1�4i ;

i) z1 �
p

3 �
p

2i , z2 � 7

p

3 � 18

p

2i .

3. Izračunaj 2z1 � 3z2 ,
1
2

z1 �

3
2

z2 ako je

a) z1 � 5 � 6i , z2 � 1 � i ; b) z1 � i , z2 � 14� 15i ;
c) z1 � 31 � 45i , z2 � �11� 21i ; d) z1 � 0�5� 4�1i , z2 � �2�7 � 4i ;

e) z1 �

1
2

� 3
2

i , z2 � �5
2

� i ; f) z1 �

2
3

�

3
4

i , z2 � �1
3

� 7
4

i .
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4. Ako je z1 � 3 � 4i , z2 � 5 � 7i , izračunaj:
a) z1 � z2 ; b) z1 � z2 ; c) 2z1 ;
d) 2z1 � z2 ; e) 3z1 � 4z2 ; f) �3z2 ;

g) z1 � 3z2 ; h) 5z1 � 10z2 ; i)
1
2

z2 ;

j)
1
2

z1 �

3
2

z2 ; k)
3
4

z1 � 1
3

z2 ; l) 0�1z1 � 2�2z2 .

5. Ako je z1 � 2 � i , z2 � 5 � 3i , z3 � �2 � 5i , izračunaj:
a) z1 � z2 � z3 ; b) 3z1 � z2 � z3 ;
c) 8z1 � 10z2 � 2z3 ; d) 4z1 � 2z2 � 7z3 ;
e) 2�1z1 � 5�3z2 � 1�8z3 ; f) 0�01z1 � 1�05z2 � 2�48z3 ;

g) z1 � 2z2 �

1
3

z3 ; h)
5
8

z1 � 11
4

z2 �

1
2

z3 ;

i)
1
2

z1 �

4
3

z2 � 1
6

z3 .

6. Izračunaj:
a) 12�4 � 7i� ; b) �3�21� 12i� ;
c) �2 � i��2 � i� ; d) �9 � 13i��9 � 13i� ;
e) �7 � 2i��8 � 4i� ; f) �2 � i��3 � i� ;
g) �3 � 2i���5� 4i� ; h) ��8 � 4i���2 � i� .

7. Izračunaj z � w ako je:
a) z � 3 � 2i , w � 3 � 2i ; b) z � 10 � 12i , w � �8 � 3i ;

c) z �

1
2

� 2
3

i , w �

4
3

�

1
2

i ; d) z �
p

3 �
p

5i , w � 7

p

3 � 4

p

5i .

8. Ako je z1 � 3 � 4i , z2 � 2 � 5i , izračunaj:
a) z1 � z2 ; b) z1 � z1 � z2 ;
c) �z1 � z2��z1 � z2� ; d) 1 � z1 � z2 ;
e) 2 � 11i� z1 � z2 ; f) z2

1 ;

g) z2
2 ; h) z1 � z2 � z1 � z2 .

9. Izračunaj z2 ako je:
a) z � 2 � 3i ; b) z � 1 � i ; c) z � 1 � i ;

d) z � 8 � 2i ; e) z �

1
2

� i ; f) z �
p

2 � i .

10. Koristeći formulu za kub binoma �x � y�3 � x3 � 3x2y � 3xy2 � y3 izračunaj z3 ,
ako je:

a) z � 1 � i ; b) z � 2 � 2i ; c) z �
p

3� i ;
d) z � 1 � i

p

3 ; e) z � 2 � 3i ; f) z � 3 � 4i .

11. Izračunaj:
a) i12 ; b) i21 ; c) i83 ;
d) i141 ; e) i2002 ; f) i4888 .

6.13. SFERA I KUGLA 167

PREGLED GRADIVA

Kugla sa središtem S i polumjerom R je skup svih točaka
T prostora za koje je d�S� T� � R .

Sfera sa središtem S i polumjerom R je skup svih točaka
T prostora za koje je d�S� T� � R .

Oplošje kugle: O � 4R2 .

Obujam kugle: V �

4
3

R3 .

Površina kugline kapice: P � 2Rv .

Obujam kuglina odsječka: V �

1
3
v2�3R� v� .

Površina kuglina pojasa: P � 2Rv .

Obujam kuglina sloja: V �

v
6

�3r2
1 � 3r2

2 � v2� .

Obujam kuglina isječka: V �

2
3

R2v .
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PREGLED GRADIVA

Poliedar je je geometrijsko tijelo omedeno mnogokuti-
ma.

Pravilni poliedri su tetraedar, kocka, oktaedar, ikosaedar
i dodekaedar.

n -terostrana prizma je geometrijsko tijelo omedeno
dvama sukladnim n -terokutima i s n paralelograma.

Oplošje prizme: O � 2B�P , gdje je B površina osnov-
ke, a P površina pobočja.

Obujam prizme: V � Bv .

n -terostrana piramida je geometrijsko tijelo omedeno
n -terokutom i s n trokuta sa zajedničkim vrhom i čija je
stranica jedna od stranica n -terokuta.

Oplošje piramide: O � B � P .

Obujam piramide: V �

1
3

Bv .

Valjak �uspravni� je tijelo nastalo rotacijom pravokutni-
ka oko jedne njegove stranice.

Plašt valjka: P � 2rv .
Oplošje valjka: O � 2r�r � v� .
Obujam valjka: V � r2v .

Stožac �uspravni� je tijelo nastalo rotacijom pravokutnog
trokuta oko jedne njegove katete.

Plašt stošca: P � rs .
Oplošje stošca: O � r�r � s� .

Obujam stošca: V �

1
3

r2v .

1.4. KOMPLEKSNO KONJUGIRANI BROJEVI. DIJELJENJE U SKUPU C 11

1.4. Kompleksno konjugirani brojevi. Dijeljenje u skupu C

Promotrimo li par brojeva z1 � 3 � 2i i z2 � 3 � 2i , uočavamo da su im realni
dijelovi jednaki, a imaginarni dijelovi su im suprotni brojevi. Takve brojeve nazivamo
kompleksno konjugirani brojevi. Dakle, ako je z � a � bi bilo koji kompleksni
broj, njemu kompleksno konjugirani broj je

z � a� bi�

Primjer 1. Odredimo kompleksno konjugirane brojeve brojeva z1 � 4 � 3i ,
z2 � 18i , z3 � 7 .

� z1 � 4 � 3i , z2 � �18i , z3 � 7 . �

Primjer 2. Izračunajmo z � z ako je z � 8� 13i .

� z � z � �8 � 13i� � �8 � 13i� � 8 � 13i � 8 � 13i � 16 . Uočimo da je
16 � 2 �8 � 2 �Re z . Dakle, zbroj dvaju medusobno kompleksno konjugiranih brojeva
jednak je dvostrukom realnom dijelu tih brojeva. �

Kompleksno konjugiranje ima ova svojstva:
z1 � z2 � z1 � z2�

z1 � z2 � z1 � z2�

Promotrimo što je umnožak dvaju kompleksno konjugiranih brojeva.

Primjer 3. Izračunaj umnoške i izvedi zaključak o predznaku umnoška:
a) �5 � 8i��5 � 8i� ; b) �a � bi��a � bi� .

� a) �5� 8i��5 � 8i� � 52 � �8i�2 � 25� 64i2 � 25� 64 � ��1� � 25� 64 �

89 � 0 ;
b) �a � bi��a � bi� � a2 � �bi�2 � a2 � b2i2 � a2 � b2 � ��1� � a2 � b2 � 0 .
Dakle, umnožak dvaju kompleksno konjugiranih brojeva je uvijek nenegativni

broj, i posebno, ako su ti brojevi različiti od 0, njihov je umnožak pozitivni broj. �

Ovo ćemo svojstvo koristiti pri dijeljenju kompleksnih brojeva. Pokažimo na
primjeru kako se dijele kompleksni brojevi.

Primjer 4. Izračunaj
z1

z2
ako je z1 � 2� i , z2 � 3 � 4i .

� Imaginarne jedinice u nazivniku oslobodimo se tako da razlomak
z1

z2
proširimo

brojem z2 . Novi nazivnik je tada z1 � z2 � �a � bi��a � bi� � a2 � b2 realni broj.
z1

z2

�

2� i
3 � 4i

�

2� i
3� 4i

� 3� 4i
3� 4i

�

�2 � i��3 � 4i�

�3 � 4i��3 � 4i�
�

6� 8i� 3i � 4i2

9 � 16

�

6� 11i� 4
25

�

2� 11i
25

�

2
25

� 11
25

i� �
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Zadaci 1.4

1. Odredi broj kompleksno konjugiran broju:

a) 7 � 3i ; b) �14� 5i ; c) 8� 13i ; d) �1
2

�

4
3

i ;

e) 2i ; f) �18i ; g) 4 ; h) �12�5 ;

i)

p

2 � i ; j)

p

2 � i ; k) 1 �  ; l)

p

3 � i

p

2 .

2. Izračunaj z � z i z � z ako je:
a) z � 2 � 3i ; b) z � 4 � 5i ; c) z � �2�5� 1�4i ;

d) z � 10 ; e) z � i ; f) z �

1
2

�
p

3
2

i .

3. Izračunaj:

a)
5 � 3i

2i
; b)

�10� i
8i

; c)

�7� 2i
3i

;

d)
14� 3i

5i
; e)

10
i

; f)

�12� i
2i

.

4. Izračunaj:

a)
2

1 � i
; b)

4
2 � i

; c)
5

�2� 3i
; d)

1 � 2i
3 � 2i

; e)

�4 � 5i
5 � 2i

;

f)
8 � 10i
1 � i

; g)
3 � 2i
1 � i

; h)
4 � i
4 � i

; i)
5 � i
4 � 2i

.

5. Izračunaj:

a)

1
2

� i

1
2

� i
; b)

4
3

�

1
2

i

1
3

� 3
2

i
; c)

1�2 � 0�3i
1 � 0�2i

.

6. Odredi realni i imaginarni dio sljedećih kompleksnih brojeva:

a)
8 � 3i
4 � 3i

; b)
12� i
4 � i

; c)
5 � 3i
5 � 3i

.

7. Izračunaj:

a)
5
i

� 10
3i

; b)
11
2i

�

1
1 � i

; c)
1

1 � i

�

1
1 � i

; d)
2 � i
2 � i

� 4
3 � i

.

8. Izračunaj z �

1
z

ako je:

a) z � 1 � i ; b) z � 2 � i ; c) z � 1 � i ; d) z � i .

9. Izračunaj realni dio broja
2 � 3i

�3 � 4i��1 � i�

.

10. Odredi realni i imaginarni dio brojeva:

a)

� 1
3 � 4i

�2
; b)

� 1
1 � i

�2
; c)

�1 � i
1 � i

�2
.

6.13. SFERA I KUGLA 165

g) h)

Sl. 6.99. Sl. 6.100.
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