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1.1. Skup prirodnih i cijelih brojeva

U osnovnoj Skoli susreli smo se s raznim skupovima brojeva. Ovdje
€emo ponoviti §to znamo o tim brojevimai nauciti neke nove Cinje-
nice o skupovima brojeva.
Skup prirodnih brojeva oznatavamo s N i zapisujemo
N=1{1,234...}.
Prirodne brojeve mozemo zbrajati i mnoziti i rezultat tih operacijaje
uvijek prirodni broj. Razlika prirodnih brojeva ne mora uvijek biti
prirodan broj. Naime, ako je umanjenik manji od umanjitelja, pri-
mjerice 3 — 7, tada to oduzimanje nije izvedivo u skupu prirodnih
brojeva. Stogaskup N proSirujemo do skupa cijelih brojeva u kojem
jei operacija oduzimanja uvijek izvediva

Skup cijelih brojeva oznaCavamo sa Z i vrijedi

Z={...,-4,-3,-2,-1,0,1,234,...}.
U skupu Z operacija zbrgjanja je asocijativna, komutativna, zbroj svakog cijelog brojas 0 je tg isti broj.
Takoder, za svaki cijeli broj n postoji njemu suprotan broj —n i zbroj dva medusobno suprotnabrojaje 0.
Operacijamnozenjaje asocijativnai komutativnai produkt svakog cijelog brojas 1 jetq isti broj. Takoder,
vrijedi i distributivnost mnozenja prema zbrajanju, tj. za sve cijele brojeve a, b, c vrijedi

a-(b+c)=a-b+a-c

Ukoliko se u brojevnom izrazu (bez zagrada) pojavljuje viSe operacija, prvo seizvodi operacija mnozenja
(i dijeljenja), atek onda operacija zbrgjanja (i oduzimanja).

r PRIMJER 1.

| zraCunajmo:
7+3-(2—(2-(—-14) —3-(-18—4))-2—-5) + 100.

Sredimo prvo unutarnje zagrade.

7+3-(2—(2-(-14)—3-(—18—4))-2—-5) + 100
=7+3(2-(-28—3-(-22))-2—5)+ 100
=7+3(2—(—28+66)-2—5) + 100
=7+3(2-38-2-5)+ 100
=7+3(2-76-5)+ 100
=7+3-(=79) + 100
=7 — 237+ 100
= —130.




L] ZADACI 1.1.

~324 (~10) — 21;

—28+ (=50) + (—75);

2-(~14+ 14);
(_

124 40) - (-3 - 2);

—256:32—32- (~2);
165 — 165: 11— 1;

37-15-2;

1. lzraung:
14 4 (—22) + 28;
39+ (—24) — 10;
2. lzraungj:
(=5) - (14 + (-17));
(-11-22) - (—22 + 33);
3. lzratung:
441: (-9) 4+ 9;
(48 —48) : (-8);
4. lzratungj primjenjujuci svojstva mnozenja:
11-2-5;
25.11-4.3;

8-7-75-10;

13— (~14) — 1;
—20- 33~ 44,

(—12+ (—20)) - 7;
(—125+5-15) - (14— 7-2).

48— 48: (-8);
1001 : (169 : 13).

4.327- 25;
125-13-4-26.

5. Koristeti svojstva zbrajanjai mnozenja, izratunaj na ngjbrzi moguci nacin:
1008 + 289 + 111 + 992;
34.-21-20-21+21-86.

123+ 327 + 428 + 122;
3-17+14-17-15-17;

6. lzraungj:

(3-18+6)-(25-4—60);
14-(18+2-(14-2— (-10)-3));

2.
2.

1.2. Skup racionalnih brojeva

Uz proucavanje prirodnihi cijelih brojeva, vrlo rano se su-
sretemo s problemom dijeljenja neke cjeline na jednake

dijelove.

Tako je, primjerice, pravokutnik naslici dolje podijeljen na
15 jednakih dijelova koje nazivamo petnaestine i oznaCa

vamos —.
15

Nasdlici suiscrtani dijelovi pravokutnika jednaki

(12-12-(11-7—18-2));
(2-(2- (2 (~10)) + 10) — 100) + 100.

is, odnosno 115 pravokutnika. Vidimo, dakle, kako se

prirodno pojavljuje jos jedna vrsta brojeva koje nazivamo razlomci ili racionalni brojevi.




Opcenito, svaki broj oblika g gdiesu a i b cijeli brojevi, b # 0, naziva se racionalni broj, a skup svih
takvih brojevaoznatavamo s Q.

Q:{g:a,bez, b;eo}.

Uocimo daje svaki cijeli broj ujedno i razlomak, jer cijeli broj a mozemo zapisati ovako:

a=-.
1

1.3. Jednakost racionalnih brojeva

r PRIMJER 1.

Uocimo iscrtani dio kruga na slici. Mozemo ga zapisati na
o 1 . 2 1 2

dvanaCina: kao Z,all i kao 5" Dakle, 1- %

Zamijetimo da je produkt brojnika prvog razlomkai nazivni-

kadrugog jednak produktu nazivnika prvog i brojnikadrugog

razlomka. Ovo svojstvo je karakteristicno te nam sluzi zade-

finiciju jednakosti razlomaka.

i — su akoje

ad = bc.

Dvaracionalna broja

oo
oo
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K

1.

2.

PRIMJER 2.

Dokazimo daje zasvaki x # 0, g = a;i.

Unakrsnim mnoZzenjem dobivamo a- (b- X)

b-(a-x) &tojeistinito buduti daje mnozenjecijelih
brojeva asocijativno i komutativno.

Kazemo da smo razlomak E—X dobili prosirivanjem razlomka f—; brojem x. | obratno, razlomak
a - X ax . .
b dobili smo skracivanjem razlomka X brojem x.

PRIMJER 3.

. 126
Skratimo razlomak 108"

Razlomak postepeno skratujemo brojevima2i 9:
126 2-63 63 9-

108 2.54 54

~

o
(o))
[NV

PRIMJER 4.

-3 3
kazi je — = —.
Pokazimo daje 7] i

. : -3 o, 3
ProSirimo li razlomak T s —1, dobit cemo upravo razlomak 2

ZADACI 1.3.
Napis brojnik, odnosno nazivnik razlomkatako da dobiveni razlomci budu jednaki:
3 8 ) 3 )
5 15’ -3 21 20  20a’
4 20, -8 64 5 15x
77 | 77
Skrati razlomke:
18 321 —1001
12° 216’ 39
141414 25a 36ab

—196 140a’ 28abc”




Jesu li jednaki razlomci:

9,8, u, 3. 1997, 1998, —33 66,
10 9’ 44 12° 1998 = 1999 7 —14°
Dane razlomke svedi na ngjmanji zajednicki nazivnik:

13 8, 2L 3,7

3 4 5 10’ 8 6

3 1,;3. 18 3.3 1 5,13

84 2’ 1122 12’18 8°

1.4. Zbrajanje racionalnih brojeva

| zraCunamo:

3 8 5 1
a) 3 i = surazlomci sjednakim nazivnicimai oni se zbragjaju tako da se brojnici zbroje, anazivnik
prepise, tj. §+ 8 = E

5 5 5

5. 1 o . ) _y . o o
b) 2 i 3 nemaju jednake nazivnike pa ih prvo prosirimo tako da su im nazivnici jednaki, tj.
553 151 1.4 4 .5 1 15 4 17
4 4.3 12°3 3-4 12° 4 3 12 12 12°

Dakle, ako su a i ¢ dva racionalna broja, pri zbrajanju prvo ih svodimo na zajednicki nazivnik, tj. na

nazivnik koji je visekratnik nazivnika i jednog i drugog razlomka. Na primjer, za zajednicki nazivnik
mozemo uzeti broj b-d. Tadaje & — ad = < te je konatno El+ ¢ _ad+he
e L R b d  bd

Ako su g i g racionalni brojevi, tada je

a _ad+bc

L c_adthe
b d bd

Uocimo daje bd samo jedan od beskonatno mnogo zajednickih nazivnika brojeva g i g . Uobhicagjeno je
pri zbrajanju traziti najmanji zajednicki nazivnik, tj. ngjmanji zajednicki visekratnik nazivnika.



1 7
Tako na primjer, zbroj 120 + 180 mozemo ratunati prema gore navedenoj formuli:

i+i _1-180+7-120 180+840 @ 1020 _ 17
120 180 120-180 21600 21600 360’
ali da smo odabrali nggmanji zajednicki nazivnik (ato je 360), racun bi bio nesto jednostavniji:
1 7 3 14 17

120 7180 ~ 360 360 _ 360°

Promotrimo bilo koji razlomak r = g. Tada zaracionalan broj r’ = %a vrijedi
a —-a a+(-a 0
b" 5~ b b %

ti. r +r’' = 0. Broj r’ nazivamo brojar i oznaavamos —r .

Odredimo suprotne brojeve od %4 , 1—72 .

14 —14’ _(—2) B 127

"3 3 \17

Uz ovo svojstvo da za svaki racionalni broj postoji njemu suprotan broj, zbrgjanje ima jos neka istaknuta
svojstva:
Zbrgjanje je asocijativno, tj. zabilo kojatri racionalnabrojary, ro i ra vrijedi
(ri+r2) +r3=r1+ (r2+rs).
Zbrgjanje je komutativno, tj.
r+ro=rp+r; zasvaki rq, ro € Q.

Zasvaki r € Q vrijedi
r+0=r.

Koristeti svojstva zbrajanjaizratunajmo dane izraze:

1 1 2 8 1 1
A3+ (5-3) D (5-3)*2
1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 -24+1 -1 1
3 sl =s+l gl =lg-gre=—sis=——=-—-—
pri cemu smo koristili komutativnost unutar zagrade, pa asocijativnost, te konatno definiciju zbra-
janja.
8 1 1 8 1 1 8 8
D (5-2)+z=5+(2+2)=5+%= &

pri ¢emu smo Koristili asocijativnost, zbrajanje suprotnih brojeva, te zbrajanje s nulom.



Primijetimo da ne spominjemo oduzimanje kao posebnu operaciju. Naime, razlika r; —r, sepoistovjetuje
sazbrojem ry + (—r), tj. oduzimanje se svodi na zbrajanje.

Zbroji:
4.8 14 18, 21 13 12 22 1 2
11 1 19 ' 19° 5 5 5’ 7 77
|zraCung:
’ 1 14
1+ -; 2— = 1+ —;
T 4’ TR
1 3 11
3+ =; 24+ —; 5——.
T3 e 3
|zratunaj:
1,1 2,1 11
2 3 3 4 4 5’
2+1. 11 3. 22 17
5 3° 3 2 5 3
|zraCung:

(5-2) (5 s)

G52
1.5. Mnozenje racionalnih brojeva

Umnozak dvaracionanabrojajeracionalni broj Ciji je brojnik jednak umnosku brojnikafaktora, anazivnik
jejednak umnosku nazivnika faktora. Ili ako zapiSemo pomocu opéih brojeva, imamo sljedetu formulu.

Ako su g i g racionalni brojevi, tada je

ac

ac
b d bd
Akoje g razlomak razlicit od 0, tada je oCito da za broj g vrijedi
ab
—.—=1
b a

. b . o o.a. o a\ 1
Broj 3 naziva se reciproCan broj broja b i oznaCava s 5) .



r PRIMJER 1.

o L . .3 -5 4
NapiSimo reciprocne brojeve brojeva R 10, -1, 15

B3 (D753 o @74 e

-1
(5 =%

Dijeljenje racionalnih brojeva definiramo pomocu reciprocnih brojeva ovako: razlomak g se dijeli s
c

razlomkom d tako dase % pomnoZi s reciprocnim brojem od g , 1j. imamo sljedetu formulu.

Zasvakadvaracionalnabroja%1 i g g = 0, vrijedi
a.c_2a ¢
b'd b c

Navedimo i svojstva mnozenja. Vet smo spomenuli da za svaki racionalni broj razli¢it od nule postoji
reciprocan broj.
Takoder, istaknimo da za svaki racionalni broj r vrijedi

r-l=r.

Nadalje, mnozenje je asocijativno, tj.
ri-(rg-r3) =(ry-r2)-rs, zasvers, rp, rz3 € Q;
komutativno, tj.
rp-rp=rp-ry, zasvery, rp € Q
i distributivno prema zbrajanju, tj.
ri-(rp4r3)=rp-rp+ryp-r3 zasvery, rp, rz3 € Q.

Mnozenje je operacija viseg stupnja od zbrgjanja. Drugim rijeCima, ukoliko se u izrazu bez zagrada pojave
zbrajanje i mnozenje, prvo e se izvrsiti mnozenje, a zatim zbrajanje.

r PRIMJER 2.

| zratunajmo:
11 7
CHP.

4 "2

a) -+

gl w
all N
(o] RN
=
NI




a) Ovo jeizraz bez zagradai prvo se vrSi mnozenje, patek zatim zbragjanje.
3 27 3 27 3 7 9+7 16

5'56 5 56 5 15 15 15
b) U ovom izrazu se pojavljuje zagrada koja se prva izraCunava, a zatim se vrSi mnozenje (i
dijeljenje), te nakrgju zbrgjanje (i oduzimanje).

U (g- Ty 15 1
15 4) 1.1 154 1, 12 2
> 4.3 T2 > 4,2 7 5 27
4 "2 4 3 4 3
11
_p_e_ M-z 2 W Z_ ¢
77 127 7 7 17
12
il
Primijetimo da se u raCunu pojavio dvojni razlomak 172 koji smo izracunali koristeci definiciju
dijeljenjai mnozenja. Naime, vrijedi
a
p _a. . c ad a
C " b'd b c bc
d
Uvedimo oznaku i za produkt nekoliko istih faktora. Akojer € Q, n € N, tadatemo s r" oznaCavati
produkt r-r-...-r . Dogovorno se uzimadaje r® = 1. lzraz r" se naziva n-ta potencija broja r i
it
n puta

potencije su predmet detaljnog proucavanja u 5. poglavlju.

Pomnozi:
22 49 225 27 1800 144
35 33’ 18 144’ 128 810"
Pomnozi:
25 11 30 44 121 60
(-7) == (1) (%) w (-7)
Podijeli:

4 12 36
7 728’

Bz () (23



| zra€unaj:

2 4 3 1
2:(3-1)-3(3+1); 3 (312 +2(-5-1):
1 1 1 1 2 1
373 (3 3) 373 (2+3)

| zra€unaj:

1 1 1 3 1 4y 3
(G+3+a) 2 G-375) =
3 14 16 14 25 1
1-1:74+2-72.2. 1-7.22).3.2.;
73 49’ ( 5 21) 2
1 /1 41 1y 27 7 1\ 35 7
stG-(6-3) 7 (z+3) Ztam
4 5 /3 1
(5-2)(%+38)
| zraCunaj:
11 1 1 1 13 8 1 1
3 3. 273, 2 3.4 273"
2 17 =B 1 13, 87257 1 11
2 2 6 2 2 '3 2 3 4
| zra€unaj:
1 1 1 1 13 41 1\ 18
3 4.4 5 (1+g> st (3+3) i3 015
1 1°1 1 \z"712) 1 5 ’
3t 375 (§+0.15).§+0.21
15 1
2 = 1 2
3-5(2+3) L 112 ,°"3ya.
1 1 1 1
(§+1—E) 1875+ = 21 +
6 10 15 4 1+3 3+6
3 7
(1.87—1£ 12+125+ 1
1.4:0.01— 50 ’
737'5_0'028 —(1—],'5—5—24—0.725):1%-71 4-%;
2 036:06 4532
4 7
141 |.4S_ 1
0. L | 49| 199"
T
9+ =

5



1.6. Uredaj u skupu Q

Uocimo da svaki racionalni broj mozemo zapisati tako da mu je nazivnik pozitivan. Naime, ako je razlo-
mak oblika _i, aeZ,b>0,tadaprosrivanjems (—1) dobivamo razlomak %a kojemu je nazivnik
pozitivni broj. Zato mozemo pisati daje

Q:{%:aez,beN}.

Dva racional na broja obi¢no usporedujemo ako su dani u obliku gdje je nazivnik pozitivni broj.

a (03
< =

5<4d akoje ad < bc.

a c
Nekasu —, —

5’ d €Q, b,d>0. Kazemodaje

r PRIMJER 1.

Usporedimo brojeve
3. -5 10 . -11
a) Z | __61 b) _—13 | H
- =B e ' T o -5 5
a) Prvo e proSirivanjem s —1 svedimo narazlomak s pozitivnim nazivnikom: 5" & Sada
i 3,5 ) . B 8
usporedujemo 2 i 5 Kakoje 3:6 =18 < 4-5 = 20, dlijedi daJeZ, < 5
-11

oo —10
—10) - 14 = —140 > 13- (—11) = —143, dijedi daje =

10 —10 .

Racionalne brojeve koje mozemo svesti na oblik u kojem su i brojnik i nazivnik pozitivni brojevi zovemo
pozitivni racionalni brojevi, aracionani brojevi koji u zapisu s pozitivnim nazivnikom imaju negativni
brojnik nazivamo negativni racionalni brojevi.

r PRIMJER 2.

Dokazimo da je aritmeticka sredina i ;L e racionalnih brojeva ry i r, opet racionani broj koji
se nalazi izmedu tih brojeva.
" Nekasu r; = a iry= ¢ a,ceZ,b,deN. Tadaje fitr; ad+he §to je otito opet
1=plh=g @ O L laale T = opg 9! .

racionalni broj.




Akojery; <ry,tj. ad < bc, dokazimo davrijedi
Kl )
2

a, ”“2 _« +dbc treba provjeriti vrijedi li

rn < <

Prema definiciji usporedivanja brojeva r; =
a-2bd < b-(ad + bc). Ovo je ekvivaentno s 2ad ad + bc (podijelili smos b > 0), tj.
ad < bc. Zadnjanejednakost jeistinitapremapretpostavci, pajeistinitai pocetna, tj. r; < Ll .
Analogno se dokazuje i druga nejednakost. 2

Ovim primjerom smo dokazali jedno vrlo vazno svojstvo skupa Q, koje glasi:

Skup Q je , 1j. izmedu svaka dva racionalna broja postoji racionalni broj.

Primijetimo dani skup N ni skup Z nisuimali ovo svojstvo, jer, naprimjer, izmedu dvacijelabroja —2 i
—1 ne postoji nijedan cijeli broj.

Usporedi brojeve:

3,8, 2, 2. 31, 0

5 15’ 43 41’ 20  -29°

Poredaj po velicini brojeve od najmanjeg do najveteg:
3 12 -4 18 25 o 23 111 -43 1 g
777777 11° 11 11’ ’ '
8 1173 49 121 152
3" 662’ 111° 3’ 37’ 333°

Napi& jedan racionalni broj koji se nalazi izmedu racionalnih brojeva:

. 17 . 21 19 4
5i19; 5 i 5 15 3
2. BENE LA

7 ’ 9 9’ 21 3
Napis& dvaracionalnabrojakoji se nalaze izmedu racionalnih brojeva:

o 1. 5.7
3i4 > i1 3 i 3
8 . 6 _ ] 1. 11

Dokazi akojer; >ry, r1, rp € Q,dajetadar; +r >ro+r zasvaki r € Q.

DokaZi akojer; >, r1, rp € Q,dajetadary-r >rp-r zasvakir >0, r € Q.
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