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1. Skupovi brojeva

1.1. Skupovi brojeva

Pri prebrojavanju raznovrsnih objekataiz nade okoline koristimo prirodnebrojeve. Ta
ko ¢emo reti da u razrednom odjeljenju ima 35 u€enika, da u autobusu ima 52 sjedala,
da stol ima 4 noge, dajedna godinaima 31 536 000 sekundi i sl.

Skup svih prirodnih brojeva oznatavamo slovom N i piSemo N = {1,2,3,4,...}.
Tijekom dosadadnjeg Skolovanja naucili smo zbrgjati i oduzimati, mnoZiti i dijeliti
prirodne brojeve. Pri zbrajanju prirodnih brojeva uocili smo ova svojstva:
1. Zbroj dvaju prirodnih brojeva je prirodan broj, tj.
akojexe Niye N, tadajex+ye N.
2. Zbrgjanje je komutativna operacija, tj.
X+y=y-+xzasvaki x, y € N.
3. Zbrgjanje je asocijativna operacija, tj.
X+ (y+2) =(X+y)+zzasvakix, y, ze N.
Zamnozenje prirodnih brojeva vrijede sli¢na svojstva:
1. Umnozak dvaju prirodnih brojevaje prirodan broj, tj.
akojexe Niye N, tadajei x-y € N.
2. MnoZenje je komutativno, tj.
X-y=y-xzasveki x, y € N.
3. MnoZenje je asocijativno, tj.
X-(y-2)=(x-y)-zzasveki x, y, ze N.
Zbragjanje i mnozenje vezani su svojstvom distributivnosti koje glasi:
X-(y+2=x-y+x-zzasvakix, y, ze N.

Pri rjeSavanju problemskih zadataka obicno se javljgju jednadzbe. Evo nekoliko prim-
jerajednadzbi Ciji su koeficijenti prirodni brojevi:
24+x=18, 3Xx=27, 2x+14=32.

Rijesiti jednadzbu u skupu N znaci odrediti sve prirodne brojeve x koji uvrsteni u tu
jednadZbu daju istinitu jednakost.
Tako je, naprimjer, rieSenje jednadzbe 2+ x = 18 broj x = 18 — 2 = 16 jer uvrstimo
li 16 u jednadzbu, dobivamo
2+16=18
18 =18,
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tj. dobili smo istinitu jednakost. Kazemo daje ovajednadzbarjesiva u skupu N.

Promotrimo jednadzbu 10 + x = 7. Jeli onarjeSivau skupu N? Drugim rijeCima,
postoji li prirodni broj x koji zbrojen s 10 daje broj 7? Odgovor je nijeCan. Ne postoji
prirodni broj koji je rieSenje jednadzbe 10 4+ x = 7. Dakle, jednadzba a+ x = b, a,
b € N nijeuvijek rjeSivau skupu prirodnih brojeva. Dabi takvajednadzbauvijek imala
rjieSenje, treba skup N prosiriti, tj. dopuniti ga nulom i negativnim cijelim brojevima.
Tako dobivamo skup cijelih brojeva kojeg oznatavamo sa Z , tj.

Z={...,-4,-3,-2,-10,1,2,3/4,...}.
Vidimodaje N C Z.
U skupu Z jednadzba 10+ x = 7 imarjeSenjei onoglasi x = 7 — 10 = —3. Kazemo
dajeuskupu Z oduzimanje uvijek izvedivo. Pri ovom proSirivanju raCunske operacije
zbragjanje i mnoZenje zadrzavaju svojasvojstva. Opracije su komutativne i asocijativne,
vrijedi i svojstvo distributivnosti, a zbroj, odnosno umnozak, dvaju cijelih brojeva je
cijeli broj.
U skupu Z svakajejednadzba a+ x = b, a, b € Z rjeSiva. Ali, postoje jednadzbe
koje nisurjeSive u Z . Evo nekoliko primjeratakvih jednadzbi:

Xx=46, —-5x+1=0, 2(x—-1)=7.

Promotrimo prvu od njih. Njezino bi rjeSenje bio cijeli broj koji pomnozen s 9 daje 46,
ali takav ocito ne postoji. Dakle, jednadzba oblika ax = b, a, b € Z, optenito nije

rjeSivau Z . Zato se skup cijelih brojeva Z proSiruje do skupa racionalnih brojeva Q
koji sadrzi omjere cijelih brojeva, tj.

Q:{g:@beLb#O}

U skupu Q jednadzba 9x = 46 imarjeSenje i ono glasi x = %6 Kazemo da je
dijeljenje brojem razli€itim od O uvijek izvedivo u skupu Q.

| pri ovom proSirivanju operacije zbrajanja i mnozenja zadrzavaju svoja svojstva, ai
dobivaju i neka nova koja smo opisali u 1. razredu.

Je li postupak prosirivanja skupova brojeva gotov? Nije, jer pokusamo li izraCunati du-
ljinu dijagonale jedini¢nog kvadrata, susretemo se s kvadratnom jednadzbom. Naime,
ako je x duljinadijagonale kvadrata, tada prema Pitagorinu poucku vrijedi

¥ =12+1°
X¥=1+1
! N X =2,
L1

1
tj. dobivamo kvadratnu jednadzbu x? = 2 &ije rjeSenje otito postoji (to je duljina di-
jagonale kvadrata), a moze se pokazati da to rjeSenje nije racionalan broj. ZarjeSenje
te jednadzbe koristimo oznaku x = /2. Dakle, v/2 nije racionaan broj vet iraci-
onalan. U osmom smo se razredu susreli s takvim brojevima Ciji decimalni zapis nije
konaCan niti sadrZi neku skupinu znamenaka koja se periodicno ponavlja. Racionani i
iracionalni brojevi zajedno Cine skup realnih brojeva. Uztovrijedi N C Z € Q C R.
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Pritom se sva svojstva operacija zbrgjanja i mnozenja koja su vrijedila u skupu Q
prenosei naskup R.

Istaknimo ovdje svata svojstva

Svojstva zbrajanjarealnih brojeva Svojstva mnozenjarealnih brojeva

1. Zatvorenost zbrgjanja 1. Zatvorenost mnozenja
Zasvaki x, y € R vrijedi x+Yy€R. Zasvaki x, y € R vrijedi x-y € R.

2. Asocijativnost zbrajanja 2. Asocijativnost mnozenja
Zasvaki X, y, z€ R vrijedi Zasvaki x, y, z€ R vrijedi

X+ (Y+2) =(X+Yy) +z X-(y-2)=(x-y)-z.

3. Komutativnost zbrajanja 3. Komutativnost mnozenja

Zasvaki x, y € R vrijedi Zasvaki x, y € R vrijedi
X+Yy=Yy+X. X-y=Y-X.

4. Postojanje nule 4. Postojanjejedinice

Zasvaki x € R vrijedi Zasvaki x € R vrijedi
X+ 0=x. X-1=X.

5. Postojanje suprotnog el ementa 5. Postojanje reciprocnog elementa
Zasvaki realni broj x postoji Zasvaki realni broj x, razlicit od
samo jedan realni broj —x takav nule, postoji samo jedan realni
daje x+ (—x) = 0. broj x ! takav daje x-x~1 = 1.

x~1 zovemo inverz ili reciproéni
broj broja x.

6. Distributivnost mnozenja prema zbrajanju
Zasvaki x, Yy, z€ R vrijedi
X-(Yy+2)=x-y+X-z.

Zadaci 1.1.
1. Odredi koji je od danih brojevacijeli:
e -1; (b ] 4—54; ® € 241;
. 4. y .
© —2003; (f ] 15 0 371, ®o.
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2. Odredi koji je od danih brojevaracionalan:

14 141
@ -% 00 © -35L; i
0 : @ 2+1; 0 s21; © 3721
3. Odredi koji je od danih brojevaracionalan, akoji iracionalan:
16 1 :
e _2_251 @ 251 O _3'71 @ 4\/§1
O -227; O 2r; 0 4v2; ®o.
4. Rijes jednadzbei napis kojem skupu brojeva pripada rjesenje svake od njih:
€ 120—x=126; () 19-5x=09;
® 3(x—45) + 37 = 49; € —471+2(5+x) =17;
O 7(2x+1)=6(2-x); @ 06(x—8)=07-4.2;
€) 12x—3(5+x) =2(x— 1) — 3x;
(D —30-3(x—7)=12x—7(2x— 3).
5. Imajuli djedete jednadzberjeSenja u skupu N ?
€ 4(5x+1) — 3(6x — 2) = 5(x+5);
X X 5x 3x
6. Imajuli djedete jednadzbe rieSenja u skupu Z ?
€) 10x—3(x+6) = 16 — 2(19 — 7X);
2X 2 1
(b ) 5—7:—X, ® ?(X—Z):ﬁ(5X+3).

7. Imajuli djedete jednadzberjeSenjau skupu Q ?
€) 4(5x+2) — 3(6x—2) = 5(x+5);

X X

0O --;=-12 ® ¥-25=0; @ ¥-3=0
8. Nadi svarjesenjajednadzbe (x — 3)(x + 12) = 0 u skupu

€ prirodnih brojeva; () cijelihbrojeva

9. Jelijednadzba x> = —1 rjeSivau skupu R ?
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1.2. Skup kompleksnih brojeva

Prouc¢imo posljednji zadatak prethodnog poglavlja
Jeli jednadzba x?> = —1 rjeSivau skupu R?

DrugimrijeCima, postoji li realni broj x koji kvadriran daje negativan broj? Poznavajuci
svojstva kvadriranja, znamo da je kvadrat realnog brojaili pozitivanili 0, tj. nikad nije
negativan. Dakle, u skupu R jednadzba x> = —1 nemarjesenja.

Kao i nekoliko puta dosad, prilazimo proSirivanju promatranog skupa brojeva na veci
skup u kojem ¢e promatrana jednadzba imati rjeSenje, uz oCuvanje svojstava zbrajanja
i mnozenja.

Oznatimo s i rjeSenje jednadzbe x> = —1. Broj i zovemo imaginarna jedinicai za
njegavrijedi i = —1,tj.i=+—1.

Imaginarna jedinica

Imaginarnajedinicaje broj i zakoji vrijedi i = —1.

Skup realnih brojeva R prosirujemo do novog skupa kojeg nazivamo skup komplek-
snih brojeva i oznaCavamo s C. Skup C sadrzi sve realne brojeve, zatim rjeSenje
jednadzbe x? = —1, tj. sadrZi broj i, i i brojeve a+i, bi, a+bi gdiesuaibecR,
jer zbrgjanje i mnozenje moraju biti izvedivi u skupu C. Ukratko, skup kompleksnih
brojevaje skup brojeva oblika a+ bi, gdjesu a i b realni brojevi.

Skup kompleksnih brojeva
C={a+bi: a beR}

Brojeve oblika bi, gdjeje b € R zovemo imaginarni brojevi.

Zapisimo brojeve /—16, \/—2—95, v—0.64, /—7 kao imaginarne brojeve.

V—16 = 4i,

N
9 3’
V—0.64 = 0.8i,

V=T =iV7.
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Ako je kompleksni broj z oblika
z=a+hi, a beR,

tada broj a zovemo realni dio broja z i piSemo a = Rez, a b zovemo imaginar ni
dio broja z i pisemo b = Imz.

=a+b

realni dio broja z

Odredimo realni i imaginarni dio kompleksnih brojeva 4 + 51, —7 — 12i,

imaginarna jedinica

imaginarni dio broja z

3.

Zi, —18.

7|, 8

D Re (4 + 5i) = 4, Im (4+ 5i) = 5;
Re(—7-12)) = -7, Im(-7-12) =-12
3 3, 3

Re<?|):0, Im(?|>= 7
Re(18) = 18, Im(18) =0

Dva su kompleksna broja jednaka ako i samo ako su im jednaki i realni i imaginarni
dijelovi.
Dakle, akosu z1 = a; + byi i z = ap + byi dvakompleksna broja, oni su jednaki ako
i samo ako vrijedi

a; = a i b1:b2.

Odredimo realne brojeve p i g tako da su kompleksni brojevi z; | z
jednaki, ako je

. 3. . .
)z =—2+pi, %= a+3i b) z1 = 1+(2p+1)i, 2 = (p+q)—qi.

. a) |z definicije jednakosti dlijedi daje —2=qi p= g

b) 1z definicije jednakosti slijedi daje 1=p+qi 2p+1= —q. Ovoje
sustav sdvijenepoznanice p i q koji rijeSimo supstitucijom tako daiz druge
jednadzbe izrazimo g = —2p— 1 i uvrstimo u prvu jednadzbu: 1 =p+q,
1=p+(-2p-1),1=p-2p-1,1=-p—-1,p=-1-1,p=-2.
Sdjeq=-2p—1=-2(-2)—-1=4—-1=3.
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Zadaci 1.2.

1. Zapi& pomocu imaginarne jedinice:
6 V-9, (¢ v-100; © V/-144; (d ]
(e ,/—18%0; @ v-036; € V-169; @ v-004;

1

O /-2 o V-5 (k ] -3 (| ]

2. Odredi realni i imaginarni dio danih brojeva:
€ z=5+14i; ) z=-2+18i; ® z=13-7i;

@ z=-4-5i; O z=3; O z=-5;
0 z=8i; @D z=-14i; O z=iv2;
® z=0; Q z= 1+2i\/§; O z=1+V3+iv5.

3. Koliki morahbiti broj m dabi kompleksni brojevi z; i z bili jednaki?
€ z=m+4i,2=-3+4; D z=02-m+8i,2z=14+8i;

® 2=32-7m, z,=32+25i.
4. Odredi realne brojeve x i y tako dakompleksni brojevi z; i z, budu jednaki:
6 z=x+3i,="7+yi;
() z=1-x+5,=18-yi;
® z=2+3x+18, =20+ (7-y)i;
C) z2=10+(5-x)i,z=2y—4-2i.
5. Odredi realne brojeve X iy tako dakompleksni brojevi z; i z, budu jednaki:
6 z-= —3i,=y+ (1-x)i;
O z= (3+2x +yi, =2+y+ (x—1)i;
® z=05x-y) +(2-X)i, z=18—7yi;

O z=(x+y)— (x—y)i, =204

6. Odredi realne brojeve a i b iz jednadZzbi:
€) 3a+7i =21 49bi; () (a+b)—18i=2-ai;
® a+2i—78+3bi=2; @) a+b+6i—14=4+4ib.
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1.3. Zbrajanje i mnozenje kompleksnih
brojeva

U svim dosad promatranim proSirenjima skupova brojeva raunske operacije zbrajanja
i mnoZenja saCuvale su svoja osnovna svojstva. Tako €e biti i sada. Dakle, u skupu
kompleksnih brojeva zbrajanje i mnozenje je komutativno i asocijativno, te je mnozenje
distributivno obzirom na zbrgjanje. Uz to, vrijedi z+ 0 =z i z-1 = z za svaki
kompleksni broj z. Svaki kompleksni broj ima svoj suprotan broj, a ako je uz to broj
razlicit od nule, tadaimai svoj inverz.

Koristeti se tim svojstvima lako izvodimo zbrajanje i mnozenje dvaju (i vise) komp-
leksnih brojeva.

Zbrojimo brojeve zz =5+ 161 | z = 8 — 12i.

. 2+ 2= (5+ 16i)+(8—12i)
=5+ 16i + 8 — 12 = (5+ 8) + (161 — 12i)
= 13+ 4i.

Dakle, dva kompleksna broja zbrgjamo tako da posebno zbrojimo njihove realne dije-
love, a posebno imaginarne dijelove.

Pomnozimo brojeve zy =3+ 4i i =2 —3i.

. 2-2=(34+4)(2-3)=3-2—3-3i+4i-2—4i 3
=6-9+8 —12°=6-9+8 —12- (-1
=6-+12+ (-9 + 8i)
=18 —1i.

Dakle, dva kompleksna broja mnozimo kao $to mnozimo dva binoma uz uvazavanje
svojstvaimaginarne jedinice daje i = —1.

Oduzmimo brojeve zz =3 —4i i z =5— 8i.

. 21—22:(3—4i)—(5—8i>=3—4i—5+8i
= (3—5)+ (—4i +8i)
= -2+ 4.
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Izratunaimo (221 — z,)(z1 + 3z) akosuz =1+3iiz=2—4i.

' Prvo izratunamo vrijednost svake zagrade posebno.
221 —2,=2(1+3i) — (2—4i) =2+ 61 — 2+ 4i = 10i,
z+32=(1+3)+32—-4)=1+3i+6—12i =7 —9i.
Sad je
(221 — ) (z1 + 32) = 10i(7 — 9i) = 70i — 90i®
= 70i — 90(—1) = 90 + 70i.

Primjer 5.

Izraunajmo 7> akoje z=5+8i.

' Zadatak rjesavamo uporabom formule za kvadrat binoma: (x + y)? =
X2+ 2xy + y?.

Z=(5+8)2=5"+2-5-8 + (8)% = 251 80i 4 64i°
=254 80i — 64 = —39 + 80i.

Popunimo tablicu:

Sto primjecujemo?

D Lakoizratunamo daje i =i2 i = —i, i4 = i3-i = (=) -[==F =41,
P=i*.i=i,i=i42=-1,i"=i* =8 =—j,i8=i*-i*=1,
i®=i8.i =i, paispunjena tablicaizgleda ovako:

Potencijabrojai i 2 i @ @S @@ 7@
. Rewlta i -1 i 1 i -1 - 1

Vidimo daseskupinarezultatai, —1, —i, 1 ponavlja. Dakle, svakase Cetiri
koraka pojavljuje rezultat i, tj. potencije i, i°, i°, i3, i¥7, ... jednake su
i. UoCimo da eksponenti 1, 5, 9, 13, 17 pri dijeljenju s 4 daju ostatak 1 Sto
je upravo eksponent od i .

Rezultat —1 dobit ¢emo kod potencija i2, i€, i, i1, i'® itd. Eksponenti
2, 6, 10, 14, 18 pri dijeljenju s 4 daju ostatak 2, Sto je upravo eksponent
potencije i° kojadaje rezultat —1.

10
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Rezultat —i dobit éemo kod potencija i®, i”, i't, i1, i'° itd. Eksponenti
3, 7, 11, 15, 19 pri dijeljenju s 4 daju ostatak 3, Sto je upravo eksponent

potencije i Cijaje vrijednost —i.

Slicno, rezultat 1 dobivamo kod onih potencija €iji su eksponenti djeljivi s 4.

Dakle, potencije broja i su brojevi i,

-1, —

i, 1ito prema ovom pravilu: ako je

ostatak pri dijeljenju eksponenta s 4 jednak 1, rezultat potenciranjaje i; ako je ostatak
2, rezultat je —1; ako je ostatak 3, rezultat je —i; ako je ostatak O, rezultat je 1.

Tako je, naprimjer, i% = —i jerje 99 : 4 = 24 | ostatak 3.

Zadaci 1.3.

1. lzratung:
€ (3-4i)+(5+18i);

©® (27+18i)+(-8-4.20);

1 5 7 11

O (5-3)+ (53

2. lzralungj z1 + 2, z1 — 2> akoje
€ z=3-4,2=4+3i;

® z=10-11i, z = 21 + 14i;

® z=23+3i, =4-51i;

@z——f’—}i z—g+§i'
1T 5 3% 3" 3

O 2=V3+V2,2=7/3-18V2.

©Oe 66 © 66

3. lzratung 2z, — 32z, %21+ 222 akoje

€ z=5+6i,=1-i;
® z=31-45, 2 =-11-21i;

o
(dJ

4. Akojezy =3—4i, z =5+7i,izraCung:

(e J¥: 1 3, ——§+i'
1_2 212— 2 ’

6 z+z; O z-2; (C )

© 3z +4z; O -3z; (g
1 1.3

0 5z D z2+52 O

(2 17i) + (5 7i);
(0.1 1.22i) + (—2.5+ 1.7i);

(3v2 — 4i/3) + (7v2 + 11iV/3).

Z1=5+6i,=-4-1Ti;
z1=-2-18i, z = -3 21i;

z —}+§i z ——§—gi'
1_2 212— 2 21

21 =23—-45,2=01+14;

zn=i,2=14+15i;
z1=05+41,2=-27+4;
z —2+3i = L 7i
T34 % T3 4
2z © 2z +2;

7z -3, (@ 5z - 10z%;
3 1

24~ 3% O 01z +222.

11
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5 Akojezz=2-i,z=5+3i, zz=—-2-5i,izratung:

O znt+zn+tz; O 3zn-2-z; ©® 8z + 102 + 2z;
O 4z - 22 + 7z; © 21z +532 — 1.87; (B 0.01z, — 1.052 + 2.48z;
1 5 11 1 1 4 1
O z-22+35; O z-J2t+53 O 5a+32-35
6. lzratung:
€ 12(4-70); () —3(21+ 12i); ® 2-E2+i);
G (9-13)(9+13); @ (7-2)(8+4i); O 2+ihE-i;
€) 3-2)(-5-4); @) (-8—4i)(-2—1i).
7. lzratung z-w akoje:
€ z=3-2i, w=3+2i; () z=10+12, w=-8-3i;
1 2 4 1 ) .
GZ:§—§I,W:§~I—§I; @ z=V3+V5,w=7/3-4/5i.
8. Akojez =3-—4i, z=2+5i,izratung:
6 z z; O zn+z n; O @a+zn(a-2);
O 1-z 2 O 2+1i-2z z; 0 Z
O 3; Dz-2+z 2.
9. lzratung 72 akoje:
6 z=2+3i; O z=1-1i; ® z=1+i;
. 1 .
€ z=8-2i; ez=§+|; O z=v2-i.
10. Koristeti formulu zakub binoma (x +y)% = x3 4 3x%y + 3xy? + y* izrakungj 7, ako
je
@ z=1-i; O z=2+2i; O z=V3+i;
@ z=1-iVv3; O z=2-3i; O z=3+4i.
11. lzratunaj:
e i12; @ i21; e i83;
0 j141. e j2002 . 0 j4888

12
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1.4. Kompleksno konjugirani brojevi.
Dijeljenje u skupu C

Promotrimo li par brojeva zz = 3 —2i i z = 3+ 2i, uoCavamo da su im reani
dijelovi jednaki, aimaginarni suim dijelovi suprotni brojevi. Takve brojeve nazivamo
kompleksno konjugirani brojevi. Dakle, ako je z= a+ bi bilo koji kompleksni broj,
njemu kompleksno konjugiran broj je

Z=a-— bhi.

Odredimo kompleksno konjugirane brojeve brojeva z; = 4 — 3i, z = 18i,
zz=1.

D 2=4+3i,22=-18,2="7.

IzraCungimo z+z akoje z= 8 — 13i.

D z4+2=(8—13)+ (8+13)) = 8— 13 + 8+ 13i = 16. Uo&imo
daje 16 = 2-8 = 2- Rez. Dakle, zbroj dvaju medusobno kompleksno
konjugiranih brojeva jednak je dvostrukom realnom dijelu tih brojeva.

Kompleksno konjugiranje ima ova svojstva:
1 +2=2+2,
D=2 Do
Promotrimo $to je umnozak dvaju kompleksno konjugiranih brojeva.

| zraunajmo umnoske i izvedi zakljuCak o predznaku umnoska:
a) (5—8i)(5+8i); b) (a+ bi)(a— bi).
D a) (5-8i)(5+8i) =52 (8i)2 = 25— 64i2 = 25— 64- (—1) = 25+ 64 =
89 > 0;
b) (a+bi)(a—bi) = a®—(bi)? = a®—b%i2 = a>—b?.(—1) = a®+b? > 0.

Dakle, umnozak dvaju kompleksno konjugiranih brojeva je uvijek nenega-
tivan broj, i posebno, ako su ti brojevi razliciti od O, njihov je umnozak
pozitivan broj.

Ovo €emo svojstvo koristiti pri dijeljenju kompleksnih brojeva. Pokazimo na primjeru
kako se dijele kompleksni brojevi.
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| zrabungj ; akojezn—=2—i,2=3+4i.
2

1. Skupovi brojeva

' Imaginarne se jedinice u nazivniku oslobodimo tako da razlomak ? prosi-

2
rimo brojem 2. Novi je nazivnik tada z; - 2, = (a+ bi)(a— bi) = a? + b?

realan broj.

(3+4i)(3—4i) 9+ 16
_6-Wi-4 2-1i 2 1
- 25 2% 25 257
Zadaci 1.4.
1. Odredi broj kompleksno konjugiran broju:
. . . 1 4.
e 7-3i; @ -14-5i; ® 8+13i; @—§+§|;
0O 2; O -1si; 0 4 @ -125;
O v2-i; » va+i; 017 O v3-iva.
2. lzraCung z+zi z—zeakoje
€ z=2-3i; () z=4+5i; ® z=-25-14i;
. 1 V3
@ z=10; O z=i; 0225—7|.
3. lzratungj:
5+3i ~10+i —7-2i
2i @ 8i e 3i
14-3i 10 —12+i
O —5— o5 ®
4. lzratung:
2 4 5 1+2i —445i
& 1—i’ 2+i’ o —2+3i° © 3-2" o 5-2i
8+ 10i 3+2i 4—i 5—i
o 1—i 1+ 04—+i o4_2i'

Z; 2—i

2—i

3—4i

Z 3+4 3+4i 3—4i
(2—i)(3—4i) 6—8 —3i+ 42




1.5. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

5. lzratung:

1 i 4+1i
> 372, 12-03i
o 035 ® Tox
2 3 2
6. Odredi realni i imaginarni dio sljedecih kompleksnih brojeva:
8+3i. 12— 5-3i
4-3i’ 44 5+3i°
7. lzratung:
5 10 11 1 1 1 2—i 4
i3 P e1—i+1+i'02+i 3—i’

8. lzratung z+% akoje

@ z=1-1i; O z=2+i; ® z=1+i; 0 z=i.

2-3i

9. lIzra€ungj realni dio broja GraaLn

10. Odredi realni i imaginarni dio brojeva:

0 (55 O (7)) o ()

1.5. Apsolutna vrijednost kompleksnog
broja

Kao sto smovidjeli u prethodnoj temi, umnozak dvaju konjugirano kompleksnih brojeva
jeuvijek nenegativan realan broj, tj. ako je z= a+ bi, imamo
zZz=(a+bi) (a—bi)=a’— (bi)>=a?+b?>>0.

Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z definira se kao kvadratni korijen
iz broja a® + b?.

Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z je broj

2 = Va2 + 2.

Drugim rijeCima, apsolutna vrijednost broja z jednaka je kvadrathom korijenu zbroja
kvadrata njegovog realnog i imaginarnog dijela, tj.

4= /(Re2)? + (Im2)2

15
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1. Skupovi brojeva

| zraCunajmo apsolutnu vrijednost brojeva:
a) z=—-3+4i; b) z=8i; c)z=-12.

a) Buduti da je Rez = —3, Imz = 4, vrijedi |z = /(-3)2+ 4% =
VI9+16=+v25=5.

b) Buduti daje Rez= 0, Imz= 8, vrijedi |z = /0% + 8 = 8.
c)lzRez=—-12 i Imz=0 dijedi |7 = \/(—12)?2 + 0% = 12.

imaginarna os Iz posljednjeg primjera vidimo

da se ovako definirana apsolut-

na vrijednost kompleksnog bro-

janaskupu R podudara s poj-

_ mom apsolutne vrijednosti real-

bifmmmmmmm e rz=atbi nih brojeva koji smo usvajili u
prethodnom razredu.

| Kao %o realne brojeve prikazu-
1 jemo nabrojevhom pravcu, tako
0 a realna os i kompleksni brojevi imaju svoj

Svaki se kompleksan broj z=a+ bi u ravnini graficki prikaz. Njih prikazuje-
poistovjecuje s parom (a, b) Mo u ravnini.

Naime, kompleksni broj z = a + bi poistovjetujemo s uredenim parom (a,b) koji
prikazujemo u Kartezijevom koordinatnom sustavu na uobicajeni nacin.

Osapscisakoordinatnog sustavanazivaserealna os, aosordinataimaginarna os. Rav-
nina u kojoj se kompleksni brojevi prikazuju kao $to smo opisali zove se kompleksna
ili Gaussova ravnina.

Prikazimo u kompleksnoj ravnini brojeve zz = 2+ 4i, z = -3+ 2i,
z3=3,2=3. 2=2+4i
s .
3i ¢ z,=3i i
Z 32 |
| 2i i
1 =
-3 0 1 2 3




1.5. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

Prikazimo u kompleksnoj ravnini broj z = 3 + 4i, a zatim izraCunajmo
njegovu udaljenost od ishodista, te apsolutnu vrijednost.

Udaljenost z od ishodistaizratunat ¢emo pomocu Pitagorina poucka:
d=V3+42=1/9+16=V25="5.
Apsolutnu vrijednost ratunamo prema formuli:

24 = Va2 + 2 =+/32 4+ 42 =5
UoCavamo da su apsolutna vrijed-
nost kompleksnog broja z = 3+ 4i
i njegova udaljenost od ishodista
jednake.

Tajednakost vrijedi za svaki kom-
pleksni broj.

4i

Provjerimo dazabrojeve zz = 3+ 4i, zo = 1 — i vrijedi:

il
|2|

Al

71| = |z - |z i
1z 2| = |z - |2] =

o . O _
| zra€unajmo umnozak z; - z,, kolicnik Z—l i odgovargjuce module.
2

2 2=B+4)(1—-i)=3-3+4i —4i2=7+i,
2173+4| 1+i 343i+4i+4%2 -—1+47
z 1—i 1+i 12 + 12 2

2| =VR+82=5 |z = \/12 +12 =2,
|Zl Zz‘ = \/72+12—\/_

. . 5 5v2
Sadje |z1] - |z| =5V2 = |z - 27| i @:_:_‘/—:

| V2 2

Z
Vi) ’

= ‘ 2 vrijede, ne samo u ovom konkretnom slucaju

|z2]

nego i za sve kompleksne brojeve 7, z.

. .|
Svojstva |z1- 2| = |z |z| T | =

17



1. Skupovi brojeva

Zadaci 1.5.

1. lzratung apsolutnu vrijednost kompleksnog broja z, ako je:
@ z=3+4i; () z=1-3; @ z=-5-12i; @) z=1-2i;
O z=1+i; @ z=10; 0 z=12i; O z=-14i;
o 1, V3 VB i V2 V2
O z=-21; 02_§+7|,@z_—7—§,0 z= -+ .
2. Prikazi graficki kompleksne brojeve:
e zn=1-2; O z=2+3i; O z=-4-3i;
0 z=6; 0O z=2; O z=-3.

3.  Koji sukompleksni brojevi prikazani naslici?

227,,,,2’1;
|
|
| -7~~~ —————— 23
| |
zg i i
2 -1 0 2 304
1 | |
—i - 4mm-- EE— 25
1 l
1 l
—2it+----- $Zl |
|
|
Bif 324

4. Koji kompleksni brojevi odgovarajutockamaA(—3, 2), B(7,—-8), C(0,2), D(—4, —1),
E(5,—-2), F(3,0)? Nacrtgj ih u kompleksnoj ravnini.

5. Nacrtgj u kompleksnoj ravnini dane brojevei izratunaj im udaljenost od ishodista:

z=-3—-4i; z=1-1i; z=2+i; z:}+2i.
2

6. Akojez =3—4iiz=12+5i,izratung:

O z+z; O z-z; 0O z z; O |z;

O =l 0 2zl 2, m%;
O Rez +1mz; O |zl Rez; O 1zl z; (1) ZJ—FZ

18



1.5. Apsolutna vrijednost kompleksnog broja

. |z .
7. lzratung |z, |z|, |z - 2| i ‘2—1’ ako je:
2
€ z=4+3i, =5-12; () z=6-8i,2=-15-8i;
G n="7,2=-3; 0 zn=1+i,=1-1i.

PREGLED GRADIVA
Odnosi skupova brojeva \

NCZCQCRCC

Skup kompleksnih brojeva
C={z=a+bi:a beR}.
Imaginarnajedinica i jebroj zakaji vrijedi i? = —1.

Realni dio kompleksnog broja z = a + bi jerealni broj a. Oznatavamo:
Rez=a.

I maginarni dio kompleksnog broja z= a+ bi jerealni broj b. Oznatave-
mo: Imz=Db.

Broju z= a+ bi kompleksno konjugiran broj jebroj z=a— bi.

Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z je broj |z =

VET .

Potencije broja i:

k =1 /

19



1.6. Rjesenja zadataka

RjeSenja 1.1.

1. Cijeli brojevi su u zadacimaa), d), e) i h).

2. Racionalni brojevi su u zadacimaa), b), c), d), g) i h).

3. Racionalni brojevi su u zadacima ), b), ¢), €) i h), airacionani ud), f) i g).

4. @ x=9%,xeN; b)x=2,xeN; c)x=49,xeN; d)x=239, xeN;
e)x:%,er; f) x=1—§’,er; 0) x=%, XxeQ; h)x=-30,xeZ.

5. a)ne b)da c)ne 6. ayne b)da c)da

7. a)da; b)da c)dajersux; =5i x = —5 racionani brojevi; d) ne jer x; = V3 i
Xo = —+/3 nisu racionalni brojevi.

8. ax=3; b)xx=3, x=-12.

9. NijerjeSivau skupu R, jer je kvadrat svakog realnog broja nenegativan broj, pa ne moze biti

1.
o S RS G 6 gi; © %)‘? f) 0.6i; @) 13i; h) 02
hiva i) ive ki =i, |)£‘:£‘ 2iﬁ

/3 3

-5—213—43—50000%1+\/§
-1418—7—5008—14\/50?\/5

a) m=-3; b)ym=-12; ¢) —7m=25, m_—2—75.

4, ax=7,y=3; b)x=-17,y=-5; ¢)x=6,y=-11; d)x=7,y=7.

5. ax=4,y=6; b)x=-2,y=-3; c)x:%,y:

4 _ _
7 d) x=12, y=38.

1. _ TS __g. 33 §
6. a)a_7,b_—7, b) a=18, b= -16; ¢)a=280, b= 3 d)a_—z,b—_z.

RjeSenja 1.3.

1. @) 8+14i; b)7—24i; c) —53-24i; d) —24+0.48i; e)—g+3i; f) 10v/2+7V/3i.

2. aunto=7—i,z38—2=-1-Ti; b)z+z=1-i,z1—2 =9+ 13i;

Q0z+2=31+3,21—-2=-11-25; d)z+z=-5-39%,2z—2=1+3i;

e zn+2=27—48,21—2=19+54i; f)zn+z=-2-3,z—2=3+6i;

2 5. 22 13, 7 . B .

) z1t+2 = 15 7 1—5—1—2|, h) zz+z =24-31i,z1—2 = 22-59i;
i) z1+2=8/3—-17V2i, z1 — 20 = —6/3+ 19V2i .

I21 75 =

20



9.

10.
11.

Q) 7415, 4+ Ji: b) —42— 431, 21423 ) 95— 271, —1— 54

2
) . 17 . 7 3. 7 27 1 9
d) 91— 38i, —3.8+ 8.05; e)?—Gl,—§+Z|, f)§+zl,—(—5—£—1|.

a)8+3i; b)-2-1li; ¢ 6-8; d)1l—i; € 29+16; f) —15— 2li;

. .5 7. . 7. . 7 16 .
g) —12—25i; h) —35—90i; |)2+2|, i) 9+ 5l k) 7 i; 1) 11.3+15i.

S

a)5-—3i; b)3—i; c¢)62+12i; d) —16—45; e€) 343+228i;
- 26 26 27 91, . 13,

f) —10.19 — 15.56i ; g)—g—gl, h) 5 g I)8+3|.

a) 48— 84i; b) —63—36i; c)5; d)250; e 64+12i; f)7+i;
g) —23—2i; h) 12+ 16i.
23.

a)13; b) —44—126i; c)1—3—6|; d) 41 + 3V/15i.

a)264+7; b)29+3i; ) 14—44i; d) -25-T7i; € —24+4i;
f)y —7—24i; @) —21+20i; h)27—2.

a) —5+12i; b)—2i; o 2; d)60—232; e)—§1+i; f)1—2V2i.

a) —2—2i; b)-16+16i; c¢) 8; d)—8; e —46—9i; f)—117+44i.
al b)i; ¢ —i; di; e —-1; f)L

RjeSenja 1.4.

1.

9.

10.

& 7+3: b) 1445 ) 8—13; d)—%—gi; § —2i: f)18i:
o) 4; h)—-125; i) V2+i; j)vV2-i; k) 1-m 1) V3+iv2.

a)4, 6i; b)8 —10i; c¢) —5,28i; d)20,0; €0, —2i; f)1, V3i.

2 3—25i_ b) 1+810i; 9 —23+7i. " —3;14i; o _10: ) 1+212i.
& 1+i: b) 8—54|; 9 —101; 15|; d) —11—::8|; o —302—5 17|;
n-1ve; g 2 B8 B
a) —35— 4i b) —11845: 78i; ) 57 ;227i
a) Rez= g Imz= %; b) Rez= % Imz= —i—g; c) Rez= % Imz:—%.
a) ?-%:—5#%:_15?”:—%; b) 1—212i; 91 d —3—6i-
a)g—%l, b)l—52+g|, c)§+%|, d)o
_=

5"
a) Rez= 6__2; Imz= ETZS; b) Rez=0, Imz:—%; c) Rez=-1, Imz=0.

RjeSenja 1.5.

1.

a |4 =vZ&+#=5; b)v10; 013 d) 5 e Vv2; )10, g) 12
hy14; 21, )1 k1 L
z71=1-21,2=-1+2,23=3+i,z2=2-3i,5=4—1,25=—2.
—3+4+2i,7-8i,2,-4—i,5-2,3.

21



22

V17

a)|4=5; b)v2; c) V5; d —-—-

e) 13;

16 — 63

)65 9 —s—

b) |Zl| =10, |22| =17, |21-22| =170,

P4l
Z

a) 15+i; b) —9-—-9i; c¢) 5 —33i; d)5
D . me e e —8+7i
h) IR i)8 j)60; k) 60+25; ) 3
_ _ 2 —65 A= 2.
3 |zl =5 2| =13, 22| =65, | 7| = 1=;
a|_10. _ _ ol —
o "1 0 |al=7, =38, |z1-2| =21,
_ al_
|Z]_ 22|— 0 2 =1.

7.

3

d) [z] = V2, |z| = V2,
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