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1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

1.1. Brojevna kruznica

90°

U drugomrazredu, ai ranije, govorili smoo 60°
kutovima ijaje mjerabila danau stupnje-
vima. Tako je, na primjer, pravi kut imao
90°, ispruzeni kut 180°, puni kut 360° .

Uvedimo sada jedan drugi naCin mjerenja 180° Va
kutova. Promotrimo ispruzeni kut <aOb. ) 2
Oko vrha O opiSimo kruznicu k jedinic-

nog polumjera. Onasijece polupravac a u 2100

tocki A, apolupravac b utocki B.

U prvom smo razredu naucili daje opseg kruga
O = 2rm, pakonkretno u ovom slucaju, opseg
krugaje 2z jer je r = 1. No tadaje duljina

luka AB jednakapolovici opsegatj. jednakaje
7 (=~ 3.14). Kazemo daispruzeni kut ima 7
radijana. Drugim rijeCima, povezali smo kut s
duljinom luka jedinicne kruznice.

Naravno da ovaj postupak mozemo provesti za bilo koji kut ¢aOb. Oko vrha O kuta
JaOb opisemo jedini¢nu kruznicu koja krak a sijee u tocki A, akrak b utocki B.
Sad kutu pridruzujemo duljinu luka od tocke A do tocke B. Ta se duljinaluka naziva
radijanska mjera kuta b

B

1 rad

Buduti da su u upotrebi oba nafina mjerenja, dobro je znati kako jednu mjeru kuta
pretvoriti u drugu. OznaCimo s «® mjeru kuta u stupnjevima, as o mjeru istog kuta
uradijanima. Tadaje

m:180° = o4 : o°.

Da bismo stekli neki osjetqj za radijansku mjeru spomenimo da kut od 1 radijanaima
priblizno 57°17'44" (slikadesno). Dakle, duljinalukajedinicne kruznice koji pripada
kutu od 57°17'74" jednaka je njezinom polumjeru, tj. 1.

U dljedectoj tablici navedene su mjere nekih kutova u stupnjevimai u radijanima:
mjerau stupnjevima  0° 30° 45° 60° 75° 80° 90° 270°

mjerauradijanima 0
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1.1. Brojevna kruznica

Primjer 1.

Nacrtajmo kutove o, ako je o :

ym % 5n 7w m 2 dn St n SnoTn
3'3’"3" 3"’ 6' 6 6

aZ1ZIZI41

Krak kuta od % radijana prolazi tockom

na kruznici koja s A €ini luk duljine T

Napisimo 35°2'14” u radijanima.

. Prvo je potrebno dani broj pretvoriti u stupnjeve:
2 14

o __ 0o/ " = — 0
o° =35°2'14" =35+ &0 aF 3600 35.037222°,
azatimizrazmjera m : 180° = ¢ : a°® dlijedi
o’m
= = 0.61151 .
o 180 0.611515 rad

Ova pretvorbaiz oblika “ stupnjevi-minute-sekunde” u stupnjeve, te u radi-
jane moze se vrSiti pomocu dzepnog racunala. Naime, racunalo postavimo

u stanje te unesemo podatak u obliku 35.0214. Pritiskom natipku
dobivamo 35.037222, a zatim izraéunamo ¢, . Neka ratunaa
automatski prelaskom u stanje [[FZYB)| ta broj pretvaraju u radijane.



1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

Kut od 2.5 rad izrazimo u stupnjevima.

180° - 2.5
. w :180° = o 1 a°, w:180° = 25: a°, a° = —,
o~ 143.239448° , o ~ 143°14'22" .

b2
U ovom smo racunu upotrijebili dZzepno racunal o da bismo dodli do velicine
o ~ 143.239448° . Vetina dzepnih ratunala ima vet ugradenu tipku za
prebacivanje u oblik D°M’S” | tj. stupnjevi-minute-sekunde. Ukoaliko ta
funkcija nije ugradena, postupak je sljedeti: od 143.239448 oduzmemo 143
i pomnozimo sa 60. Dobivamo rezultat 14.36688. To su minute. Zelimo li
dobiti josi sekunde, od tog broja oduzmemo cijeli dio i ostatak pomnozimo
sa60. Dobijamo 22.0128" . Dakle, o =~ 143°14'22" .

U vetini ovakvih ratuna gdje se pojavljuje broj 7 dobijemo priblizne vri-
jednosti, jer je r iracionalan broj pa ga prikazujemo s manjeili vise tonim
aproksimacijama.

b Promotrimo kako dolazimo do kutova mjere ve-
¢e od 360°, odnosno 27 radijana. Kut <aOb
je, dakle, uredeni par polupravaca a i b sistim
poCetkom O. Zamislimo da je poCetni krak a
nepomican, a da smo do polozZaja polupravca b
dodli vrtnjom oko O u pozitivhom smjeru, tj. u
Y 4 4 smjeru suprotnom od kretanja kazaljke na satu, te
nekaje o mjerakuta 4aOb.

Nastavi li polupravac b rotirati joS jedan cijeli
Mjera kuta JaOb je « + 2r. krug, dolazi u svoj pocCetni polozaj.

Mjeratako dobivenog kutaje o + 360°, odnosno o + 27 ako jeizrazenau radijanima

b
B

Sad lako mozemo zamidliti kako tvorimo
kutoveod o+2-27, a+3-27, itd. Naime,
nastavi li polupravac b rotirati dva kruga
od svog pocetnog polozagja dobivamo kut
mjere o + 2 - 2m, zatri kruga o + 3- 2,
itd. Y 4 a

Mjera kuta 4aOb je o + 2 2rx.

Do polozaja polupravca b mozemo do€i i
vrtnjom oko O u negativhom smjeru, tj. u
smjeru kretanja kazaljke na satu. Tad go-
vorimo o kutu s negativnom mjerom. Ta
Kut <aOb je kut s negativnom mjerom. mjeraiznos o — 2r, gdjie je o mjeraiz
intervala [0, 7) .



1.1. Brojevna kruznica

Nastavi li se polupravac b vrtjeti u ne-
gativnom smjeru jos jedan krug, dolazi
u svoj pocetni polozaj, amjeratog kuta
iznosi oo — 2 - 2r.

Na donjim su slikama nacrtani kutovi
kojima su nalijevoj slici dane pozitiv-

. L . Mjera kuta aOb je o — 2.
ne mjere, a na desnoj slici negativne

mjere.
0° -270°
300 -330°
a Va
180° Q a —180° \0 a
300° —60°

Uglavnom, svi kutovi mjera o, o+ 2, oo+ 4m, oo+ 6n, oo —2m, oo —4m,...imau
zavrsni polozaj kraka b isti, tj. uistoj tocki B sijeku kruznicu k. Kazemo dabrojevima
o+ 2km, k € Z pridruzujemo tocku B. StoviSe, svakom realnom broju x mozemo
pridruziti na jedinicnoj kruznici odgovargju€u tocku B, jer je svaki broj x radijanska
mjeranekog kuta. Brojevi kojimaje pridruzenaistatocka B nakruznici se medusobno
razlikuju za 2kr , tj. 360°K .

Kruznica s ovakvim pridruzivanjem naziva se brojevna kruznica.
Mjerakutaiz intervala [0, 2r) , odnosno [0, 360°) nazivase glavna mjera.

431

Kutovimaod: a) 3287; b) ?n; c) 1081°; d) —213°
nadimo glavne mjere u radijanima.

. a) Kakoje 328w = 0+2-164r , glavnaje mjeratog kutajednaka O radijana.

%n - L\ff“:’n - gn+71~2n dijedi dajeglavnamierajednaka

gn radijana.

b) 1z

c) 1081° = 3- 360° + 1°, paje glavna mjerajednaka 1°.
d) —213° = —360° + 147°, teje glavha mjerajednaka 147° .




1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

Zadaci 1.1.

1.

Nacrtaj nabrojevnoj kruznici kutove od:
@ 60°, 120°, 180°, 240°, 300°; () 30°, 150°, 210°, 330°;

Q 45°, 135°, 225°, 315°; @ 90°, 180°, 270°, 360°.
Nacrtgj kutove od:

T 37 n 2n 4m 5rm
e 5171 Qoyﬂazna e 51?13131
@ % Sn T o m 5nn

4’ 4 4’ 4° 6" 6 6" 6

Pretvori u stupnjeve:

Vi) 3r T 3 5r Vi)
0 05 073 057 01 03

T, 2n U 37 T n
0 05 05 05 05 0%
Pretvori u stupnjeve, minute i sekunde:
® 15rad, (P 3rad;, @ O5rad; @) L2rad; @ 1.32rad.
Pretvori u radijanei skicirgj nakruznici:
© 60°; O 9 © 180°; © 210°;
0O 225; O 135 0 270°; @ 330°.

Pretvori u radijane:

e 4w0; O 100°; 0 s5°; @ 27;
0O 35°21; O 75°34; 0 211°25'; @ 321°59;
O 1w02143"; @ 31°259"; @ 121°17; O 3401°320".

Nadi glavhu mjeru kutovai nacrtaj na brojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima

@ 720°; O 540°; ©® 1080°; @) 3600°;
0O 450°; O 1530°; 0 1710°; @ 5670°.

Nadi glavnu mjeru kutovai nacrtaj na brojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima

@ 390°; ©® s10°; O 4110°; @ 1290°;
O -150°; O 30 ¢ —2130°; @ —2550°.

Nadi glavnhu mjeru kutovai nacrtaj na brojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima

@ 420°; ® 3720°; O 1320°; @) 2100°;



1.1. Brojevna kruznica

O —2460°; @ -o0°; € —240°; @ —840°.

10. Nadi _glavnu mjeru kutovai nacrtaj na brojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
émiOSC’; (O 3645°; 0O 1215°; @ 2025°;
0 5 O —225°; 0 -2115°; @ -—1935°.

11. Nadi glavnu mjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
émiw; O 395°; O 1234°; @ 82175°;
O —4; O 351 €) —1000°; @ —2147°.

12. Nadi glavnu mjeru kutovai skiciraj na brojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-

vima
® 3r; ® 157; O - € 191r;
0O 2r; D 4, @) 20027; @ 19987
13. Nadi glavnu mjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima
251 53n 103n 2037
2 6’ o 6’ o 6 o 6 '

191n

m 17n ol -
O % L Bkt [0 Bkt h B

14. Nadi glavnu mjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzenetim kuto-
vima
9 | 197 3887 6057
3’ 3 3 3
617

471 1907 1407
=5 05 075 07

15. Nadi glavnu mjeru kutovai skicirgj nabrojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-
vima
8ln 123r 221m 287n
e 4 Q 4 ' e 4 @ 4 '
157 7971

T 9r
Q_Z’ G_T’ @_T’ @—T-

16. Nadi glavnu mjeru kutovai skiciraj na brojevnoj kruznici tocke pridruzene tim kuto-

vima:

1701 4921 3531 4721
e13’ @23' 010’ 7
0O 10; O 127 0 345; O -s2.



1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

17. Napi§ josbar 4 mjere kuta u radijanimacija je jedna mjera zadana:
m 8 197
o3 O 3 N
141 1999 147
Q= 0 = 5"
Pretvori radijanske mjere u stupnjeve.
18. Napi§ josbar 4 mjere u stupnjevimakuta ¢ijaje jedna mjera zadana:
@ 330°; O -60°; © s0;
¢ 1440°; O —199%°; 0O .

Pretvori mjere u stupnjevimau mjere u radijanima.

1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

D Sinus i kosinus

y " I .
b Smjestimo i brojevnu kruznicu k na

koordinatni sustav tako da se polupra-
sin x vac a podudara s pozitivnim dijelom

x-0si, avrh O sishodiStem, dobivamo

trigonometrijsku kruznicu. Promotri-
x x mo kut <aOb mjere x. Krak b sije-
0 cosx 4 ¢e brojevnu kruznicu u totki B koja,
naravno, u tom koordinatnom sustavu
imadvije koordinate. Apscisu tocke B
nazivamo kosinus broja x, a ordinatu
totke B sinusbroja x.

Sinus realnog broja

Sinus realnog broja x ordinata je one tocke trigonometrijske kruznice koja je
pridruzenarealnom broju X.

Kosinus realnog broja @

Kosinus realnog broja x apscisa je one tocke trigonometrijske kruznice koja je
pridruzenarealnom broju X.

Domena obiju funkcija je R, tj. x je bilo koji realni broj. Budu€i da su koordinate
tocke B veteili jednake —1, amanjeili jednake 1, kodomena tih funkcijaje interval
[—1,1]. Ovo zapisujemo:



1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

Funkcije sinus i kosinus
cos: R — [-1,1] sin: R — [-1,1]

X — COSX X — SINX

Primjer 1.

| zraunajmo sinusi kosinus od X, ako je x:

7 2
a) 7 b) 19987 : Q) ?”; d) 3—2571
Nacrtgimo i sliku.
y
D snz=0, cosnr=-1; %n
sin1998r = 0, cos1998z = 1;
. I n )
sm?:—l, 0037:0, i 1998
[0 X
sin—sn—l o 33—25n—0
277 27
In
Nacrtajmo kutove mjere t za koje vrijedi:
. 1 N
a)smt—é, b) cost = 1
D o ¥ b) b
T3

8

X N\ A X
T4
T,
Za kutove JAOT; i SAOT, vrijedi Za kutove JAOT3 i SAOT, vrijedi
sint:l. cost:—}.

2 4
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D Funkcija tangens
Funkcijatangens, u oznaci tg, definirase po-
mocu funkcijasinusi kosinus ovako:
sinx
tgx = pvt cosx # 0.
Zakoje brojeve x vrijedi cosx # 07?

Jedine tocke na brojevnoj kruznici s apscisom
0 sutotke C(0,1) i D(0,—1) (slikadesno).

Brojevi koji se predlikavaju u tocku C su bro-

'eviE i 9_7r -3 —-Tn .
’ﬂ 2’ 2" 2 T2
§+2k7r,keZ.

1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

T 4 okn

D|3n

7+2kﬂt

~ Ci D sutotke
trigonometrijske kruznice
s apscisom O.

Tocki D odgovargju brojevi 37” +2krr, k € Z. Dakle, tangensje definiran zasvereal -

ne brojeve x razlicite od g+kn, keZ.

Nadlici setangens broja ocitava ovako. U
tocki A povucemo tangentu p na kruzni-
cu. Zavrsni krak b kutamjere x sijeCe tu
tangentu u tocki T koja u koordinatnom
sustavu ima dvije koordinate. Druga koor-
dinata, tj. ordinatatocke T je upravo tgx.
Pravac p nazivamo tangensna os.

Nacrtajmo zadane kutove natrigonometrijskoj kruznici i tgx natangensnoj

osi ako je x:
97 3n 3n
D o
3n 4
4
tg9”—tg(—
X
3n
tg 4
_3n
4




1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

D Funkcija kotangens

Funkcijakotangens, u oznaci ctg, definira se ovako:
ctgx = cosx sinx# 0
g - -nxa .
Brojevi zakojeje sinx = 0 su oblika kr,
. COSX .. .
ke Z,pajedakle, ctgx = Snx defini-
ranozax# kr, ke Z.

Nasdlici sekotangens oCitavaovako. U toc-

x ki C(0,1) povucimo tangentu q na kruz-
nicu. Zavrsni krak kutamjere x sijeCetan-
gentu u tocki G koja u tom koordinathom
sustavu imadvije koordinate. Njezinaaps-
cisajekotangensbroja x. Pravac q naziva
se kotangensna os.

Nacrtajmo kutove mjere x na trigonometrijskoj kruznici i ctgx na kotan-
gensnoj osi ako je x:

VA 11 3r
a) Z; b) T; c) 2
g Y oo = (_3_Tr)
tg LI 1 ¢t ct
D ey, 84 8Ty
—_—
1ln s
4 4
X
_3n
4

Odredimo predznake trigonometrijskih funkcija u pojedinim kvadrantima.

PNl <o | [ ]
tocke pozitivne, tj. sinx > 0, -----
b e [ | | [

St 4 -+ -

Cdgx 4 - b o

Zaostale kvadrante vrijedi ova
tablica:

11
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1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

D Veza s trigonometrijskim funkcijama Siljastih kutova

U drugom smo razredu proucavali trigonometrijske funkcije samo Siljastih kutova.

Ponovimo te definicije.

/ Trigonometrijske vrijednosti Siljastog kuta

sino.

Omjer
cosa .

Omjer
tgo.

(@]

sctgo.
\

Nekaje ABC pravokutni trokut s hipotenuzom AB i kutom o pri vrhu A.

. a L . . . .
Omjer — nasuprotne katete i hipotenuze naziva se sinus kuta o i oznaCava sa

prileZzete katete i hipotenuze naziva se kosinus kuta o i oznaCava s

nasuprotne i prilezece katete naziva se tangens kuta o i oznaCava s

b . . .
Omjer a prilezeCe i nasuprotne katete naziva se kotangens kuta o i oznaCava

~

J

Trigonometrijske vrijednosti Siljastog kuta
definiraju se pomocu pravokutnog troku-
ta Vrijedi sno = & = cosf,cosa =
b = dnB,tga = 2 = cgB.ctgo =
2 = tgB. U drugom je razredu takoder
pokazano da se vrijednosti trigonometrijs-
kih funkcijakuta ne mijenjaju promatramo
li medusobno slicne trokute.

Naizgled su te definicije nesto drukcCije od ovih koje smo sada uveli. Ali pokazimo da

seradi o istim pojmovima.

y

JaOb je Siljasti kut s mjerom x € R.

Promotrimo na slici pravokutni trokut
OCB. Totka B imakoordinate (cosx,
sinx), tj. |OC| = cosx, |BC| = sinx.
Prema onome $to znamo iz drugog raz-

N IBC| .. "
reda vrijedi sinx 08| ali buduci
daje kruznicajedinitna tj. |OB| = 1,
dijedi daje sinx = |BC|. Dakle, za
Siljasti kut x sinus definiran u drugom
razredu i u ovom poglavlju je jednak
broj. Isto vrijedi i za ostale trigonome-
trijske funkcije.



1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

Ovdjejemjestoi vrijemedase prigetimoi vrijednosti trigonometrijskih funkcijanekih
specijalnih Siljastih kutova.

t(°) t (rad) sint cost tgt ctgt
* 5 : % %
| N
| R

Zadaci 1.2.

1.

Nacrtgj trigonometrijsku kruznicu polumjera 1l dm, te pomoc¢u kutomjerakutove
O w;, @22 @3, @O 45 O @ 140

@) 200°; (@ 310°. Mijerenjem odredi sinusi kosinustih kutova

Nacrta] kut mjere t i istakni nacrtezu sinusi kosinusod t ako je t jednako:
321n 141r 33n

@ 32, (O 147, @ 197 @— @——0—

Odredi glavnhu mjeru zadanog kuta, prikazi ga na trigonometrijskoj kruznici i istakni
sinusi kosinusod x ako je x:

© 30°; @ 50°; @ -750°;6) 2070°; @ 60°; @ 120°;
O —420°;() 2100°; @ 45°; @ 135°; (P —405°; (P 855°.

Odredi glavnhu mjeru zadanog kuta, prikazi ga na trigonometrijskoj kruznici i istakni
sinusi kosinusod x ako je x:

T 5r 17n 17n T 2
@5; QF; OT; @—T;e 5; 03;

17r 237r 3 21n 431
@——@ 0— OZ;GT;G—T-

Nadi sint, cost akoje t:
1997

@ 27r; () -187; @ 384r; @) 27171; (e ) —4—2371;0 -
Nacrtgj natrigonometrijskoj kruznici tocke pridruzene kutu t zakoje vrijedi:

. 1 R
esmt_ ; ant_é, ©® snt= 7
@) cost=Z; (e costz—%; (f ] cost:—g.

2
L.
3

13



1. Trigonometrijske funkcije realnog broja

7. Odredi predznake funkcijasinusi kosinus brojeva

@ s27°; O 834, 0O 2215 @ 1237°;

187 3247 4231 123r
< Bt o—-— 05 0

8. Nacrtgj dane kutove mjere x i natangensnoj osi nacrtaj tgx ako je:

© 30°; (@ 150°; 0O 210°; © 750°;
© 60°; O 120°; @) 780°; @ -—1500°;
O s; D 13 O s55°; O -135.
9. Nacrtagj dane kutove mjere x i natangensnoj osi nacrtaj tgx ako je:
) m 23rm 41n
9% U % 0%
i) 4r 197 101x
O 3 o3 0 = ®—
i) 51 157 8lr
0 Z; 0 T; @ T; 0 7
10. Postoji li tangens od ovih brojeva:
@3 0% @ui @ -

_ 21r Mn 3218
- @i O @ =

11. Nacrtaj natrigonometrijskoj kruznici kutove mjere t zakoje vrijedi:

@ wt=1; ® wt=2; O wt--3;
@ tgt=15; 0O tgt=-18; O twt=2.

12. Nacrtaj kutove mjere x i istakni nakotangensnoj osi ctgx ako je x:
@ 30°; O 210°; O -510°; €) 1050°;
O o&0°; O 240°; € —480°; @ 1020°;
0 +; O 225; 0 85°; 0 .

13. Nacrta kutove mjere x i istakni nakotangensnoj osi ctgx ako je x:
T 5r 3ir 431 T 2m
@z 05 050503 07
101r T1n T 3 73n 103n
50503 05 6070

14



1.2. Definicija trigonometrijskih funkcija

14. Nacrtaj natrigonometrijskoj kruznici kutove mjere x zakoje vrijedi:

e ctgx =1; @ ctgx = 2; e ctgx:%;
O cgx=-1; ©® ctgx=0; @ cgx=-25.

15. lzratung

e sin 180° + cos360°; 2c0s180° — 4sin90°;

® 3sin270° — 5c0s90°; 8sin1080° + 5cos(—1080°);
Q tg540° — 4cos(—540°); ctg450° + 18sin(—900°) ;

cos?(—270°) — cos’ 180°
sin? 450° + sin? 270°

© €606

oC 1440° + sin(—630°)
sin 3600° — cos3600° ’

16. lzratungj:

©

. T . 3n .
e cosn—cos47r+sm§~cos(—n); sn?—cosn+snn;

. 17
tgl4n + sin(— =)

- B . 2.

@ sn19967—cos1997m+19199%87; @ — 57 cosan

. 197 2 5

§n—-+cos’(——) o cos? 7w — 2sn?7n
sinz(—&) + cos(5—ﬂ) , 0032@ + 23in2@ ,

2 2 2 2

cosan + cosl7n sin? 2L2n — 3c0s218n
o ; TN -

in3 — _ § _

sin 5 5cos7n 4sm< 2)

17. Odredi predznak funkcijasinus, kosinus, tangensi kotangens brojeva
6@ 322; O 431°; 0O —123°; 0 25030,
14 7217 @ 32531 234n
5 ' 8 '’ 10 7
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