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TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE REALNOG BROJA

1.1. Brojevna kruznica

Na pravcu p istaknimo dvije razliCite tocke | i E. Tocki | pridruzimo broj O,
atoCki E broj 1. Svakoj tocki pravca mozemo pridruziti jedan broj i obratno.
Pravac p s tim pridruzivanjem nazivamo brojevni pravac, tocku | nazivamo
ishodistem, atoCku E jedinicnom tockom.

1 E

;110 1

2

2 3n

Brojevni pravac.

0,1)

(-1.0) of aof! x

(0,-1)

Brojevni pravac p dira kruznicu k,
d(O,1)=d(l,E) =1.

Pravac p namotajmo bez klizanja i ra-
stezanja na kruznicu k tako da polu-
pravac s pozitivnim brojevima namata-
mo u pozitivhom smjeru, a polupravac
S negativnim brojevima u negativnom
smjeru. Ovim namatanjem sSmo sva
kom realnom broju t pridruzili jednu
tocku E(t) kruznice. Ovo pridruZiva-
nje zovemo eksponencijalno preslika-
vanje pravca ha kruznicu i oznaCavamo
s E.

Neka je k kruznica polumjera 1 sa
sredistem u ishodistu O koordinat-
nog sustava u ravnini. Slovom | oz-
nacimo tocku (1,0) na x-osi. Njo-
me postavimo brojevni pravac p oko-
mito na x-0s tako da pozitivni broje-
vi na pravcu budu u prvom kvadran-
tu.

E(1)

E(t)

Namatanje pravca na kruznicu.

Kruznicu k zajedno s eksponencijalnim preslikavanjem E : R — k nazivamo

brojevnaili trigonometrijska kruznica.

Broj O preslikava se u tocku | . Kako je duljina jedini¢ne kruznice jednaka 2r,
dijedi dasei brojevi 2, 4r, 67,... preslikavaju isto u tocku | .
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1.1. BROJEVNA KRUZNICA

c-£(3)£()-.

...=E(3n)=E(n)=I <O::> I=E(0)=E(2n)=...

5(7)-£(%)--

E(t)=E(t+2km)

Duljina jedini¢ne polukruznice je 7, pa se broj m preslikava u totku I ko-
ja je dijametralno suprotna tocki |. Ali isto tako, i brojevi 37 = n + 2r,
57 =m+2-2m,... setakoder presiikavaju u T .

Cetvrtina kruznice ima dulj Jlnu , paznali da se u tocku C preslikava brOJ

ali i brojevi §+2n, §+47r,....

Opcenito mozemo zakljuciti da se svake dvije tocke koje su na pravcu udaljene
za visekratnik broja 2w namatanjem stope u jednu toCku kruznice, tj. vrijedi

E(t+ 2km) = E(t) zasvakite Rike Z.

Primjer 1.

Nacrtamo E(t), ako je t jednako:

a " 2r 3nm Sm Irm by * 2n 4m 5m o’ 2r 3nm 4m 5S¢
"o Y3 aaa )5 6 6 6 6
b a) Cetvrtina polukruznice ima duljinu % Tocke y
T 3r 5r i E@)
=(3). (%) e(%). e(7) dide cevni (3 (5 -
ne kruznice na jednake dijelove. 4
[0) I x
5($) (%)
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b) c)
y y
2n T 3n
£(F) £(3) (4) E(6LZ
S © (¥
Sn
[0 X
E () I @ 5 7 =
4 Sn
Tretina polukruznice ima duljinu g Totke E(%)...,E %”) dijele
. T\ . 2r . ornju polukruznicu na Sest jednakih
Tocke E(g) | E<?> dijele gornju p dijelova. l
gornju polukruznicu na tri jednaka
dijela.
Primjer 2.

Zarealni broj t = 1%” nadimo brojeve t; € [0,2r7) , t, € [67,8m), takve da vrijedi E(t) =
E(ty) = E(t2).

4 . 197 3n . 3m
KakoleT_4n+I i ZG[O’Zm to
et —3_71:
ety = i

4 BI’Oj 153 racunamo ovako:
_(27n 19 3
E (== T 7T
4 ) = —
( \ (47r + ) 67 + 67

3r
o 1 % = = -
(4 — 61) + <6n+ 2 )

27

= —2 _

Tt

: 27
p paje tZ:Tne (67, 87) .

.. 197 3n 2/n . .
Brojevi VRIS preslikavaju se

u istu tocku trigonometrijske kruznice.
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Zadaci 1.1.
1. Nabrojevnoj kruznici odredi tocke E(t) ako je t:
a) m; b) 3r; c) 20057; d) —m; e) —b5r;
f) —2003r; Q) 2m; h) 8r; i) 1626m; ]) —2m;
Vi o 20057
k) —6rm; ) —238r; k) X D) > m) 5
n) T 0) o ) 20017
2: 2 1 p 2 "
2. Nabrojevnoj kruznici odredi totke E(t) ako je t:
Vi 2r Vi 21 3
a) §! b) ?! C) g: d) ZT[! e) _?1
171 1998 289 . 1999
f) g 0) T h) —3 i) —3 7
3. Nabrojevnoj kruznici skicirgj polozaj totke E(t) ako je t:
a) 1; b) 12.65; c) 16.785; d) 1988; e —1;
f) —0.23; g) —1103; h) —30.28; i) 6.72;
pri Cemu uzmi daje m ~ 3.14159.
4. Odredi t € [0,2r) takav daje E(t) = E(x) ako je zadan x:
a) 1321 b) 2137 Q) —1im; d) —42n; B 197”; ) 1929”.
5. Odredi t € [0,27) tekav daje E(t) = E(x) ako je zadan x:
1217 14327 127w 15467 237n 37w
6. Odredi t € [0,27) tekav daje E(t) = E(x) ako je zadan x:
a) 16.28; b) 32.14; ¢) —10.31; d) -8; e) 101; f) —7.51,
pri ¢emu uzmi daje 7 ~ 3.14.
7. Odredi t € [-27,0) takav daje E(t) = E(x) ako je zadan X:
251 1235x 1327 218r
a) 137T, b) —14347'[, C) T, d) — 6 , e) 17 , f) —E
8. Odredi t € [107,127) takav daje E(t) = E(x) ako je zadan X:
Vi 3r Vi 32 257 357
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TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE REALNOG BROJA

1.2. Kutovi i radijani

Nekaje tg broj izmedu Oi 27. Nama- y
tanjem pravca na kruznicu taj se broj
preslikava u tocku E(to) . £ (1)

Tockom E(tg) povucimo polupravac \io
OE(tyg) koji zajedno s pozitivnim dije-

lom x-osi odreduje kut <1 OE(tg) . Du- 0 7 x
ljina luka kruznice koji se nalazi u tom
kutu jednakaje to. Taj sebroj tp naziva

glavna radijanska mjera kuta. Ako je
t; neki drugi broj vanintervala [0, 2rr) ,
ali Cija se tocka E(t;) podudara s totkom E(tp), tada broj t; zovemo radijan-
ska mjera kuta. Glavna mjera i svaka druga mjera istog kuta razlikuju se za
viekratnik broja 27, tj.
tp=to+2kn, keZ, to=10,27).
y y

£(3)

o I x E (1) o

NI

Na primjer, pravi kut (slika lijevo) ima glavnhu mjeru g radijana, 3to krace piSe-

. 57 9 3 . . .
mo Erad, a neke druge mjere su mu ?ﬂ ?ﬂ —%T, —g itd. Ispruzeni kut
(slika desno) ima glavhu mjeru mrad, a neke druge mjere su mu 3n, 57, 77,
—m, —3m itd.

Povijesno gledano, stariji naCin mjerenja kutova jest mjerenje u stupnjevima. U
tom slu€aju je glavha mjera ispruzenog kuta jednaka 180 stupnjeva, Sto krate
zapisujemo 180°, a kut s mjerom od t radijanaima
180
s="—"—-t
m
stupnjeva. Pri toj pretvorbi obi¢no koristimo i manje dijelove stupnja: minute

1 1
! H H 1/ — H
(Y = 50 stupnja) i sekunde (1 50 minute).



U dljedectoj tablici navedene su mjere nekih kutova u stupnjevimai u radijanima:

mjera u stupnjevima 0° 30° 45° 60° 75° 80° 90° 270°

mjerau radijanima O —
y
i
2
Sm o
6 6
T 0] 0 X

5n ﬂg A §E

e
4 3 12 9 2 2

Dakle, kad kazemo “kut od 30°”, “kut
od % rad” ili “kut od 390°”, “kut od

—11—” " radi seoistom kutu, ali srazlici-

6
tim mjerama: 30°, % rad, 390°, —11?”
rad. Ukoliko u mjeri kuta ne piSe krati-
ca “rad”, podrazumijeva se da se radi o
radijanskoj mjeri.

Uvest Eemo joS jednu skratenicu. Na brojevnoj €emo kruznici ponekad umjesto
oznake E(t) pisati slovo t, uz tu tocku ili unutar kuta.

Primjer 1.
Kutovima od

431
a) 3287; b) ?n;

nadimo glavne mjere u radijanima.

N __~

1.2. KUTOVI | RADIJANI

c) 1081°; d) —213°

) a) Kako je 328m = 0+ 164 - 2, to je glavna mjera tog kuta jednaka O radijana.

431 71.6+5 5

71 - 2n dlijedi daje glavna mjera jednaka gn radijana.

c) 1081° = 3-360° + 1°, paje glavna mjera jednaka 1°, tj. % rad.
: o . 147n
d) —213° = —360° + 147°, te je glavna mjera jednaka 147°, . 180 rad.
Primjer 2.
Danu radijansku mjeru kuta napiSimo u stupnjevima:
a) 1rad; b) 34 rad; c) —28.2 rad.

180 180

) a) Koristeti formulu imamo s = 7t === 57.295779°. Takoder, mogli smo koristiti i

dzepno racunalo tako da u stanju RAD upiSemo dani broj u radijanima, tj. 1, te koriStenjem
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tipki SHIFT DRG dok se ne dode do stanja DEG dobivamo broj u stupnjevima. Uobicajeno
je ova broj zapisati i pomocu minuta i sekunda. Broj minuta dobivamo tako da oduzmemo cjelo-
brojni dio i razliku pomnozimo sa 60: 0.295779° - 60 = 17.74674’. Oduzmemo li od ovog broja
cjelobrojni dio i ostatak pomnozimo sa 60, dobit cemo sekunde: 0.74674' - 60 = 44.80". Dakle,
mjera u stupnjevima kuta od 1 radijanaiznosi 57°17'45”. Ovaj postupak pretvaranja stupnjeva u
minute i sekunde je na vectini dZepnih ratunala takoder automatiziran (tipka — °’” ).

b) 34rad = 1948.056503° = 1948°3'23". ¢) —28.2rad = —1615.740982° = —1615°44'28" .

Primjer 3.
Napisimo 35°2'14” u radijanima.

: R . . 2 14
» Prvo je potrebno dani broj pretvoriti u stupnjeve; s = 35°2'14" = 35+ 50 -+ 3600 35.037222°,

azaimt = % = 0.611515 rad. | ova pretvorba iz oblika “stupnjevi-minute-sekunde” u stup-
njeve, te u radijane moze se vrsiti pomocu dzepnog ratunala. Naime, ratunalo postavimo u stanje
DEG te unesemo podatak u obliku 35.0214. Pritiskom natipku °’” — dobivamo 35.037222,
azatim prelaskom u stanje RAD ( SHIFT DRG ) tg broj se pretvarau radijane. Tvoje racunalo

mozda imatipke DRG i °’” — druga€ije oznatene. Zato se svatko mora poblize upoznati s
radom svog dzepnog raCunala.

Zadaci 1.2.

1. Pretvori u stupnjeve, minute i sekunde:

a) 1.8 rad; b) 21.35 rad; c) —4.2 rad.
2. Pretvori u radijane:
a) 10°21'43"; b) 31°2'597; c) 121°1”.
3. Napis joS bar 4 mjere kuta u radijanima Cija je jedna mjera zadana, te pretvori sve te mjere iz radijana
u stupnjeve:
a2 b) omi 9 of A w2 m ) e

4. Napi§ joS bar 4 mjere u stupnjevima kuta Cija je jedna mjera zadana, te pretvori sve te mjere iz
stupnjeva u radijane:

a) 330°; b) —60°; c) 80°; d) 1440°; e —1998°; f) —1°.
5. Odredi glavnu mjeru u radijanima kutova kojima su dane mjere:
137 148 872 287 117
a) T, b) ?TC, C) ?TL', d) —1447'[, e) —TTL’, f) —ETC
6. Odredi glavnu mjeru u stupnjevima kutova kojima su dane mjere:
a) 1080°; b) 456°; c) 12345°; d) —345°; e —5°; f) —1457°.
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1.3. Definicija trigonometrijskih funkcija

y
Funkcije sinus i kosinus

Namatanjem brojevnog pravca p nakru- sint
Znicu k, svaki serealni broj t presika
u jednu tocku E(t) kruznice. Tatocka
E(t) ima dvije koordinate. Prvu nazi- o
vamo kosinus broja t, a drugu sinus

broja t. k

Kosinus realnog broja t je apscisa one tocke trigonometrijske kruznice koja
je pridruzena broju t.
Sinus realnog broja t je ordinata one toCke trigonometrijske kruznice koja
je pridruzena broju t.

Funkcija koja broju t pridruzuje broj cost naziva se kosinus i oznaCava se sa
cos, a funkcija koja broju t pridruzuje broj sint naziva se sinusi oznatava se
sa sin. Funkcije kosinus i sinus definirane su na skupu R, a kodomenaim je
[—1,1] jer su koordinate totke E(t) brojevi koji po apsolutnoj vrijednosti nisu
veti od 1.

Funkcije sinusi kosinus
cos: R — [-1,1] sin:R — [—1,1]
t — cost t+— sint

Primjer 1.

Nacrtajmo tocku E(t) i izratunajmo sinusi kosinus od t, ako je t:
325

a) m; b) 1998r; c) —477m; d —m. v
2 (5
2
P sint=0, cosmt = —1;
sin1998z = 0, cos1998r = 1, E(m) E(1998m)
sin(—477r) = 0, cos(—477m) = —1; E (-47Tm) o ¥
. 325 325
san =1, cosTn =0.
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Primjer 2.

Nacrtgjmo tocke E(t) za koje vrijedi:

. 1 . 1 2. 1
a) smt—é, b) S|nt——§, C) cost—3, d) cost = 1
y y

E (1)

| E(1))
: +° 3 '

| E (1)

E(1,)

Zatotke E(t) i E(tp) vrijedi Zatotke E(t1) i E(tp) vrijedi
2

sint; = sinty = 1. Za totke E(t3) i costy = costp = 5. Za totke E(tg) i
E(ts) wrijedi sintg =sinty = —1. E(ts) vrijedi costs = costy = — 3.

Funkcija tangens

Funkcijatangens, u oznaci tg, definira se pomocu funkcijasinusi kosinus ovako:

int
g tgt = ﬂ, cost # 0.
C=E(%+2kn) . Cost

Zakoje brojeve t vrijedi cost # 0?
Jedine tocke na brojevnoj kruznici s apsci-
som 0 su tocke C(0,1) i D(0,—-1). Bro-

© ! * jevi koji se namatanjem preslikavaju u toc-
ku C su brojevi = o 9m s

L : ™M 5
D=E(F+24x) —_2”,...,tj. C= E<g+2k7r), kez.za

c au%?ecéeatgg%?;%mgr”% tocku D vrijedi D = E<7n+2kn>, keZ.

Dakle, tangens je definiran za sve reane brojeve t razlicite od g +km ke Z.

Funkcija tangens
tg:R\{g+kn:k€Z}—>R
_sint

~ cost
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E) A F Nadlici se tangens broja oCitava ovako.

Tockom E(t) povucemo polupravac s

e poCetkom u ishodiStu. Taj polupravac

sijeCe pravac p u tocki F. Tangens

0 1 * broja t je ordinata tocke F. Pravac p
nazivamo tangensna os.

p
Geometrijska interpretacija broja tgt.

Primjer 3.
Nacrtajmo E(t) natrigonometrijskoj kru- > y
Znici i tgt natangensnoj osi ako je t: (97[)
E(Z=
3n 4
o . 0 7. £(5)
2 3 wfely)
3r X
c) 1998r; d) — E(1998n) tg(1998m)=0
tg 34n
3
E(-)

Funkcija kotangens | cgr
Funkcija kotangens, u oznaci ctg, 20
definira se ovako

ctgt = gs:’ sint £ 0.

sin
Brojevi za koje je sint = 0 su obli-
ka kr, k € Z, paje dakle kotangens
definiran zat £ kr, ke Z.

Na slici se kotangens oCitava ovako.  Geometrijska interpretacija kotangensa broja t.
U tocki C(0,1) povucemo pravac q

paralelan s x-osi. Polupravac OE(t) sijeCe pravac q utocki G. Kotangensbroja
t je apscisatotke G. Pravac g nazivamo kotangensna os.

11
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Primjer 4.
. . o Yy 191 )\ _
Nacrtajmo E(t) na trigonometrijskoj kruz- ctg ( ) ")*0
nici i ctgt na kotangensnoj osi ako je t: > ctg x| ctg T = ctg (,344)
11 4 3
191 3 E(HJ) E(ﬂ)
Ity A0 . 4 4
C) 5 d) )
X
_3m
E( 4) E(Qn)
2
Zadaci 1.3.
1. Nacrtg E(t) i istekni sinusi kosinus od t, ako je t jednako:
a) 327; b) —14n: c) —197n: d) ?; € —#; f) 3:%”
2. Nadi sint, cost ako je t:
a) 27rm; b) —18r; c) 384rm; d) %n; €) —4—237r; f) —gn
3. Nacrtg) na trigonometrijskoj kruznici tocke E(t) za koje vrijedi:
. 3 . 1 _ 1 1 1 2
a) smt_z, b) smt_é, C) smt_—z, d) cost_é, €) cost_—é, f) cost_—é.
4. Nacrtaj E(t) i istakni tangens i kotangens od t (ukoliko postoje), ako je t jednako:
19 —123n 1457 23'n
a) 36rm; b) —43rm; ) 57 d) 5 e 5 f) -
5. Istakni na trigonometrijskoj kruznici tocke E(t) za koje vrijedi:
5
a) tgt=1; b) tgt=2; C) tgt:—z; d) ctgt=15; e) ctgt=—1.8; f) ctgt=2.
6. lzratung:
. T . 3 .
a) cosn—cos47r+sm§-cos(—n); b) sm?—coanrsmn;
. 17
tgl47r+sm(—?7r>
in19967 — cos 19977 + tg 19987 ; d - ;
c) sin oS T+l & ) sin27x — cos27n
. 19x 2 5r
9 Sn—=+¢o (—7) _ f cos? 7w — 2sin? 7

o Lim

17 .
P 42
co > 4 2s8in >

o (1) e 7).
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1.4. Odredivanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija

U 2. razredu odredili smo vrijednosti trigonometrijskih funkcija ne-
kih posebnih Siljastih kutova. To su kutovi od 30°, 45°, 60°. Pri
raCunanju s njima i njihovim visekratnicima uobiCajeno je da se vri-
jednosti trigonometrijskih funkcija zapisuju u obliku razlomka, a ne
decimalnog broja. Navedimo ovdje tablicu za te brojeve.

t(°) t(rad) sint cost tgt ctgt

. om 1 V3 3
¥ 5 2z 2 3 V8
. T V2 2

72 7 =z t 1
., m V3 1 V3
3 7 3 V3 3

Za ratunanje s ostalim realnim brojevima koristimo racunalo. Prvo,

raCunalo treba biti u odgovargjuéem stanju (modu): DEG ako uno-

simo mjeru u stupnjevimaili RAD ako unosimo mjeru u radijanima.

Zatim se unese broj, te pritisne tipka odgovarajuce trigonometrijske funkcije. Na
zaslonu se pojavljuje vrijednost trigonometrijske funkcije upisanog broja.
Napomenimo da na racunalu ne postoji tipka za funkciju kotangens. U sluca
ju kad zelimo izraCunati kotangens broja x, prvo izraCunamo njegov tangens, a
zatim recipro¢nu vrijednost upotrebom tipke 1/x ili x 7t .

Primjer 1.
Izraunajmo broj sin36°20/40” .

P Postavimo raéunao u stanje DEG i upi&imo 36.2040. Pritiskom natipku °’” — broj izrazen
u stupnjevima, minutama i sekundama automatski se prebacuje u broj izrazen samo u stupnjevima.

Ako racunalo nematipku °’” — | tada se broj 36°20'40” pretvara u broj u stupnjevima ovako:

20
36°20'40" = <36 + —+

&0 m) = 36.34444444°.

13
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Nakon $to se na zaslonu pojavio broj 36.34444444 pritiskom natipku sin  dobivamo sinus zada-
nog broja koji iznosi 0.59263816. Ovdje je opisan rad s jednim modelom racunala.

Primjer 2.

Odredimo sve realne brojeve t za koje vrijedi sint = 0.3566. Rezultat iskazimo i u stupnjevima.

) Ratunalo postavimo u stanje RAD , upi&imo broj 0.3566 i y
pritisnemo tipke SHIFT sin . Time smo aktivirali funkciju
sin~! koja zadanom sinusu kuta odreduje kut u intervalu od

—g do g Na zaslonu se pojavio broj 0.364626099. Dak-
le, t1 = 0.3646 rad (u ovoj knjizi zaokruzivat cemo Cetvrtu
decimalu). U stupnjeve prelazimo upotrebom tipki SHIFT

DRG dok ne dodemo u stanje DEG . Na zaslonu se po-
javljuje broj 20.89153659. To je broj t; izrazen u stupnjevi-

ma. Ukoliko zelimo rezultat izraziti u stupnjevima, minutamai sekundama upotrijebimo SHIFT
°/" — i dobivamo t; = 20°53'30" .

Prou¢imo sliku. Brojevi t; i tp = 7 —t; = 2.777 rad = 159°6'30” imaju isti sinus. | kona¢no,
buduci da se brojevi t i t+ 2kr preslikavaju u istu tocku kruznice, dobivamo da su trazeni brojevi
0.3646 + 2kmr i 2.777 + 2kn, k € Z, odnosno zapisani u stupnjevima:  20°53'30” + 360°K i
159°6'30” + 360°k, k € Z.

Primjer 3.

Odredimo sve reane brojeve x za koje vrijedi y
cosx = —0.94328.

» Pomocu raunala dobivamo rezultat iz intervala [0, 7] : x; = E(x)
2.8032 rad= 160°36'36”. Brojevi x i —x imaju isti kosi-
nus, pai broj xo = —x; imakosinus —0.94328. | konatno,
buduci da se brojevi x i x + 2krm preslikavaju u istu tocku
kruznice, trazeni brojevi su: +2.8032 + 2km, odnosno, u E(x))
stupnjevima +160°36'36” + 360°k, k € Z.

}—0.94328

Primjer 4.
Odredimo sve realne brojeve x za koje vrijedi: a) tgx = 2; b) ctgx = —1.8.

) a) Pomocu ratunala dobivamo rezultat iz intervala <—g, g> x = 1.1071 rad= 63°26'6". Ali

i svi brojevi oblika 1.1071 + kz = 63°26'6” + 180° - k imaju tangens 2.
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1.4. ODREBIVANJE VRIJEDNOSTI TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA KUTOVA

b) Prvo izraCungimo tangens. tgx = sz = —0.5556, pa ponovimo postupak iz prvog dije-

la primjera. Svi brojevi kojima je kotangens jednak —1.8 su —0.5071 + kr ili, u stupnjevima
—29°3'17" + 180°k, ke Z.

Zadaci 1.4.
1. Popuni tablicu:
X 36°20° 48°10' 322°20' 485°40' —821°50 1998°10
sinx
COSX
tgx
ctgx
Rezultate zaokruzi na Cetvrtu decimalu.
2. lzratung:
a) sin36°20' + cos39°10'; b) tg32°50’ — ctg30°20/;
. sin 63°30' — cos30°20'
) sin?25°50' — cos?52°10'; d) 780" . CLg? 50720
3. lzratung:
a) cos42°13 —sin32°18'; b) cos?30°15 + sin®60°45';
c) tg21°1’ — ctg89°39 ; d) Vcos72°44' - sin81°22 .

4. Popuni tablicu
t 25°35° 80°14 10°11 37°49 28°40'10” 30°15'24"

sint
cost
tgt
ctgt
5. Odredi t € [0,360°) ako je zadano:
a) sint =0.3284; b) sint = —0.3423; c) sint =0.7071;
d) cost =0.7821; €) cost = —0.4567; f) cost = 0.31313.
6. Odredi t € [0,180°) ako je zadano:
a) tgt=2; b) tgt = —4.375; c) tgt=0.7178;
d) ctgt =1.18; e) ctgt=-2.3; f) ctgt = 0.9763.
7. Odredi sve realne brojeve t za koje vrijedi:
a) sint =0.1234; b) sint = -0.432; ¢) cost =0.717;
d) cost = —-0.932; e) tgt=3; f) ctgt =0.5.
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[| TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE REALNOG BROJA

1.5. Parnost i neparnost trigonometrijskih funkcija

Y

Promotrimo sada tocke na brojevnoj kruz-
nici kojima su pridruzeni brojevi t i —t.

Tocke E(t) i E(—t) simetri¢ne su obzirom o
na x-os, te stoga imaju jednake apscise i

suprotne ordinate. Dakle, vrijede sljedete

tvrdnje.

Za svaki realni broj t vrijedi cos(—t) = cost, tj. kosinus je parna funkcija.
Zasvaki realni broj t vrijedi sin(—t) = —sint, tj. sinus je neparna funkcija.

Opcenito, za funkciju f : Dy — R re€i €emo da je parna funkcija ako za svaki
x € D¢ vrijedi f(—x) =f ().

Zafunkciju f : Df — R re€i €emo daje neparna funkcija ako za svaki x € Dy
vrijedi f (—x) = —f (x).

Primjer 1.
Ispitajmo parnost funkcija

a) f1(x) = sin2x; b) fo(x) = sin*8x — cosx.

P a) f1(—x) =sin(—2x) = —sin2x = —f1(x), te je f1 neparna

b) fo(—x) = sin*(—8x) — cos(—x) = (—sin8x)* — cosx = sin*8x — cosx = f,(x), paje f2
parna funkcija.

Koristeti definiciju tangensa, parnost kosinusa i neparnost sinusa imamo

tg(—1) = sin(-t) —sint it
9= cos(—t)  cost gt

Dakle, tangens je neparna funkcija.

Naisti naCin dobivamo da je kotangens takoder neparna funkcija.

Funkcije tangens i kotangens su neparne funkcije, tj. vrijedi
tg(—t) = —tgt, ctg(—t) = — ctgt.
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1.5. PARNOST | NEPARNOST TRIGONOMETRIJSKIH FUNKCIJA

Y y
ctg (—1) ctg (1)
E(1)
tgt
¢ E(0)
[0) 1 X 0 Ji X
tg(-1) E(-t)
E(-1)
Tangens brojeva t i —t Kotangensi brojeva t i —t
Su suprotni brojevi. Su suprotni brojevi.

Zadaci 1.5.

1. Primjenjujui parnost i neparnost trigonometrijskih funkcija izraCungj:
a) cos(—35°) ako je cos35° = 0.8192; b) sin(—453°) ako je sin453° = 0.9986;
c) tg(—1855°) ako je tg1855° = 1.4281; d) ctg(—872.5°) ako je ctg872.5° = —1.921;

€) cos(—%) ako je 00518% = —0.2225.

2. Pojednostavni izraze:

a) sinxcos(—y) + sin(—x) cos(—y); b) sintcosu— sintcos(—u);
) tgactg(—p) —ctgotg(—p); d) tgxsiny — ctg(—x) sin(-y).
3. Provjeri jesu li djedete funkcije parne:
a) f(x)=x0+8x—2; b) f(x)=11x* — 23; ¢) f(x) = cosbx;
d) f(x) = 3cosx; e) f(x) = 7coslix; f) f(x) =sin’x.
4. Dokazi da su djedete funkcije parne:
a) f(x)=|x +2¢; b) f(x) =2cosx+ 13cos’x; ¢) f(x) =sin’x+ ctg®x;
d) f(x) = sin2x & f(x) = Cojfx, £ f(x) = %
5. Provjeri jesu li dljedete funkcije neparne:
a) f(x)=x"— 3+ 4x; b) f(x) = 8x'! 4 12x3; 0 f(x)=sn7x;
d) f(x)=4sin2x; e f(x)=sin’x; f) f(x) = sinxcosx.
6. Dokazi da su dljedete funkcije neparne:
a) f(x)= Ix-x; b) f(x) =tgx+ sinx; c) f(x)=3tgx— 4ctgx;
. 1 — cos*x X+ tgx
d) f(x) = 2tgx—sinxcosx; &) f(x) = """, f) f(x) = Sn?( .
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