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NIZOVI | REDOVI

1.1. Pojam niza

U razlicitim Casopisima za enigmatiku i testovima inteligencije nailazimo na zadatke
tipa. Nastavi niz: 1, 4, 9, 16, 25,....

oonon
Oood odon
OO0 Oooo OOooo

O OO0 ooo oOood

U takvim se zadacima oCekuje da Citatelj na temelju danih elemenata uoCi neko pra-
vilo, te da na temelju njega napiSe jedan ili viSe ¢lanova niza koji nedostaju. No, Sto
je niz? U prethodnom nizu prvi €lan je broj 1, drugi €lan je broj 4, treci je broj 9.
Dakle, svakom prirodnom broju pridruzen je neki broj, tj. imamo pridruzivanje

1—1 4+— 16
2— 4 5— 25
3—9 n— n?

Ovo razmatranje vrijedi i opcenito.

Niz reanih brojeva je funkcija a koja svakom prirodnom broju n pridruzuje
neki reani broj a,.

Krate, niz a je funkcija a: N — R, n+— a,. Broj a, zove se opti ¢lan niza. Za
niz osim oznake a Cesto koristimo i oznaku (ap).

Niz mozemo zadati na razne naCine: formulom, rekurzijom, opisno, graficki. Mi

¢emo ih zadavati formulom, tj. za opci Clan niza a, hit ¢e dana formula po kojoj

se tg niz raCuna. Tako, na primjer, formula za opti ¢lan niza s poCetka teksta glasi
2

a, =n-.

Primjer 1.

a) NapisSimo nekoliko prvih ¢lanova niza parnih brojeva i formulu za opéi €lan tog niza.

b) Napi&imo prvih pet ¢lanova niza zadanog formulom a, = d ;] 1 .
) a) Niz parnih brojeva poginje ovako 2, 4, 6, 8, 10, 12,.... Formula koja opisuje opéi &lan tog niza je
an, = 2n.
o Tl g g 2L 3 34l 4 2 41 5 54 63
1= 21 ®T 2274 ® 2376 3% 22 8% 25 10 5

Ako promatramo samo nekoliko prvih ¢lanova niza tada govorimo o konatnom nizu:
alvaZ! as!"'!ak'
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1.2. ARITMETICKI NIZ

Zadaci 1.1.

1. Napis prva 4 ¢lana niza zadanog formulom:
a) a,=2n+1; b) a, =n?—2; C) ap=2"; d) a,=2n-1.

2

2. Niz je zadan formulom a, =
a) 4, b) 10; ¢ 11; d) 20.

3. Napi§ formulu za opti ¢lan niza kojemu je dano prvih pet ¢lanova

. lzra€ungj a,, ako je n jednako:

gl =

NI =
Wl
Al

a) 4,68 10,12,...; b) 1,35 7,09,..; c

~~
=

wIinN
W
ol b
ol ol
~Nl o

d) 1, v2, V3, V4, V5,...; € 3,9 27,81, 243,..;

—h
N

1.2. Aritmeticki niz

U ovom poglavlju detaljnije ¢emo prouciti dvije vrste nizova koji imaju primjenu u
financijskoj matematici, ai drugdje. To su aritmeticki i geometrijski niz.

Niz (a,) zovemo aritmetickim nizom ako je razlika uzastopnih ¢lanova niza
isti broj d, tj. ako je
a1 —a,=d zasvaki ne N.

Na primjer, niz neparnih brojeva 1, 3, 5, 7, 9,. . . je jedan aritmeticki niz, jer je razlika
uzastopnih €lanova jednaka d = 2.
Broj d zovemo razlika ili diferencija aritmetickog niza.
Zadrugi ¢lan niza vrijedi: ay—a; =d, tj. ag=a; +d.
Zatreti Clan niza vrijedi: az—ap=d, azg=ay+d=(ay+d)+d=a;+2d.
Za ay vrijedi: ay—az=d, ay=a3+d=(a;+2d)+d=a + 3d.
Opctenito za ay vrijedi:
a,=a + (n—1)d.
Ocito, ako poznajemo prvi ¢lan niza a; i razliku d, tada mozemo izraCunati svaki
élalr!krgrzna_dDrugim rijeCima, aritmeticki je niz odreden svojim prvim ¢lanom a; i
razli .

Opti ¢lan aritmetickog niza ima oblik
a,=a; + (n—1)d.
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Primjer 1.

Napisimo formulu za op€i Clan aritmetickog niza kojemu je prvi Clan a; = 7, arazlika d = 12.
NapiSimo i prva Cetiri ¢lana niza.

b Formulaglas a, =7+ 12(n—1). Clanovi nizasu a; = 7, a, = 19, ag = 31, a; = 43.

Primjer 2.
Odredimo prvi ¢lan i razliku aritmetickog niza 14, —16, —46, —76,....

) Octito je a; = 14. Razliku d dobivamo kao razliku dvaju uzastopnih &anova:
d=a,—a =-16— 14 = —30.

Primjer 3.
|zratungimo a;g, ako je aritmeticki niz zadan ovako: 5, 8, 11,. ...

P Otitojeay=5id=ay—a;=8—-5=3. Tadaje ayg=a; + 17d =5+ 17 -3 = 56.

Primjer 4.
Odredimo opti ¢lan aritmetickog niza kojemu je Sesti €lan 23, a deveti 35.

b1z ag=23 i ag =35 dijedi
a; + 5d = 23, a; + 8d = 35.

Ovo je sustav dviju jednadzbi s nepoznanicama a; i d Cijerjedenjeje a; = 3, d = 4. Opci ¢lan niza
glasi: ay=3+4(n—1).

Zasto se promatrani niz zove aritmeticki? _
Uotimo daje an — a1 =d i a1 —a =d, . @& —a 1= 21— an
|zrazimo li odavde a,, dobivamo da je
28y = @n-1 + @1,
1+
a, = an_1 ) an+1'
Dakle, svaki €lan aritmetickog niza (osim prvog) je aritmeticka sredina prethodnog i
djedeteg Clana niza.
Ali, vrijedi i vize. Clan aritmeti¢kog niza je aritmetitka sredina &lanova koji se nalaze
na simetricnim mjestima prije i poslije promatranog clana, tj. a, = w za
k < n. Ovu formulu je lako provjeriti koristeti formulu za op€i ¢lan niza. Naime,
znamo davrijedi ap_x=a + (n—k—1)d, ap.xk =a + (n+ k—1)d, paje
8-k+ank a+(n-k-Ld+a+(n+k-1)d 2a +2(n-1)d
2 N 2 N 2
=a;+ (n—1)d=a,.
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Zbroj prvih n ¢lanova aritmetickog niza

Primjer 5.

Marko je ovog ljeta sudjelovao u berbi jagoda. Buduci da je bio pocetnik,
prvi je dan ubrao samo 12 kg jagoda, ali je uvjezbavanjem u tom posiu
postigao da svaki dan ubire 1.5 kg vi%e nego dan ranije. Koliko je ukupno
kilograma jagoda Marko ubrao ako je berba trgjala 7 dana?

) Radi se o nizu &ijih prvih sedam elemenata glasi:
12, 13,5, 15, 16.5, 18, 19.5, 21.
Ukupan zbroj je S= 12+ 135+ ...+ 195+ 21 = 115.5 kg.

Koliko bi Marko ubrao da se radilo o jagodama mjeseCarkama koje kontinuirano rode
i da je berba trgjala 100 dana? OCito je da bi bilo vrlo neracionano ispisivati 100
Clanova niza te ih zbrgjati. Stoga ¢emo pronai formulu koja ¢e olakSati rjeSavanje
tog problema. Dakle, problem je odrediti zbroj prvih n €lanova aritmeti¢kog niza, tj.
odrediti zbroj §, =a; +ax + ...+ ay. Koristeti formulu za opéi ¢lan niza imamo
S=at+a+az+...+a-1+a
=g+ (@a+d+(@+2d)+...+(ar+ (n—2)d) + (ag + (n—1)d)
=na +dl+2+...4+(n—2)+ (n—1)).
Odredimo zbroj s=1+2+ ...+ (n—2) 4+ (n—1). NapiSimo ga na dva natina i
zbrojimo te dvije jednakosti:
s=14+24+3+...+(nN=3)+(n—2)+(n—-1)
s=n—-1)+(n-2)+(n—-3)+...+3+2+1
2s=n+n+n+...+n+n+n=n(n-1)
(n—1) puta

nin—1)
2

paje s= n(nz_l).Sadje&:naler ;1. 31:2[2a1+(n—1)d].

Zbroj prvih n €lanova aritmetickog niza dan je formulom
n
S = E[2.511 + (n—1)d].

Iskoristimo li formulu za n-ti €lan nizas a, = a3 + (N — 1)d, prethodna formula se
moze ovako transformirati:
n

n n
S = 3[281 + (1= 1)d] = Slay + (@ + (= D) = 5 (@ + ),
tj. dobili smo jos jednu formulu za zbroj prvih n €lanova aritmetickog niza:

_ n(ag +an)
S=—7%—
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Primjer 6.

| zraCunaimo prvi Clan i razliku aritmetickog niza ako je zadano as = 18, S = 128.

Plzas=18 i § =128 imamo: a; +4d = 18 i 4(2a; + 7d) = 128. RjeSenje tog sustava je a; = 2,

d=4.

Zadaci 1.2.

Ponekad ne zelimo uvoditi joS jednu oznaku, u ovom slucgu S,, pa za zapis
zbroja koristimo, u matematici standardni simbol za zbroj: Y . Tako se zbroj
a +a + ...+ a, krate zapisuje ovako

n
>a
k=1

Ovgj izraz Citamo: “zbroj brojeva ax pri ¢emu k ide od 1 do n”.

1. NapiS prva Cetiri ¢lana aritmetickog niza ako je:

a) prvi Clan 4 i razlika 2; b) prvi ¢lan 5 razlika —3;
¢) prvi ¢lan —10 i razlika 4; d) prvi ¢lan —5 i razlika —1.
2. lzraung prvi ¢lan aritmetickog niza, ako je poznata razlika d i jedan ¢lan niza
a) d=2, as =14; b) d=3, a;7 = 38;
c) d= -4, ap, =128,; d)d:%,ae:ZS.
3. lzraung razliku aritmeti¢kog niza ako je:
a ap=2, ag=11; b) a; =3, ap = —15;
Cc) a; = —8, a;5 = 34; d) a; =2, ag =28.
4. lzratung a; i d aritmetickog niza, ako je:
a) az =10, ag = 34; b) a; =19, a3 =7;
C) a5 = 2, agg = 266; d) s = —53, agg=1.
5. Odredi a; i d aritmetickog niza, ako je
a) ag+ag =22, ay1 + ax = 70; b) as+ ajo = 43, ax + a;s = 106;
C) au —aw =16, a7 +az = 50; d) ag—2ag = —27, aj + 10ag = —73.

6. Ako je u aritmetickom nizu (a,) poznato da je ax = 36, ax = 16, koliko iznosi ag?

Ako u aritmetiCkom nizu vrijedi ag — 3a14 = —77 | 2a32 + dagy = 246, odredi as.

Pet za peCenje keramike u “hladnom” stanju ima sobnu temperaturu tj. 21° C. Kad se pet ukljuci svake
minute temperatura joj naraste za 9° C.

a) Kolika je temperatura peci nakon 20 minuta?
b) Glineni lonac treba peti na temperaturi od 318° C. Koliko je minuta potrebno za zagrijavanje peti?
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9. lzratung zbroj prvih 20 ¢lanova aritmetickog niza kojemu je zadano:

a) aa=4,d=1; b) a; =10, d=2;
c)ap=7,d=-2; d) ag =-20,d=-3.
10. IzraCung razliku aritmeti¢kog niza, ako je:
a) ay =14, S = 275; b) a1 = -2, S9 = 304;
Cc) a4 =8, & =63; d) as=8, $=0.
11. lzraCung a; i d aritmetiCkog niza, ako je:
a) aa+as=28, Sz =90; b) as —a; =6, S = 120;
C) S+au=2, as = 6; d S+S =53, 25, - =64.

12. Odredi zbroj svih prirodnih brojeva manjih od 250.
13. lzratung zbroj svih prirodnih brojeva izmedu 200 i 300.
14. Kaoliki je zbroj svih prirodnih brojeva djeljivih s 14 izmedu 100 i 20007

1.3. Geometrijski niz

Primjer 1.

Bakterije se razmnozavaju tako brzo daim se u svakoj minu-
ti broj udvostruci. Koliko ¢e se bakterija nalaziti u posudici
nakon 6 minuta, ako je na pocCetku mjerenja izmjereno da
ih ima 40007?

) Nakon jedne minute bit ¢e ih 8000, nakon dvije minute bit
¢e ih 16000 itd. Dakle, imamo niz 8000, 16 000, 32000,
64000, 128000, 256000 i to je broj nakon 6 minuta.

Uocimo daje kvocijent uzastopnih €lanova ovog niza jednak
2.

Niz (a,) nazivamo geometrijskim nizom ako mu je kvocijent uzastopnih ¢la-
nova stalan broj q, tj. % =q zasvaki ne N.

Broj q naziva se kvocijent ili kolicnik niza. Ako je a; prvi ¢lan geometrijskog
niza, tada za a, vrijedi % =(q, paje az = a(.
1
LA .
Za ag vrijed a—z =q, paje a = aq = (a19)q = arc?.

Za ay vrijedi 2 =q, paje a; = asq = (a19%)q = aoP.
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Opctenito, za a, vrijedi a, = a;q" 1.

Opti ¢lan geometrijskog niza (a,) ima oblik
an = g™ .

Primjer 2.

Napisimo formulu za opti Clan i izraCungimo prva Cetiri Clana geometrijskog niza ako je a; = 4,
1

q= 3
. . 1\n-1 oy 4 4 4
) Formulazaopti ¢lan glasi: a, = 4(5) , aprvacetiri Clanasu ay = 4, a, = 3 a3 = 9’ ay = 57
Primjer 3.

Odredimo prvi ¢lan i kvocijent geometrijskog niza

WIN
[CV RN
Wl oo

Wl

) Octito je a; = % akvocijent je jednak q = ? =2.
1

Primjer 4.
| zratungimo opti ¢lan niza ako je aj;p = 15, a;s = 480.

) Znamo daje ajo = a10® i ais = a1q™*. 1z a0 = 15 i a5 = 480 imamo 15 = a;q°, 480 = a,q™.

e . L oy . a1q14 430 . . .
Dijeljenjem tih dviju jednadzbi dobivamo P =15 . =32, q=2. Sadje 15=a; - 2°, j.
1
1 L . . 15
a = 517" Opéi Clan niza je oblika a, = =17 2"+,

Ovakva vrsta nizova s razlogom je nazvana geometrijskim nizovima. Budu¢i da je

ani1
q a, q - J
Gl _ & gy = A A
an an—1

Dakle, svaki €lan niza (osim prvoga) jednak je geometrijskoj sredini ¢lana koji pret-
hodi i ¢lana koji dlijedi promatrani ¢lan.

Sliéno vrijedi i za Clanove a,_x i an.k Simetricno rasporedene oko a,. Na
aAntk _ alqn+k_1 _ qk i

ime iz a,—x = ad" 1 i apk = agd"* ! dijedi a1
1

a _ aq?

an—k gkl B
Anik

&
an  ank

o<, paje

tj. anh = an_kank za k<n.
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Zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza

Kao i za aritmeticki niz, tako ¢emo i za geometrijski niz izvesti formulu za zbroj
prvih n €lanova niza. Prvo uoCimo da je

A-a)1+g+G+...+q"2+q" D

:1+q+q2+...+q“—2+q“—1_q_q2_q3__.__qn—l_qn
:1_qn7
paje
2 n—1 1-q°

Sad za zbroj prvih n ¢lanova vrijedi
S =ai+a+ag+...+an=ar+aq+af+...+aq" !

AN
1-4 zaq# 1

:a1(1+q+q2+...+q“_1):all_q

Formula za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza (a,) glas

n
S=a zaq# 1

1-q

Akoje g=1, tadaseradi o konstanthom nizu a;, a1, a1, a,. .. kod kojeg je zbroj
prvih n ¢lanova jednak S, = na; .

Primjer 5.
Odredimo Cetvrti ¢lan geometrijskog niza Ciji je kvocijent 2, a zbroj prvih pet ¢lanova jednak je 186.

5 5

9 _ 186, 1. a - — 186, & — 6. Tadaje ay — auq® = 6-2° = 48.

b Iz S =186 dijedi ay 1

Primjer 6.

U SeCerani je za Cetiri mjeseca proizvedeno ukupno 7 989.4 tone 3eCera. Koliko se tona Setera proiz-
velo u svakom od ta Cetiri mjeseca, ako se proizvodnja svaki mjesec povetavala za 15% u odnosu na
prethodni mjesec?

) Neka je a; broj tona Secera proizvedenih u prvom mjesecu. U drugom mjesecu proizvodnja se
povetaa za 15%, pa iznosi a = a; + 0.15a; = 1.15a;. U treCem je mjesecu proizvodnja
az = 1.15a, = 1.15- 1.15a; = 1.15%a;, a u Getvrtom mjesecu je a4 = 1.15a3 = 1.15%a; .

Vidimo da se radi 0 geometrijskom nizu s kvocijentom 1.15. Za Cetiri je mjeseca proizvedeno ukupno

. . 1—q* 1-1.15* 0.749
798941, 1. S =7989.4t Sadimamo § = & g , 719894 =a 7989.4:a1~m,

1—q 1-115"°
a; =1600t, ap = 1.15a; = 1840 t, a3 = 1.15%a; = 2116 t, a4 = 1.15%; = 2433.4 t. Proizvodnja
je po mjesecima bilaredom: 1600t, 1840t, 2116 t, 2433.4 t.
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Primjer 7.

. . . . 1lo4 . L - . 64 . .
Zbroj prvatri clana geometrijskog niza je o5 arazlika treteg i prvog Clana je 9" Koji jeto niz?

) Geometrijski je niz odreden svojim prvim &anom i kvocijentom, pa éemo iz danih podataka izratunati

1-¢® 104 , 104
i 5 U a(l+9+0°) = 5 - 1z drugog

uvjetaimamo az — a; = —6—94 .o a(gf - 1) = —6—94. Dijeljenjem tih dviju jednakosti dobivamo

a(l+ag+0®) i 1+g9+¢ 13
al@-10) % 7 T@-1 8

aiglzs= 1%4 upotrebom (x) dobivamo a;

. . . e 5
Ta se jednadzba svodi na kvadratnu 2102 + 8g — 5= 0 Cijarjesenjasu gy = —7 0 =

_ 64

q2_91 = -, audrugom (ay); = 8.

1
3
U prvom slucaju je (a1)1 =

Zadaci 1.3.

=

Napi& prva Cetiri ¢lana geometrijskog niza, ako je
a) prvi Clan 2, kvocijent 3; b) prvi ¢lan 12, kvocijent %;
¢) prvi ¢lan —8, kvocijent 2; d) prvi ¢lan —1, kvocijent —3.
2. lzratungj prvi ¢lan geometrijskog niza ako je poznat kvocijent q i jedan ¢lan niza
9 q-2 a=128 b q-2 a=-; ©q-3 a=8; d q-3, a- .
3. lzratunaj kvocijent geometrijskog niza ako je:
a) ay =3, azg=12; b) ay = -4, ay =-108; c¢) a; =24, a5:g; d ag=1, ag = 32.

4. lzra€ungj prvi ¢lan i kvocijent geometrijskog niza ako je:

3 3
a) a3=50, as=1250; b) az:i’ a5:E; Cc) a4=270, a;=7290; d) a;;,=3072, a;=192.
5. lzraCungj prvi ¢lan i kvocijent geometrijskog niza ako je:
a) a+a4 =10, ag+as = 20; b) ag—as =384, as — as = 96;
C) a1+ ay = % a; + ap = 15; d) as+a; = 97200, ag — a; = 145800.
6. lzratung S, ako je
a) a4=5,q=2, n=5; b) a; =16, q=3, n=4.
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IzraCung q ako je:
a) $ =35, 3 =5; b)S3:z,a2:}.
4 2
Zbroj prvatri ¢lana geometrijskog niza je 21, a produkt prvog i treceg ¢lana je 36. lzraCung prvi Clan i
kvocijent tog niza.
Neki stroj amortizira se za 5 godina uz godisnji otpis vrijednosti od 20%.
a) Ako je nabavna cijena stroja 7800 kn, kolika je njegova cijena nakon 4 godine?
b) Napis formulu kojom se ra€una vrijednost stroja nakon n godina, za n < 5.

1.4. Konvergentni nizovi

1
5

- o . 1 . I . 111
Prou¢imo ponaSanje ¢lanova niza a, = o Prvih nekoliko ¢lanova je: 1, 513" 4
11
e T
Nacrtajmo na brojevnom pravcu te brojeve.
a7 ds a4
6 dg dq a3 ) 1

Priblizavaju li se ovi brojevi nekom broju? Da, priblizavaju se broju 0. Dakle, s
povetanjem broja n vrijednosti ¢lanova niza (a,) sve viSe se priblizavaju broju O.
Kazemo da je O limes niza (an).

Pogledajmo koliko se ¢lanova niza nalazi u nekom simetriénom intervalu oko 0. Pro-
motrimo prvo interval (—0.1,0.1) . Broj a, bit ¢eunjemuakoje —0.1 < a, < 0.1,

.

—0.1< = < 0.1. Buduti daje n> 0, lijeva ngjednakost je uvijek ispunjena, ali

n
desna vrijedi za n > 10. Dakle, izvan intervala (—0.1,0.1) nalazi se prvih deset
Clanova niza, a svi ostali, beskonatno njih nalaze se unutar tog intervala.

) a, 4

-0.1 0 0.1 1

Promotrimo interval ( —0.01,0.01) . U njemu se nalaze svi ¢lanovi niza za koje je
n > 100. Opet van intervalaimamo konatno mnogo ¢lanova niza, njih 100, a unutar
intervala nalaze se svi ostali, beskonatno njih.

| takva se situacija ponavlja za svaki interval koji odaberemo oko 0. Naime, ako
odaberemo bilo koji interval oko O, na primjer, (—¢,¢), gdjie je € > 0, tada iz

1 - 1 . .
—£ < 5 < ¢ dijedi daseza n > = svi Clanovi niza nalaze unutar tog intervala

€
Ovo svojstvo limesa, da u svakom intervalu oko njega ima beskonatno €lanova niza,
a van intervala konatno mnogo jest njegova definicija.

Zaredni broj L kaZzemo da je limes niza (a,) ako se izvan svakog intervala
oko broja L nalazi konatno mnogo ¢lanova niza.

11
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Limes niza joS se naziva i graniCna vrijednost niza, akoristi seoznaka: L = lim aj,.
n—oo

Citamo “L je limes od a, kad n teZi u beskonatno’. Uobiggjena je i oznaka:
a, — L kad n— oo.

Niz (a,) koji ima limes naziva se konvergentan niz, a niz koji nema limes
naziva se diver gentan niz.

Primjer 1.

Proucimo ponaSanje danih nizova i pokuSajmo odrediti njihov limes, ako je:

1
a)an—n+1, b)an—%-
. I .1 2 3 4 e - . . . .
) a) Prvih nekoliko &lanova niza je 513" 4 B Ispisimo ih u tablici u obliku decimalnih brojeva.
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a, 05 0667 075 08 0833 0857 0875 0.88 09 0909
IspiSimo joS neke Clanove tog niza.
n 20 50 100 1000 10000 100000

a, 0952 098 0.99 0999 0.9999 0.99999
Vidimo da se a, priblizava broju 1, tj. nIim a,=1.

b) Tablica za prvih nekoliko ¢lanova niza izgleda ovako
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
a, 05 025 0125 0.0625 0.03125 0.0156 0.0078 0.0039 0.0019

n 20 50 100 200
a, 0.000000953 8.882-10"16 7.889.10"3 6.223-10"%

Dakle, kad n tezi u beskonacno, a, se priblizava 0. Dakle, lim 2% =0.
n—oo

Opctenito zasvaki —1 < g < 1 vrijedi daje nIim q'=0,

Primjer 2.

Proucite ponaSanje nizova:
a) a,=n-—1, b) a,=(-1)", c) a,=2".

b a)
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1.4. KONVERGENTNI NIZOvI

Vidimo da €lanovi niza a, = n— 1 rastu neograni¢eno i ne priblizavaju se nijednom broju. Dakle, ovaj
niz nema limesa, divergentan je. Ali buduci da mu ¢lanovi neograniceno rastu, za takav niz pisemo
lim a, = oo i kazemo datezi u beskonacnost.

n—oo

b) n 1 2 3 4 5 6 7 8

aa -1 1 -1 1 -1 1 -1 1
Vrijednosti ¢lanova ovog nizasu —1 ili 1,

A1 oy

-1 0 1

Ovgj niz nema limesa. Na prvi pogled izgleda da se 1 ili —1 mogu uzeti kao limes, ai kad bi na
primjer 1 bio limes, tada bi se u svakom malom intervalu oko 1 nalazilo beskonatno mnogo ¢lanova
niza a, (svi s parnim indeksima), ali izvan intervala bi se nalazilo takoder beskonatno mnogo ¢lanova
niza a, (svi s neparnim indeksima). Dakle, 1 nije limes. Sli¢no razmatranje se provodi i za —1. Niz
(=21)" je divergentan.

c)
ot

an=2" 2 4 8 16 32 64 128

Clanovi niza neograniceno rastu, niz je divergentan, ali teZi u oo, tj. lim 2" = co.
nN—oo

Opcenito za svaki q > 1 vrijedi nIim q" = oo.

Racunanje s limesima

Proucavati niz, odredivati moguce kandidate za njegov limes, dokazivati da se radi ili
ne o limesu je za mnoge nizove komplicirano. Zato se pri racunanju limesa sluzimo
poznavanjem limesa nekih osnovnih nizovai djedetim teoremom.

Neka su (a,) i (b,) konvergentni nizovi realnih brojeva s limesima A i B
redom. Tada je
lim (a, £by) = A+B,

n—oo

lim (ca,) = cA zahilo koji c€ R,

n—oo

13
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NIZOVI | REDOVI

Osnovni limesi koji se koriste pri raCunanju su:

lima=a,
n—oo

lim — =0,
n—oo N

oo akoje q> 1
limg"=< 1 akoje q=1,
0 &&oje -1<qg<1l

Primjer 3.

| zraCungimo limese:

.4 .1 . 2 1
a) lim—, b) nILToF’ c) lim (_+F)'

n—oo N n—oo \ N

) a) Buduti daje lim 1 = 0, kori&enjem formule lim (ca,) = cA dobivamo [im 4 =4.-0=0.
n

—o00 N n—oo n—oo N

R | o . . : .1
b) Znamo daje lim —= 0, pa koristenjem pravila lim (aq)k = A dobivamo im 5= 0 =0.
o2 N : . .
¢) Buduci daje lim o= 2.0=01i lim = 0* = 0, premapravilu lim (a, +b,) = A+B imamo
n—oo n—oo n—oo

o2 1
daje nll@o(ﬁJrF) =0+0=0.

Primjer 4.

| zraCunamo
8n° —5n+1

Iim —&/——————.
n—oo 3n3 + 7n2 + 10

) Kad bi stavili daje a, = 8n® —5n+ 1, by, = 3n® + 7n? + 10, nizovi (a,) i (by) nisu konvergentni,
pa ne mozemo primijeniti prethodna svojstva. Zato postupamo na sljedeti nacin.

Podijelimo brojnik i nazivnik s najvecom potencijom. To je nd.

8n® —5n+1 g 5 1
i S-Sl T “m®'® _8-0+0 8
n—o0 33+ 72 +10  noeo 3n°+7n°+10 n—e o, 7,10 34040 3
nd n n

.. .5 .1 4 ... 10 - . . .
jerje lim = =0, lim = =0, lim —=01i lim —, pajelimes brojnika 8, a limes nazivnika 3.
n—oo n2 n—oo n3 n—oo N n—oo n3



L—

1.5. GEOMETRIJSKI RED

Primjer 5.
| zraCunajmo:

. N L
a) n|Lr20(4-0.3 ), b) nILrgo—n.

) a) Buduéi daje 0.3 < 1, dijedi daje nIim 0.3"=0,teje lim(4-03")=4-0=0.

nN—oo

n n
b) Razlomak % mozemo pisati kao (g) . Dakle, baza potencije je ; atojebroj veti od 1, paje
n

ovg niz divergentan, ai tezi k — oo, tj. nI|m on = °°-

Zadaci 1.4.

1. Proucavajuci prvih nekoliko €lanova niza procijeni je li dani niz konvergentan ili divergentan.

1 2 1 1 1
a)an—m, b)an—ﬁ, C)an—ﬁy d)a”_ﬁ+m’
e an=n+2; f) an=3n; 9) an=4; h) aa=5-(-1)".

2. lzratunagj djedete limese:
5 6 . , e
) Jim 0 ) Jim 239 imneai o) fim P o)
4n n—3
H n. H R H n. H .
© n|l)|"(f)103, f nlLrgo(z 5”)' 9 nILraT)]o 0.25% h) nlLrgo n '’
by dim oL 0 k) lim 112, ) lim T11
n—oo 3N +4n+5" J n—oo TN+ 1" n—oo N3+ 1" n—oo N4+ 2 °

1.5. Geometrijski red

Nakon $to smo proucili optenito pojam limesa bilo kojeg niza, posvetimo opet paznju
geometrijskom nizu a;, &g, a1q?, a1q®, aq’,....
Upoznali smo formulu za raCunanje zbroja prvih n ¢lanova tog niza. Tako je

S = a,

1-¢?
—a+a&=a
S=at+a 1T

1-¢?
—a+&t+ag=a
S=a+a+as 1T g
1-¢

54:&1+a2+aa+a4:a11_q,....

15
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NIZOVI | REDOVI

| ovi zbrojevi tvore jedan niz (S,). Ti zbrojevi su poCetni dijelovi ovakvog izraza:
yt+tat+taztagtatagt....

Taj beskonatni zbroj nazivamo red i oznaCavamo >’ a,, a zbrojeve S, zovemo par-

n=1
cijalnim zbrojevimatog reda. U slucgju kad je a, geometrijski niz, takav beskonatni
Zbroj zovemo geometrijski red.

Reti ¢emo dared > a, konvergira i ima zbroj S, ako niz njegovih parcijalnih
n=1

zbrojeva (S,) konvergira broju S i pisat ¢emo i a,=S.
n=1

Poznavajuci formulu za zbroj prvih n ¢lanova geometrijskog niza, tj. za parcijal-
ne zbrojeve geometrijskog reda i poznavajuci osnovne limese, lako je odrediti zbroj
geometrijskog reda.

Promotrimo limes parcijalnih zbrojeva geometrijskog reda
n

Iim S = lima 1=

n—oo n—oo
Akoje —1<q<1l,tadaq"— 0 kad n— oo, paje
1

lim 31_a11

nN— oo

tj. geometrijski red i a10" ! konvergirai zbroj mu je S=a; 1
n=1 -

Akojeqg>1ili q< —1, tadaniz (q") divergira pai niz S, divergira, tj. geomet-
rijski red ne konvergira, tj. divergira

Geometrijski red Z a;q"t, a; # 0 konvergirasamo ako je —1 < q< 1 i

tada mu je zbroj Jednak a
1

pr— l — q.
U ostalim sluCajevima geometrijski red divergira.

Primjer 1.

g4 3
|zraCunajmo zbroj reda 3+ — ittt

) T4 je red geometrijski s prvim ¢lanom a; = 3 i kvocijentom q = % Buduti daje -1 <qg< 1, red

1
=3-—— =4.
1-q 1_}

4

je konvergentan i njegov zbroj je S=a;
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