1. ARITMETIKA

1.1. brojevi i znamenke

1. Dopisi uz 523*#x tri znamenke tako
da dobiveni broj bude djeljivsa 7, 8 i 9.

2. Na sve moguce nacine rasporedi
znamenke umjesto zvjezdica u jednakosti
¥00%k = (%5%)2.

3. Odredi prve tri znamenke broja
0,1234567 - - - 5051
0,515049 - - - 54321 °

4. Neka je

m = 2244 85148 51485 14627,
n = 811881188 11881 18000.
Skrati razlomak m/n.

5. Izra¢unaj vrijednost korijena

0,111---11 (100 jedinica)

s tocnoséu od 300 znamenaka poslije
decimalnog zareza.

6. Odredi prvih dvadeset decimala broja

V/1—0,120.

77 Dokazi da (6++/37)%%9 pocinje s 999
nula poslije decimalnog zareza.
8. Izracunaj

VA4 4+11---1—66---6.
——— S N —
2n n+1 n

* kK
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9. Odredi sve prirodne brojeve koji su
33 puta veci od zbroja svojih znamenaka.

10. Dokazi da je broj 11---122.-.2
(2 x 100 znamenaka) produkt dvaju
uzastopnih prirodnih brojeva.

11 Odredi kvocijent i ostatak pri dije-
ljenju broja 77---77 (1001 sedmica) s
1001.

12. Koje su prve Cetiri znamenke broja
11422 4+ 33 + ... 499999 + 100010007

13. Ako je neki broj djeljiv s 99, tada
zbroj njegovih znamenaka nije manji od
18. Dokazi!

14. Kojim cijelim brojem moramo pom-
noziti broj 999999 999 da dobijemo broj
koji se piSe samo pomocu jedinica?

15. Odredi najmanji broj ¢ije su sve
znamenke jedinice i koji je djeljiv s
33---33 (100 trojki).
16. Dokazi da je broj

111 --- 111 — 222 --- 222

2n znamenki
kvadrat cijelog broja.

n znamenki

17. Znamenke x # 0 i y su takve da je
broj
"L‘aj...m6yy...y4
n n
kvadrat nekog cijelog broja, za svaki
n > 1. Odredi sve takve x i y.

18. Dokazi da broj
100...00500...001
—_—— ——

49 nula 99 nula
nije kub nikakvog cijelog broja.
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1.1. BROJEVI 1 ZNAMENKE

19. Kojim se znamenkama zavrSava broj
¢iji se kvadrat zavrSava s 447

20. Dokazi da broj 142+...4+n ne
moze zavrSavati znamenkama 2, 4, 7
ili 9.

21. Dokazi da sve potencije broja koji
se zavrSava na 12890625 imaju takoder
na kraju znamenke 12890625.

22. Da li se za nekakav prirodan broj n
broj n?+2" moze zavriavati znamenkom
57

23. Neka je n paran broj koji nije djeljiv
s 5. Koja je znamenka desetica broja

n?0 ? Koja je znamenka stotica broja
n200 ?

24 Na koje dvije znamenke se zavrSava
zbroj osmih potencija bilo kojih stotinu
uzastopnih prirodnih brojeva?

25. Neka je prirodan broj m relativno
prost s 10. Dokazi da se n'®! zavrsava
istim trima znamenkama kao i broj n.

26. Za proizvoljan prirodan broj n

odredi tri posljednje znamenke broja
100

27 Odredi posljednjih 1000 znamenaka
broja 1450 + ...+ 50%%9.

28. Moze li kvadrat nekog prirodnog
broja pocinjati s 1983 devetke?

29. Moze li se broj n! zavrsavati zna-
menkama 197600 ...007

* kX

30. Kojom se znamenkom zavr$ava broj
77777

31. Odredi dvije posljednje znamenke
broja 1414™

32. Odredi dvije posljednje znamenke
brojeva 2999 i 3999,
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33. Odredi dvije posljednje znamenke
broja 98"

34. Odredi ¢etiri posljednje znamenke
broja 55555,

35. S koliko nula se zavrSava broj
45° 4657

36. Dokazi da su posljednje dvije zna-

9
menke brojeva 9%° i 99° jednake.

377 Dokazi da su posljednjih Sest zna-

-7

7 7
menaka brojeva 77 i 77 jednake.

* Kk %

38 Odredi tri razlomka s nazivnikom
manjim od 100 koji mogu biti svedeni

na najjednostavniji oblik neispravnim

e 26 2
postupkom skrac¢ivanja (npr. =5’
skracene Sestice).

39 Vrijedi 126 = 6 - 21. Nadi sve troz-
namenkaste brojeve, koji su jednaki pro-
duktu jedne svoje znamenke s dvozna-
menkastim brojem, koji ¢ine preostale
dvije znamenke.

407 Vrijedi 81 = (8 + 1)?. Nadi sve
brojeve koji su jednaki kvadratu zbroja
svojih znamenaka.

41. Slagar je rasuo znamenke 0, 2, 3,
4, 4, 7, 8, 8, 9 nekog broja koji je
Sesta potencija prirodnog broja. Koji je
to broj?

42! Odredi broj ¢ija se Sesta potencija u
dekadskom sustavu zapisuje znamenkama
2,4,5,8,8,9,09.

43. Nadi prirodan broj ¢iji je kub zapi-

san, u dekadskom sustavu, znamenkama
3,5,5,7,7,8.
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1.2. DIOFANTSKI PROBLEMI

44. Odredi sve prirodne brojeve n sa
svojstvom: ‘U dekadskom prikazu broje-
va n? i n* pojavljuju se sve znamenke

0,1,...,9 i to svaka to¢no jedanput’.

45. Koliko znamenaka ima broj 2100 ?

46. Koliko znamenaka ima broj 22'° +1
napisan u dekadskom brojnom sustavu?

47. Odredi 2319-tu znamenku u deci-
malnom prikazu broja 1000!.

48 Dokazi da decimalni prikaz broja 3!!!
ima viSe od tisu¢u znamenaka. Odredi
broj nula na kraju tog prikaza.

* kX

49. Nadi najmanji broj koji je éetiri pu-
ta manji od svog obrnutog (broja s istim
znamenkama u suprotnom poretku).

50." Nadinajmanji cijeli broj koji zapo¢i-
nje znamenkom 1 i koji se prebacivanjem
te znamenke na posljednje mjesto poveca
tri puta. Nadi sve takve brojeve.

51. Kojim znamenkama mogu pocinjati
brojevi koji se tri puta povecavaju
prebacivanjem te znamenke na posljednje
mjesto? Nadi sve takve brojeve.

52. Odredi najmanji prirodan broj koji
se povecava za 50% premjeStanjem prve
znamenke na mjesto posljednje znamen-
ke.

53. Nadi najmanji prirodan broj n, koji
ima sljedec¢a svojstva:

a) njegov zapis u dekadskom sustavu
zavrSava znamenkom 6,

b) ako tu posljednju znamenku preba-
cimo na prvo mjesto, dobit ¢emo broj 4
puta veci od pocetnog broja.

54. Kojise cijeli brojevi pri precrtavanju

posljednje znamenke umanjuju cijeli broj
puta?

1. ARITMETIKA

55. Nadi sve brojeve koji se precrtava-
njem treée znamenke umanje cijeli broj
puta.

56. Nadi sve brojeve koji se precrtava-
njem druge znamenke umanje cijeli broj
puta.

57. Nadi sve cijele brojeve koji po¢inju
znamenkom 6 i koji se precrtavanjem te
znamenke umanjuju 25 puta.

58. Dokazi da ne postoje cijeli brojevi
koji bi se precrtavanjem prve znamenke
umanjili 35 puta.

59. Jedna od znamenki viseznamenkas-
tog broja je nula. Ako se ona precrta,
broj se umanji devet puta. Na kojem
mjestu stoji ta nula? Odredi sve takve
brojeve.

1.2. diofantski problemi

60. Odredi Getveroznamenkasti broj ko-
jem su prve i posljednje dvije znamenke
jednake i koji je potpuni kvadrat.

61. Nadi najveéi broj koji je potpuni
kvadrat, takav da se ponovo dobiva
potpuni kvadrat ako mu se odbace
posljednje dvije znamenke (od kojih
barem jedna nije jednaka nuli).

62 Dokazi da za n > 2 postoje n—
znamenkasti brojevi koji nisu kvadrati,
niti imaju simetri¢no rasporedene zna-
menke, a ¢iji je produkt s brojem od
istih znamenaka, napisanih u obratnom
poretku, potpun kvadrat.

63. Umnozak dvaju prirodnih brojeva
je troznamenkasti broj zapisan jednakim
znamenkama, a zbroj dvoznamenkasti
broj s takoder jednakim znamenkama.
Nadi sve takve parove brojeva.
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1.2. DIOFANTSKI PROBLEMI

64. Odredi sve dvoznamenkaste brojeve
koji su za tocan kvadrat veéi od broja na-
pisanog istim znamenkama, ali obratnim
redom.

65. Odredi dvoznamenkaste brojeve koji
zbrojeni s obrnutim brojem daju potpuni
kvadrat.

66. Odredi tri uzastopna prirodna broja
kojima je zbroj kvadrata jednak Cetve-
roznamenkastom broju s jednakim zna-
menkama.

67. Dokazi da ne postoji viSeznamen-
kasti broj koji je jednak zbroju kvadrata
svojih znamenaka.

68. Odredi sve prirodne brojeve ¢iji je
kvadrat jednak petoj potenciji zbroja nje-
govih znamenaka (u dekadskom zapisu).

69. Koji je troznamenkasti broj aritme-
ticka sredina dvaju brojeva, dobivenih iz
njega ciklickim permutacijama znamena-

ka?

70. Odredi troznamenkasti broj koji je
potpun kvadrat prirodnog broja a i &iji
je zbroj znamenaka a — 1.

* kX

71 Zbroj nekoliko uzastopnih prirodnih
brojeva jednak je 1000. Nadi sve takve
nizove.

72. Odredi prirodan broj n ako se zna
da je 142+ ...+n troznamenkasti broj s
jednakim znamenkama.

73. Brojevi z, y, z, t &ne izvjesnu
permutaciju brojeva 12, 14, 37, 65.
Odredi te brojeve ako vrijedi xy — xz +
yt = 182.

74. Odredi troznamenkaste brojeve abc
za koje vrijedi abc = a! 4 b! + ¢!.

75 Nadi Getveroznamenkasti broj abcd
za kojeg vrijedi abc = ab? + cd?.
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76. Odredi ¢etveroznamenkasti broj broj
za kojeg vrijedi

(b+r+o+j)t=broj.

77 Odredi znamenke a, b, ¢ ako za

svaki prirodan broj n vrijedi
T 2
aa---abb---b+1=(ccc+1)

n n n

78 Odredi prirodne brojeve z, y, z
ako se zna da jednakost

\/mx...mx_y...y: ZeZ
2n n n
vrijedi barem za dvije vrijednosti broja
n. Odredi tada sve brojeve n za koje

jednakost ostaje na snazi.

79. Dekadski zapis prirodnog broja a
sastoji se od n jednakih znamenaka x,
broja b od n jednakih znamenaka y, a
broja ¢ od 2n jednakih znamenaka z.
Za sve n > 2 odredi sve takve znamenke
x, y, z za koje vrijedi a® +b = c.

* Kk ok

80. Odredi éetveroznamenkasti broj koji
pri dijeljenju sa 131 daje ostatak 112, a
pri dijeljenju sa 132 daje ostatak 98.

81. Nadi najmanji prirodan broj, koji
ima svojstvo, da pri dijeljenju s 2 daje
ostatak 1, pri dijeljenju sa 3 ostatak
2, pri dijeljenju sa 4 ostatak 3, pri
dijeljenju s 5 ostatak 4, pri dijeljenju sa
6 ostatak 5, pri dijeljenju sa 7 ostatak 6,
pri dijeljenju s 8 ostatak 7 i pri dijeljenju
s 9 ostatak 8.

82. Troznamenkasti broj s razli¢itim
znamenkama djeljiv je dvoznamenkastim
brojem koji se iz njega dobiva uklanja-
njem jedne, proizvoljne, njegove znamen-
ke, pri ¢emu se poredak znamenki ne
mijenja. Nadi sve takve troznamenkaste
brojeve.

1. ARITMETIKA



1.3. PRIRODNI BROJEVI

83. Odredi sve troznamenkaste brojeve
koji pri dijeljenju s 11 daju kvocijent
koji je jednak zbroju kvadrata znamenaka
trazenog broja.

84. Sesteroznamenkasti broj djeljiv je s
37. Sve njegove znamenke su razlicite.
Dokazi da se one mogu permutirati tako
da novi broj bude ponovo djeljiv s 37.

85. Sesteroznamenkasti broj, ¢iji se de-
kadski zapis sastoji od Sest medusobno i
od nule razli¢itih znamenaka, djeljiv je s
37. DokaZzi da se permutacijom znamen-
ki tog broja mogu dobiti jo§ barem 23
razli¢ita broja koja su djeljiva s 37.

86. Postoje li dva uzastopna prirodna
broja takva da je zbroj znamenaka svakog
od njih djeljiv sa 1257 Nadi najmanji
par takvih brojeva, ili pokazi da oni ne
postoje.

87. Nadi Zesteroznamenkasti broj d&iji
produkti s brojevima 2, 3, 4, 5, 6 u
izvjesnom poretku, jesu Sesteroznamen-
kasti brojevi dobiveni iz danog broja
ciklickom zamjenom znamenki.

88. Odredi sve petorke susjednih prirod-
nih brojeva, zbroj ¢ijih kvadrata je broj
s jednakim znamenkama, manji od 106.

89. Postoji li prirodan broj n koji ima
sljedece svojstvo: zbroj znamenaka broja
n (u dekadskom zapisu) jednak je 1000,
a zbroj znamenaka broja n? jednak je
1000%?

1.3. prirodni brojevi

2 3
90. Dokazi da je % + % + % cijeli broj
za svaki cijeli broj x.

91. Ako je n cijeli broj, dokazi da je i

n? n3

50 21 + 30 takoder cijeli broj.

1. ARITMETIKA

92 Ako su n < m prirodni brojevi,

1 1
dokazi da racionalan broj — + —— +
n  n+l

1
...+ — nije cijeli broj.
m

93. Dokazi da je zbroj nekih prirodnih
brojeva djeljiv s 9 ako i samo ako je zbroj
svih znamenaka tih brojeva djeljiv s 9.

94. Ako je zbroj tri prirodna broja
djeljiv s 3, dokazi da je zbroj kubova
tih brojeva takoder djeljiv s 3.

95. Kada je zbroj kubova tri uzastopna
prirodna broja djeljiv s 187

96. U dekadskom zapisu nekog broja
pojavljuju se znamenke 1, 3, 7, 9. Dokazi
da se permutacijom znamenaka tog broja
moze dobiti broj djeljiv sa 7.

97. Ako je broj od 3n znamenaka djeljiv
sa 7, dokazi da je svaki broj s istim zna-
menkama, ciklicki permutiranim, takoder
djeljiv sa 7.

98. Tri zadana broja su potpuni kvad-
rati. Ako je zbroj ova tri broja djeljiv s
9, onda se medu njima mogu odabrati
dva ¢ija je razlika takoder djeljiva s 9.
Dokazi!

99. Neka je S(a) zbroj znamenaka pri-
rodnog broja a, prikazanog u dekadskom
sustavu, i m dani prirodan broj. Dokazi
da je razlika S(a™) — S(a)™ djeljiva s 9,
za bilo koji prirodan broj a.

100. Zbroj znamenaka broja a oznaci-

mo sa s(a). Ako je s(a) = s(2a), dokazi
da je a djeljiv s 9.

* x x

101. Postoji li prirodan broj A, takav
da pripiSemo li ga jos jednom samome
sebi s desna, dobijemo potpuni kvadrat?
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1.3. PRIRODNI BROJEVI

102 Kojem troznamenkastom broju je
dovoljno dopisati tri znamenke s lijeva da
bi se dobio njegov kvadrat?

103 Nadi najveéi prirodan broj koji je
potpun kub i koji ostaje potpun kub ako
mu se uklone posljednje tri znamenke (od
kojih barem jedna nije jednaka nuli).

104. Nadi troznamenkasti broj ¢ija sva-
ka potencija zavrSava s iste tri znamenke
s kojima zavrSava i prvobitni broj (u
istom poretku).

105 Napisano je redom 99 devetki.
Dokazi da im se moze dopisati s desna
100 znamenaka tako da dobiveni 199-—
znamenkasti broj bude potpuni kvadrat.

106. Dokazi da je produkt jednog dvoz-
namenkastog broja i broja od istih zna-
menaka ispisanih u obrnutom redu kvad-
rat, ako i samo ako su znamenke jednake.

* kX

107. Dokazi da zbroj znamenaka nekog
broja koji je potpun kvadrat ne moze biti
jednak 5.

108 Da li broj sastavljen od nekoliko
Sestica i nekoliko nula moze biti potpun
kvadrat?

109 U stoznamenkastom broju sve su
znamenke osim jedne, petice. Dokazi da
taj broj nije potpun kvadrat.

110. Deveteroznamenkasti broj napisan
je pomocu svih znamenaka osim nule, a
zavrSava se znamenkom 5. Dokazi da on
ne moze biti kvadrat cijelog broja.

111 Odredi najmanji kvadrat koji za-
pocinje znamenkama 222 222.

112. Dokazi da su broj 49 i brojevi
4489, 444889, 44448889,... od kojih
se svaki dobiva upisivanjem broja 48 u
sredinu prethodnog, potpuni kvadrati.
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113. Postoji li broj ¢iji kvadrat zapoci-
nje znamenkama 123456789, a zavrSava
znamenkama, 9876543217

114. Dokazi da suma kvadrata pet
uzastopnih cijelih brojeva ne moze biti
kvadrat cijelog broja.

115. Akosu a, b, m cijeli brojevi takvi
da je a? + 2mb? kvadrat cijelog broja,
dokazi da je a®+mb? zbroj kvadrata dva
cijela broja.

116. Postoje li takvi prirodni brojevi x
i y za koje su 22 +y i y? + x kvadrati
cijelih brojeva?

117. Neka su a i b pozitivni cijeli

brojevi takvi da ab+ 1 dijeli a® + b%.
2, 12

Pokazi da je
cijelog broja.

T kvadrat nekog

Napomena. (D.Zubrini¢) Ovaj zadatak je pos-
tavljen na MMO u Australiji. Prije toga su ga
tijekom 4 mjeseca bezuspjesno pokuSavali rijesiti
i neki specijalisti iz teorije brojeva. Na natjecanju
ga je rijesilo 10 udenika (pored ostalih zadataka!)

* Kk K

118 Neka je n prirodan broj. Ako je

broj 2 + 2v/28n2 + 1 cijeli, dokazi da je
tada on potpun kvadrat.

119. Nadi najvedi cijeli broj x takav da
je broj 4%7 4+ 41000 4 42 potpun kvadrat.

120. Odredi sve prirodne brojeve n za
koje je 28 + 2 4 2™ potpun kvadrat.

121 Za koje cijele pozitivne brojeve n
je broj 2™ — 1 kvadrat cijelog broja? A
broj 2" + 17
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1.3. PRIRODNI BROJEVI

* kX

122. Odredi &etiri prirodna broja, tak-
va, da je kvadrat svakog od njih zbrojen s
preostala tri broja opet potpun kvadrat.

123. Dokazi da je produkt dvaju bro-
jeva, od kojih je svaki zbroj kvadrata
dva cijela broja, jednak zbroju kvadrata
dvaju cijelih brojeva.

1247 Prirodan broj n zovemo ‘Pitago-
rin’, ako postoje prirodni brojevi a, b,
takvi da je n = a?+b%. Dokazi da ako su
m i n Pitagorini, a m - n nije Pitagorin,
onda je m-n kvadrat nekog parnog broja.

125. Moze li se naé¢i potencija broja 3
koja se zavrSsava znamenkama 00017

126. Dokazi da produkt éetiri uzastopna
prirodna broja ne moZe biti potpuni
kvadrat.

* kX

127. Odredi najve¢i broj djeljiv s 11,
¢ije su sve znamenke razlicite.

128. Zadano je nekoliko razli¢itih pri-
rodnih brojeva koji se nalaze izmedu dva
kvadrata uzastopnih prirodnih brojeva.
Dokazi da su svi njihovi medusobni pro-
dukti takoder razliciti.

129. Zadan je 120-znamenkasti broj.
Njegovih prvih 12 znamenaka se per-
mutira na sve moguce nacine. Medu tako
dobivenim brojevima izabere se na sreéu
120 brojeva. Dokazi da je njihov zbroj
djeljiv sa 120.

130. U svakom od brojeva k i k+n
zbroj znamenaka je djeljiv s 11, a
medu njima nema drugog broja s tim
svojstvom. Koju najveéu vrijednost moze
imati broj n?

131. Razlika dvaju neparnih brojeva
djeljiva je s 5. Na koju se znamenku
zavrsava razlika kubova tih brojeva?

1. ARITMETIKA

/

132" Neka je n prirodan broj i n
sastavljen od istih znamenaka, ali u
nekom drugom poretku. Ako je n+n' =
1010, dokazi da je n djeljiv s 10.

133. Broj y dobiven je od broja =z
nekom permutacijom njegovih znamenki.
Dokazi da =za bilo kakav z vrijedi
x4y #£999---99 (1967 devetki).

1347 U nekom deseteroznamenkastom
broju ajag---a;g znamenka a; jednaka
je broju nula u zapisu tog broja, zna-
menka as broju jedinica, itd, znamenka
a1p broju devetki u tom broju. Nadi taj
broj!

135. Cetiri razlicita cijela troznamen-
kasta broja, koja podinju istom znamen-
kom, imaju svojstvo da je njihov zbroj
djeljiv s trima od njih, bez ostatka. Nadi
te brojeve.

136. a) Umnozak nekih cijelih n broje-
va jednak je m, a njihov je zbroj nula.
Dokazi da je broj n djeljiv s 4.

b) Neka je n prirodan broj djeljiv s 4.
Dokazi da postoji n cijelih brojeva ¢iji je
umnozak jednak n, a zbroj jednak nuli.

* k%

137. Dokazi da se prirodan broj m moZe
prikazati u obliku m = [n+/n+ 3| ako
i samo ako m nije potpun kvadrat.

138. Kakve prirodne brojeve m nije
moguce prikazati u obliku m = 3p + 7q,
pri ¢emu su p i g proizvoljni nenegativni
cijeli brojevi?

139. Dokazi da se cijeli broj moZe
prikazati kao zbroj kvadrata dvaju cijelih
brojeva ako, i samo ako, i dvostruko veéi
broj ima to svojstvo.

140. Dokazi da je kvadrat zbroja n
kvadrata razli¢itih cijelih brojeva koji
nisu jednaki nuli, zbroj kvadrata n cijelih
brojeva od kojih je svaki razli¢it od nule.
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1.4. REALNI BROJEVI

141 Ako je razlika kubova dvaju uzas-
topnih prirodnih brojeva kvadrat prirod-
nog broja, dokazi da se taj prirodan broj
moze prikazati kao zbroj kvadrata dvaju
uzastopnih prirodnih brojeva.

142. Dokazi da postoji beskona¢no mno-
go prirodnih brojeva koji se ne mogu
napisati kao zbroj kvadrata triju cijelih
brojeva.

143. Dokazi da postoji beskona¢no mno-
go brojeva koji se ne mogu prikazati kao
zbroj triju kubova prirodnih brojeva.

1.4. realni brojevi

144. Zna se da vrijedi |na| + |nb| =
|n(a+b)|] za svaki prirodan broj n.
Dokazi da je a ili b cijeli broj.

145. Dokazi da je v10[(1 + v10)'%° —
(1 —v/10)!%] cijeli broj.

146. Dokazi da je za svaki prirodan broj
n, broj |(2+ \/§)NJ neparan.

1477 Neka je n = |(44 + v/1975)1].

Dokazi da je n neparan.

148. Nadi sve takve prirodne brojeve n
1

n+
kona¢nim decimalnim prikazom.

izrazeni

1
za koje su brojevi — i
n

149. Neka je p prost broj. Racionalan
.m m . .
broj —, 0 < — < 1, ima svojstvo da se
n n

1
P razlikuje od M a — -
n-+p m n D
Odredi sve brojeve — s tim svojstvom.
n

razlomak

150. Neka su x1 i 25 rjeSenja kvadratne
jednadzbe 2% +2+1 = 0. PokaZi da skup

{7+ 2% : neN}
ima samo dva elementa. Koji su to
elementi?

18

151. Kakve se znamenke pojavljuju na
mjestu jedinica i mjestu desetica u
dekadskom prikazu broja (y/3+4/2)'980?

152. Ozna¢imo {a} = a — |a|. Do-
kazi da su svi brojevi {10"v/2}, n =
0,1,2,... medusobno razli¢iti.

153. Nizovi {ay,} 1 {8} nacinjeni su od
posljednjih znamenaka brojeva |(1/10)" |
i [(v2)"]. Dali su oni periodicki?

154. Zadan je rastuéi niz {a,} prirod-
nih brojeva. Poznato je da je api1 <
10a,, za sve prirodne n. Dokazi da deci-
malni prikaz broja 0,a1a2as ... nije peri-
odican.

155 Ako je P polinom s cjelobrojnim
koeficijentima, pozitivan za x > 0,
dokazi da je tada broj 0,P(1)P(2)P(3) - - -
racionalan.

156. U beskona¢nom decimalnom pri-
kazu realnog broja a pojavljuju se sve
znamenke. Neka je v, broj razli¢itih
odsjecaka tog prikaza koji imaju dulji-
nu n. Ako je za neki n ispunjen uvjet
v, <N+ 8, dokazi da je broj a raciona-
lan.

157 Ozna¢imo s h, posljednju zna-
menku razli¢itu od nule u dekadskom
prikazu broja n!. DokaZi da je decimalni
broj 0, h1hghs - -- iracionalan.

158. Ako je razlomak nekog neskrativog
razlomka manji od 100, dokazi da se
u decimalnom prikazu tog razlomka ne
moze pojaviti grupa znamenaka 167.

1. ARITMETIKA



1.4. REALNI BROJEVI

* kX

159. Postoje li racionalni brojevi x, v,
z, t takvi da za neki prirodan n vrijedi

(T +yv2)?" + (2 +1/2)*" =5 +4,/2

160. Za koje cjelobrojne m i n vrijedi
jednakost

(54+3V2)™ = (3+5V2)"?

161. Dokazi da je za svaki prirodan broj

n izraz (3 + 2v2)" + (3 — 2/2)" cijeli
broj koji nije djeljivs 5.

162. Dalije broj v/v5+2— V56 -2

racionalan ili iracionalan?

163. Dokazi da 2 + V3 + V5 nije

racionalan broj.

164. Neka su n, p proizvoljni prirodni
brojevi, p > 2. Dokazi da /nP + p nije
racionalan broj.

165. Dokazi dase /2 ne moze prikazati
u obliku p+ ¢/r, gdje su p, q, T
racionalni brojevi.

166. DokaZi da \/5, \/g, \/5 ne mogu

biti ¢lanovi istog aritmetickog niza.
167. Da li postoje brojevi a, b > 0
takvi da je

a) a, b¢ Qia®eQ,

b) a’ b7 ab ¢ Q’

c) acQib, a* ¢ Q?
168. Dokazi da postoje pozitivni iraci-
onalni brojevi a i b, za koje je broj a’
prirodan.
169. Dokazi, ako pozitivni brojevi a, b,
¢ € Q zadovoljavaju relaciju \/a+ \/B =
¢, tada vrijedi \/E, \/5 €Q.

170 Dokazi da je sinl® iracionalan
broj.

1. ARITMETIKA

171. Neka je n neparni broj veéi od
2. Dokazi da su sva rjeSenja jednadzbe
cosz = 1/, iracionalni brojevi.

172. Dokazi da su brojevi /13, cos 10°,
:\3/5 + /5 iracionalni.

173. Odredi sve racionalne brojeve r za
koje je log, r i sam racionalan broj.

* Kk ok

174. Ako prirodni brojevi m, n zado-
voljavaju nejednakost /7 — ™M/, > 0,
dokazi da je tada V7 — ™M/, > 1/

175 Dokazi da se za svaki broj a (0 <
a < 1)1isvaki N mogu nadi takvi cijeli
brojevi m in (0<n, 0<m<n<N)
daje |an —m| < /.

176. Dokazi da za svaki realni broj x

postoji racionalni broj oblika 27/9,, 11,
n, m € Z, tako da vrijedi

2n
T —
2m +1
gdje je € proizvoljno maleni realni broj.

<e

177. Dan je iracionalni broj a.

a) Dokazi da za svaki pozitivni broje
postoji bar jedan cijeli broj ¢, takav da
je ag — |aq| <e.

b) Dokazi da za dani € > 0 postoji
beskonatno mnogo racionalnih brojeva
P/q, takvih da je

q>0 i ‘a _P < £ .
q q
178 Odredi razlomak ¢iji su brojnik i
nazivnik prirodni brojevi manji od 100,
koji najbolje aproksimira broj /2.

179. Dokazi da za proizvoljne prirodne
brojeve p i ¢ vrijedi nejednakost

1
\/_—p’>—.
‘ gl 3¢
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1.5. SKUPOVI BROJEVA

180. Ako je aritmeticka sredina prvih n
znamenaka broja V2 — 1 izmedu 13/4
i 14/3, tada je to ispunjeno i za broj
2 — /2. Dokazil

181. Dokazi da za svaki realni broj
T > % postoji cijeli broj n takav da

vrijedi
o —n?] <o — 1y

182 Neka je r nenegativan racionalni
broj. Odredi fiksne cijele brojeve a, b, ¢,
d, e, f takve da je za svaki r ispunjeno

ar? +br+c 3 3
— — V2| < |r— V2
dr2 +er+ f va |T \/_|

1.5. skupovi brojeva

183. Zadano je pet razli¢itih pozitivnih
brojeva. Dokazi da medu njima postoje
dva ¢iji ni zbroj ni apsolutna vrijednost
razlike nisu jednaki ni jednom od preos-
tala tri broja.

184. Dokazi da se u skupu od proiz-
voljnih deset razli¢itih dvoznamenkastih
brojeva mogu izabrati dva disjunktna
podskupa koji imaju jednak zbroj svojih
elemenata.

185. Dokazi da se od dvanaest razlicitih
dvoznamenkastih brojeva uvijek mogu iz-
abrati dva ¢ija je razlika dvoznamenkasti
broj s jednakim znamenkama.

186 Osam cijelih brojeva ay,...,ag
zadovoljavaju uviet 0 < a; < ag <
... < ag < 16. Dokazi da uvijek postoji
takav broj k da se od danih 8 brojeva
mogu izabrati barem tri para povezana
relacijom a; —a; = k.

187. Zadano je dvadeset prirodnih bro-
jeva ai,as,...,as takvih da je a1 <
az < ... < agy < 70. Dokazi da medu
razlikama a; —ap (j > k) postoje bar
¢etiri medusobno jednake.

20

188. Dokazi da se izmedu 25 razli¢itih
pozitivnih brojeva uvijek mogu izabrati
dva ¢&iji se zbroj i razlika razlikuju od svih
preostalih 23 broja.

189. Odredi sest brojeva ne veéih od
24 ali takvih da je zbroj brojeva u svim
mogué¢im podskupovima razli¢it. Pokazi
da ne postoji sedam brojeva ne veéih
od 24, takvih, da svi zbrojevi njihovih
podskupova budu razliciti.

190. Dokazi da se medu 52 cijela broja
mogu pronaéi 2 ¢iji je zbroj ili razlika
djeljiva sa 100.

191. Dokazi da se medu 39 uzastopnih
prirodnih brojeva nalazi bar jedan broj
Ciji je zbroj znamenaka djeljiv s 11.

192. Dokazi da izmedu proizvoljnih 99
uzastopnih cijelih brojeva postoji broj
C¢iji je zbroj znamenaka djeljiv s 14.

193. Dokazi da se od proizvoljnih 200
cijelih brojeva moze izabrati njih 100 &iji
je zbroj djeljiv sa 100.

194. Skup brojeva {1,2,...,100} raz-
bijen je na 7 podskupova. Dokazi da se u
barem jednom od tih podskupova mogu
pronadi ili 4 broja a, b, ¢, d za koje
vrijedi a+b=c+d, ili 3 broja e, f, g
za koje je e+ f = 2g.

195. Za prirodne brojeve ai,...,a19;
bl,...,bgl Vrijedi
I1<ar <as <...<ajg <200
1<by <by<...<by <£200.

Dokazi da postoje cetiri od tih brojeva
ai, aj, bp, by, pri ¢emu je a; < aj,
by, < by, tako da vrijedi a; —a; = by —b,.

1. ARITMETIKA



1.5. SKUPOVI BROJEVA
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196. Da li je istinita sljedeca tvrdnja:
‘od proizvoljnih Sest prirodnih brojeva,
uvijek je moguée pronaéi tri od kojih
nikoja dva nemaju zajednicki djelitelj, ili
pak tri sa zajednickim djeliteljem veéim
od 1’7

197. Nadi sve prirodne brojeve n takve
dase skup {n,n+1,n+2,n+3, n+4,n+5}
moze razbiti na dva podskupa takva da
je produkt elemenata u jednom jednak
produktu elemenata u drugom podskupu.

198. Zadan je skup od n+1 brojeva
izabranih iz skupa {1,2,...,2n}. Da li
je uvijek moguce izabrati dva elementa iz
tog skupa, takva, da jedan dijeli drugog?

199, Dokazi da se medu n+1 prirodnih
brojeva manjih od 2n mogu izabrati dva
¢ija je razlika potencija broja 2.

200 Zadano je n+1 razli¢itih prirodnih
brojeva manjih od 2n Dokazi da postoje
tri broja od kojih je jedan jednak zbroju
preostalih dvaju.

201. Zadan je skup od n cijelih brojeva
a,...,an. Da 1i je uvijek moguce
izabrati podskup takav da je zbroj
njegovih elemenata djeljiv s n?

202. Neka su aq,...,a, prirodni bro-
jevi pri ¢emu je 1 < a3 < ... < a, i
a1 +...+a, =2n.

a) Dokazi da za parni n i a, #
n+1 izmedu brojeva aq,...,a, uvijek
mozemo izabrati nekoliko brojeva ¢&iji
zbroj iznosi n.

b) DokaZi da za neparni n i a, # 2 iz-
medu brojeva aq,...,a, uvijek mozemo
izabrati nekoliko ¢iji zbroj iznosi n.

203. Dokazi da se iz skupa od 27! — 1
cijelih brojeva uvijek moze odabrati 2"
brojeva ¢iji je zbroj djeljiv s 2™.

1. ARITMETIKA

204. Izmedu cijelih brojeva od 1 do
3n izaberimo bilo kojih n+2 brojeva.
Dokazi da za n > 1 medu tim brojevima
sigurno postoje dva ¢ija je razlika veca
od n a manja od 2n.

205. Dokazi da se medu proizvoljnih
2m + 1 razli¢itih cijelih brojeva, koji
po modulu nisu veéi od 2m — 1, mogu
pronadi tri broja ¢&iji je zbroj jednak 0.

206. Zadano je 2n+1 cijelih brojeva
sa svojstvom: ako se izdvoji bilo koji
od njih, preostalih 2n brojeva se mogu
podijeliti na dvije grupe po n brojeva,
tako da zbroj brojeva u jednoj bude
jednak zbroju brojeva u drugoj grupi.
Dokazi da su svi zadani brojevi jednaki
medu sobom.

207. Zadani su razli¢iti pozitivni brojevi
ai,as,...,a,. Od njih se formiraju svi
moguéi zbrojevi s proizvoljnim brojem
¢lanova (od 1 do n). Dokazi da ce
se medu njima naéi najvise in(n+ 1)
razli¢itih.

208. Zadan je niz prirodnih brojeva
ay, Qg,..., a,, n > 2. Dokazi da
postoji takav podniz ag,, ak,,-..,0k,, ,
1<k <ky<...<k, <n daje broj
ap, +ap, +...+aj djeljivs m.

209. Zadano je k prirodnih brojeva
n+ 1J

5 |-

r takvi da je

g <as<...<ap<n, k>{

Dokazi da postoje 1,
a; +a1 = a,.

210. Zadano je n cijelih brojeva: a; =
1, ag,..., a, pricemuje a; < a;+1 < 2a;
(i=1,2,...,n—1) izbroj svih brojeva je
paran. Mogu li se ti brojevi razbiti u dvije
grupe s jednakim zbrojevima brojeva u
njima?

211. Odredi najmanji skup pozitivnih
cijelih brojeva takvih da za svaki prirodan
k, 0 < k < ¢, gdje je c fiksni broj, postoji
podskup takav da je zbroj njegovih
elemenata jednak k.
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1.6. RAZNI ZADACI

212. Nadi najmanji broj n € N za koji
postoji skup M C {1,2,...,100} od n
elemenata, koji zadovoljava uvjete:

(a) 11100 pripadaju skupu M

(b) za svaki a € M \ {1} postoje
x, y € M takvidaje a=z+y.

1.6. razni zadaci

213. Neka je a,as,...,a, neka permu-
tacija brojeva 1,2,...,n. Dokazi da je
p = (a1 —1)(az — 2) -+ (an — n) paran
broj, ako je m neparan.

214. Rasporedi brojeve od 1 do 100
u niz tako da ne postoji podniz od 11
¢lanova koji bi bio rastudi ili padajudéi.

215. Dokazi da se u ma kojem nizu
od 101 broja mozZe naéi podniz od 11
¢lanova koji je bilo rastuéi, bilo padajudi.

216. Dokazi ili opovrgni tvrdnju: ‘U
skupu brojeva {1,2,3,...,10°} moZe se
naé¢i podskup od 1983 elementa, koji
ne sadrzi nijednu trojku brojeva koji
su uzastopni ¢lanovi nekog aritmetickog
niza’.

217. Da li svaka permutacija brojeva
0, 1,...,n sadrzi aritmeticki niz od
najmanje tri ¢lana?

218. Moze li se od brojeva 1, 1/,

Uy, .., /on ... izabrati beskonacan ge-
ometrijski niz &ji je zbroj jednak 1/5?

* kX

2197 Medu brojevima 36™ —5", gdje su
m i n prirodni brojevi, nadi najmanji po
apsolutnoj vrijednosti.

220. Izbaci 100 znamenaka u broju
123456789101112 - -- 979899100 da dobi-
veni broj bude najveéi, odnosno najma-
nji.
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221. Odredi ¢etveroznamenkasti broj
abced takav da je abed + cdab = 9999,

a razlika bc — ad najveca.
222" Od svih znamenaka 1, 2,...,9

sastavi tri troznamenkasta broja tako
da njihov produkt bude najvedi.

223. Od znamenaka 1,2,...,9 izabrane
su 4 znamenke i od njih sastavljena dva,
po mogucnosti §to bliza dvoznamenkasta
broja. Kakvu najveéu mogucu vrijednost
moze imati modul njihove razlike?

* k x

224. Kolika je najveéa mogucéa vrijed-
nost kvocijenta troznamenkastog broja sa
zbrojem njegovih znamenaka?

225. Niz brojeva a, a+1, a+2, ...,
a + k nazivamo odreskom niza prirodnih
brojeva. Dva odreska, svaki duljine 1961,
napisana su jedan ispod drugog. Dokazi
da moZemo rasporediti brojeve u svakom
od odrezaka, tako da — mnakon S§to
nadopiSemo brojeve koji se nalaze jedan
pod drugim — ponovo dobijemo odrezak
niza prirodnih brojeva.

226. Dokazi da medu n-teroznamen-
kastim brojevima koji se zapisuju samo
znamenkama 1 i 2, ne postoji viSe
od 2"/, 11 brojeva takvih da se svaka
dva medu njima razlikuju barem na tri
mjesta.

227 Mogu li se svi deseteroznamenkasti
brojevi zapisani pomoc¢u znamenaka 1 i 2
razbiti na dvije grupe, tako da zbroj ma
koja dva broja iz pojedine grupe sadrzi
u svom dekadskom zapisu barem dvije
trojke?

228 Postoje li dva beskonaéna skupa
A i B nenegativnih brojeva takva da se
svaki nenegativni broj moze na jedinstven
nacin prikazati kao zbroj jednog broja iz
skupa A i jednog broja iz skupa B7?

1. ARITMETIKA
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229. Moze li se razbiti skup prirodnih
brojeva na beskona¢no mnogo beskonad-
nih skupova od kojih se svaki moze dobiti
tako da se proizvoljnom drugom skupu
doda neki cijeli broj?

230. Moze li se izabrati 1000000 razli-
¢itih prirodnih brojeva tako da zbroj bilo
koliko tih brojeva nije potpun kvadrat
prirodnog broja?

* kX

231. Zadana su dva broja, a = /7 +

V10, b = /3 4+ /19. Ne racunajudéi

korijene odredi koji je od njih vedi.

232. Dokazi da se medu jedanaest proiz-
voljnih beskonac¢nih dekadskih razlomaka
mogu izabrati dva ¢ija razlika ima u de-
cimalnom prikazu bilo beskonacan broj
nula, bilo beskona¢an broj devetki.

233. Prirodni brojevi z; i x2 manji
su od 10000. Definirajmo niz {x,}
tako da z3 bude jednak |z; — xsf,
broj x4 najmanji od brojeva |z; —
xQ‘a |$2 - I3|7 |‘T1 - 1‘3|, i opéenito,
svaki sljede¢i broj je jednak najmanjoj
od apsolutnih vrijednosti razlika svih
prethodnih brojeva. Dokazi da je uvijek
T2 = 0.

234. Napisano je n brojeva, medu
kojima ima i pozitivnih i negativnih.
Potertan je zatim svaki pozitivni broj,
ali i takav koji u zbroju s nekoliko
brojeva koji slijede neposredno za njim
daje pozitivan broj. Dokazi da je zbroj
svih potcrtanih brojeva pozitivan.

235. Prirodni brojevi a1, as,...,a, za-
dovoljavaju uvjet ar < k, 1 <k <ni
zbroj svih brojeva je paran broj. DokaZzi
da je jedna od suma a; £ as +...+ ay,
jednaka nuli.

236. U broju 27 precrtali smo prvu
znamenku i dodali je preostalom broju.
S rezultatom smo ponovili postupak itd.

1. ARITMETIKA

dok se ne dobije deseteroznamenkasti
broj. Dokazi da taj broj ima barem
dvije jednake znamenke.

237. Neka je d strogo pozitivan cijeli
broj razli¢it od 2, 5, 13. Pokazi da se
u skupu {2,5,13,d} mogu odabrati dva
razli¢ita broja a i b tako da ab — 1 nije
kvadrat cijelog broja.

238. Dokazi da postoji tocno jedna
cetvorka x,y,z,t prirodnih brojeva sa
sljede¢im svojstvima:

a) l<z<y<z<t;

b) produkt bilo koja tri od tih brojeva
uvecan za 1 djeljiv je ¢etvrtim brojem.

239. Pokazi da je skup svih realnih
brojeva = za koje je

> =
- k™ 4
unija disjunktnih poluotvorenih interva-
la, zbroj duljina kojih iznosi 1988.

240. Kojih Sesteroznamenkastih brojeva
ima viSe: onih koji se mogu predstaviti
u obliku umnogka dva troznamenkasta
broja, ili onih koji se ne mogu predstaviti
u tom obliku?

241. Zadan je skup M koji se sastoji
od 1985 razli¢itih prirodnih brojeva.
Nijedan od njih nema prostog djelitelja
veéeg od 26. Dokazi da se iz skupa M
mogu izabrati ¢etiri medusobno razli¢ita
broja ¢iji produkt je cetvrta potencija
cijelog broja.

242. Odredi sve vrijednosti n € N za
koje je istinita sljedec¢a tvrdnja: ‘Postoji
niz od 2n brojeva takvih da za svaki
k = 1,2,....,n u njemu postoje dva
broja k, medu kojima se nalazi to¢no
k preostalih brojeva.

243. Broj A djeljiv je s 1, 2, 3,...,
9. Dokazi da, ako je broj 2A prikazan
kao suma prirodnih brojeva manjih od
10, tj. 2A = a1 +az+ ...+ ar, tada
je medu brojevima ai,as, ..., a; moguce
odabrati nekoliko ¢ija je suma jednaka

A.
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244. Koliko najmanje brojeva iz niza
1, 2, 3, ..., 1982 trebamo prekriziti
da niti jedan od preostalih brojeva ne
bude jednak umnosku neka dva preostala
broja? Na koji se na¢in to moze u¢initi?

245. Za proizvoljna dva broja m, n iz
nekog skupa M C N vrijedi nejednakost
|m —n| > MN/ys. Dokazi da skup M
sadrzi ne vise od 9 elemenata. Odredi
moze li takav skup M sadrzavati toCno
9 elemenata.

246. Neka je dan bilo koji troznamen-
kasti broj ¢ije sve znamenke nisu jednake.
Od njegovih znamenaka na¢inimo najve-
¢i i najmanji mogudéi troznamenkasti broj
(ako je broj znamenaka manji, dodajemo
potreban broj nula). Njihova je razlika
novi troznamenkasti broj, s kojim ponav-
ljamo isti postupak. Nakon najvise pet
koraka dolazi se do broja 495, koji se
dalje obnavlja, i to bez obzira na izbor
pocetnog broja. DokaZi!

247. Ispod svakog od brojeva od 1 do
1000000000 potpisan je zbroj njegovih
znamenaka, pod svaki od dobivenih
milijardu brojeva ponovo je potpisan
zbroj njegovih znamenki itd. Kojih je
brojeva na koncu vise: 1 ili 27
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248. Na karticama su napisani svi pete-
roznamenkasti brojevi od 11 111 do uklju-
¢ivo 99999. Zatim su ti brojevi poreda-
ni u jedan niz, proizvoljnim poretkom.
Dokazi da dobiveni 444 445-znamenkasti
broj nije potencija broja 2.

249. Dani su prirodni brojevi x1,...,z,
i1Y1,- s Ym- Zbrojevi x1+xo+... 42, i
y1+y2+...+ ¥y, sujednaki medu sobom
i manji od mn. Dokazi da se u jednakosti
Tr+x2+ ... F T =N+ Y2+ ...+ Ym
mogu precrtati neki ¢lanovi s obje strane,
tako da ponovo dobijemo jednakost.

250." U donjoj tablici mnoZenja pojav-
ljuju se samo dvije znamenke: 11 2. Nadi
sve parove brojeva ¢ija tablica mnozenja
(u dekadskom sustavu) sadrzi samo dvije

znamenke.
11x 11

1T
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