1.

Uvod

Nacrtna geometrija je znanost 0 egzaktnim metodama koje omogucuju prika-
zZivanje prostornih figura trodimenzionalnog prostora na nekoj dvodimenzionalnoj
ravnini i rjeSavanje prostornih problema u ravnini konstruktivno-geometrijskim pu-
tem. Ovako je definirao Nacrtnu geometriju vet Gaspard Monge (1746. — 1818.),
osnivaC Nacrtne geometrije kao znanosti.

Nacrtnaje geometrijaizrasaiz posve prakticnih potreba, prije svegatehnickih
disciplina (gradevinarstvo, arhitektura, strojarstvo, itd.), geogréafije (kartografija),
astronomije i dikarstva (perspektiva). No vremenom se Nacrtna geometrija raz-
vila u samostalnu granu geometrije (atime i matematike), tako da je baS Nacrtna
geometrija ubrzala razvitak geometrije (Projektivne geometrije, fotogrametrije i
dr.).

Nepobitna je i ofita, dakle, vaznost Nacrtne geometrije u izobrazbi svih teh-
nickih zanimanja. | ne samo to. Onazasigurno potice razvitak prostornog zora kod
onih buduéih strunjaka, kojimajetg prostorni zor itekako potreban.

U naSem trodimenzionalnom prostoru u kojem Zivimo, zapazamo predmete
po njihovom obliku, boji, veli€ini i njihovim medusobnim poloZajima. Sliku ta-
kvih predmeta mozemo kasnije dozvati u setanje. Ne samo to, nego mozemo te
predmete nekome opisati, tako dataj doticni dobije bolju ili 10Siju predodzbu o tim
predmetima pomocu tog opisa.

U daljnjem procesu mozemo opaZzane predmete i njihove medusobne poloZaje
zamidliti promijenjene prema potrebi i ukusu, pa zatim to putem crteZa priopCiti
nekom, koji Ce eventualno takve predmete izraditi.

Upravo smo ovim izlaganjem ukratko odgovorili napitanje: $to jeto prostorni
zor?

Prostorni zor je, dakle, sposobnost paméenja oblika, veli€ine, itd. predmeta
koje smo vidjeli, kao i njihove medusobne poloZaje. No i dalje je prostorni zor
takoder sposobnost zamiSjene predmete redlizirati u obliku pravilnog opisivanja
ili uobliku crtezaili modela
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Svaki Covjek pogeduje sposobnost prostornog zora u vetoj ili manjoj mje-
ri. Jasno je takoder da se prostorni zor razvija zgjedno s razvojem djeteta. No
kao i vetina drugih sposobnosti moze se i prostorni zor u nekoj mjeri kod manje
talentiranih uCenika izostriti vjezbom.

Nacrtna geometrija s jedne strane pretpostavlja kod uCenika izvjesni stupanj
razvoja prostornog zora. Sdruge strane Nacrtna geometrija sama po sebi usavrsava
prostorni zor kod onoga koji se njome bavi.

U Nacrtnoj geometriji u vezi s prostornim zorom treba istaknuti dvije vrste
zadata:

1. treba neko postojece ili zamidjeno tijelo predoCiti projekcijama (crte-
zom);

2. natemelju danih projekcija nekog tijela, treba odrediti daljnje projekcije
(poglede) i time kod promatraca pobuditi pravilnu predodzbu o tom tijelu.

Ovo kratko izlaganje o prostornom zoru bi trebalo takoder ukazati nato, da pri
odmjeravanju potrebe prisustva Nacrtne geometrije u tijeku izobrazbe na srednjem
nivou, ova aspekt svakako ne bi trebalo zanemariti. U ovoj smo knjizi nastojali
dobar dio sadrzaja usmjeriti bas na takve probleme.

Kako smo vet na pocetku rekli, Nacrtna geometrija razmatra probleme trodi-
menzionalnog prostora (stereometrijske probleme) konstruktivno-geometrijskom
metodom. No konstruktivna geometrija (ili geometrijske konstrukcije) po prirodi
stvari rjeSava ravninske (planimetrijske) probleme. Veza koja nam to omogucuje
je predlikavanje, odnosno projiciranje figura prostora na figure ravnine. Ovaraz-
matranja su provedena u 2., 3. i 4. poglavlju ove knjige i smatram ih vrlo vaznim
za razumijevanje Nacrtne geometrije, pa prema tome ne bi trebalo olako prelaziti
preko njih.
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Stereometrija

U ovom ¢emo se poglavlju pozabaviti nekim osnovnim teoremima geomet-
rije (trodimenzionalnog) prostora, koje ¢emo koristiti u tijeku kasnijeg izlaganja
Nacrtnhe geometrije.

Prostor P mozemo intuitivno shvatiti kao izvjesni skup kojeg su elementi
tocke, pravci i ravnine.

Tocke cemo oznacavati velikim latinskim slovima: A, B, C, ...

Pravce temo oznafavati malim latinskim dovima: a, b, c, ...

Ravnine ¢emo oznaCavati malim grékim dovima: o, 8, v, ...

Znamo intuitivno $to zna€i kada kaZzemo datocka A lez napravcu a, odnosno
kada pravac a prolazi totkom A. U oba slu€gja kazemo da su tocka A i pravac a
incidentni.

Sliéno tome znamo intuitivno kadatocka A lezi naravnini o, odnosno kada
ravnina o prolazi tockom A. U oba sucCaja kazemo da su tocka A i ravnina o
incidentni.

Ovako intuitivno shvatena relacija incidencije toCaka i pravaca, te toCaka i
ravnina, nam omogucuju da pravce, odnosno ravnine prostora shvatimo kao stano-
vite podskupove toCaka prostora. Tako mozemo sada shvatiti pravac a kao skup
svih toCaka koje su incidentne s tim pravcem. Tada govorimo o nizu to¢aka (a)
kojemu je pravac a nosilac.

Isto tako mozZzemo shvatiti i neku ravninu o kao skup svih tocaka koje su
incidentne s ravninom o . Tada govorimo o polju tofaka (o) kojemu je ravnina
o nosilac.

Uvedimo sada joS$ neke nazive i svojstva koja su izravna podjedica pojma
odnosno relacije incidencije.

Pravac a = AB koji je incidentan s dvije tocke A i B (pravac a prolazi
totkama A i B) zovemo spojnicom toCaka A i B.

Tri i viSe razlicitih toCaka A, B, C, ... koje su incidentne s jednim te istim
pravcem p zovemo kolinear nim tockama.
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Cetiri i vie razlititih toaka A, B, C, D, ...od kajih nikoje tri nisu koli-
nearne (ne leze na jednom te istom pravcu), a koje su sve incidentne s jednom te
istom ravninom (leze u jednoj teistoj ravnini) zovemo komplanarnim totkama.

Ako dvarazliitapravca a i b imaju tocno jednu tocku S zajednicku (tocno
jednu tocku S kojajeincidentnai s a i s b), tada kazemo da se takva dva pravca
aibsjekuugecidtu S (oznaka anb=S).

Zaneki pravec a kazemo dalez uravnini o (incidentan je sravninom o)
ako su sve tocke tog pravca incidentne s ravninom o .

RazliCite pravce a, b, c, ... koji suincidentni sjednom te istom ravninom
(leZze u jednoj teistoj ravnini) zovemo komplanarnim pravcima.

Za dva pravca a i b kazemo da su paralelni (oznaka: a || b), ako su oni
komplanarni (leze uistoj ravnini) te

a) akosenesijekuili
b) ako se podudaraju (a=b).

Zadvijeravnine o i B kazemo da se sijeku onda kada postoji jedan pravac a
koji leZi i ujednoj i udrugoj ravnini. Pravac a tadazovemo presjeCnicomtih dviju
ravhina o i 3.

Zadvijeravnine o i  kazemo da su paralelne (oznaka: o || )

a) ako nemaju ni jednu tocku zajednicku (ne postoji tocka koja je incidentna
i sjednom i sdrugom ravninom) ili

b) ako se one poklapaju (sve suim tocke zajednicke).
Zapravac a i ravninu o kazemo da se sijeku, ako postoji tocno jedna tocka
P kojajeincidentnai spravcem a i sravninom o (oznaka: ano = P).
Za pravac a kazemo da je paralelan sravninom o
a) akolez utoj ravnini (sve su mu tocke incidentne sravninom) ili

b) ne postoji ni jedna tocka koja je incidentna stim pravcem a i sravninom
.

Navest emo sada neke jednostavne tvrdnje o tockama, pravcimai ravninama,
koje su intuitivno oite, pa temo ih stoga smatrati istinitima (aksiomi).

A, Postoji tocno jedan pravac a koji jeincidentan s dvije razliCite tocke A i
B. (Postoji dakle tocno jedna spojnica AB dvije razliCite totke A i B.)
(8.21).

A, Postoji tocno jednaravnina o koja prolazi danom totkom A i pravcem

a, A¢a (d.22). Takvu ravninu zovemo spojnom ravninom tocke A i
pravca a (oznaka: o = Aa).



2. STEREOMETRIJA 5
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S. 21 g. 22

A3 Ako dvije razliCite totke A i B danog pravca a leZe u ravnini «, ta
da svaka toCka tog pravca leZi u ravnini o, tj. pravac a jeincidentan s
ravninom o (9. 2.3).

S. 23 9. 24.

A4 Postoji tocno jedan pravac p koji prolazi danom tockom A i paraéelan je
sdanim pravcem a (9. 2.4).
Ovo je u stvari poznati Euklidov 5. postulat o paralelama.
As Postoje ngimanje tri nekolinearne toCke koje su incidentne s nekom rav-
ninom (d. 2.5).

9. 26.

Ag Postoje u prostoru ngjmanje Cetiri nekomplanarne tocke A, B, C, D
(Cetiri toCke koje ne leze u jednoj teistoj ravnini) (9. 2.6).
Natemelju ovih tvrdnji mozemo sadaizvoditi daljnja svojstva uvedenih figura
u prostorul.
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Teorem 2.1. Postoji tocno jedna ravnina o takva da dane tri nekolinarne
tocke A, B, C leze u toj ravnini. Za takvu ravninu kazemo da je definirana ili
razapeta timtockama A, B, C.

Dokaz. Natemdju tvrdnje A; postoji tono jedna spojnica a = AB toCaka A i
B. Sadaprema A, postoji tocno jednaravnina o kojaje odredena s pravcem a i
tockom C (d. 2.5).

Teorem 2.2. Postoji tocno jedna ravnina o koja je odredena s dva pravca a
i b koji sesijeku utocki S. Mozemo ovdje takoder reti da pravci a i b odreduju
ili razapinju ravninu o .

Dokaz. Napravcu a uzmimo neku tocku A razlicitu od gecidta S, a ha pravcu
b uzmimo tocku B razli€itu od S. Premateoremu 2.1 tocke A, B, S odreduju
tocno jednu ravninu «, dok pravci a = ASi b = BS svakako prema Az leze u
toj ravnini.

Teorem 2.3. Dva paralelna pravca a || b odreduju to¢no jednu ravninu. Po-
stoji dakle tocno jedna ravnina o u kojoj leze pravci a i b.

Dokaz. Ako odaberemo napravcu a tocku A, anapravcu b tocke B i C, tada
jestetri tocke ravnina o premateoremu 2.1 jednoznacno odredena (5. 2.7).

Teorem 2.4. Ako postoje dvijeradiCite tocke A i B koje suincidentne sdvije
ravnine o i (3, tada sete dvije ravnine sijeku u pravcu s = AB.

Dokaz ovog teorema dijedi odmahiz As.
Osim kada se dva pravca sijeku ili kad su paraelni, postoji jos jedan moguci
poloZagj dvaju pravaca:

Definicija2.1. Dvasu pravca a i b mimoilaznatotno onda kada nisu komp-
lanarni.
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Takvi parovi mimoilaznih pravaca zaista postoje. Natemelju Ag postoje nai-
me Cetiri nekomplanarne tocke A, B, C, D, patimei prema A1 pravci a = AB
i b = CD, koji o€ito nisu komplanarni, pa su time prema definiciji 2.1 onda
mimoilazni.

Teorem 2.5. Danesudvijeravnine o i p koje sesijeku u pregecnici p. Ako
neki pravac a ravnine o probada ravninu 8 u tocki A, tada ta tocka lezi na
presecnici p (4. 2.8).

Dokaz. Svetolke pravca a, patako i totka A, leZze u ravnini o . Sdruge strane
tocka A mora, kao probodiste pravca a i ravnine 3, lezati u ravnini . Prema
tometocka A moralezati uobjeravnine o i f itimenapresecnici p tih ravnina

Svojstva paralelnosti pravacai ravnina I

U dljedetih nekoliko teoremarazmotrit cemo poblize neke podljedice definicije
paraelizmai Euklidovog aksioma A, 0 paralelnosti.

Teorem 2.6. Ako su dana dva paralelna pravca a || b i ravnina o paralelna
spravcem a, tada jeravnina o takoder paralelnai spravcem b,

@b afa) = (a]b).

Dokaz. Uzmimo nasuprot tvrdnji teoremadaravnina o nije paralelna s pravcem
b (d.2.9).
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Tada pravac b probada ravninu o u nekoj tocki B. Pregecnica p bi tadageklai
pravac a u nekoj tocki A, &to se protivi pretpostavci. Slijedi o || b.

Ovagj teorem vrijedi i u duCaju kada o prolazi pravcem a (i sadaje a || o
prema definiciji). Prematome vrijedi:

Teorem 2.7. Akosupravci a i b paralelni, tadajeravninakojaprolaz jednim
od tih pravaca paralelna s drugim

(allb, aca) = (b a).

Teorem 2.8. Akojeneki pravac b paralelan snekimpravcem a uravnini o,
tada jetaj pravac b paralelan sravninom o .

Ovo mozemo i ovako izreti:

Teorem 2.9. Neki pravac a je paralelan s ravninom o ako je paralelan s
barem jednim pravcem te ravnine.

Evo joS jednog vaznog svojstva paralelnosti pravaca.

Teorem 2.10. Paralelnost pravaca je relacija ekvivalencije, tj.
1. a| a (refleksivnost);
2. allb = b a (smetricnost);
3. a||b,bjc = a|| c (tranztivnost).

Dokaz. Svojstva refleksivnosti i simetricnosti su ocita i izlaze iz same definicije
paralelnosti pravaca. Dokazimo joS valjanost svojstva tranzitivnosti.

Ravnina p neka je razapeta pardelnim pravcima a i b. Odaberimo po volji
tocku C napravcu c. Ravninu koja je razapetatockom C i pravcem a oznalimo
sa o (d.2.10).
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S. 2.10.

Premateoremu 2.8jesada o | bi o || c. Pravac c leZi dakleuravnini o. U
ravnini o leze obapravca a i ¢ kojasu obaparalelnas pravcem b.

Kada bi pravac ¢ gekao pravac a u nekoj tocki D, tada bi tom tockom D
prolazile dvije razliCite paralele s pravcem b, &0 se protivi Euklidovom aksiomu
A4 . Slijedi dakle a || c.

Teorem 2.11. Akojepravac a paralelan sdvijeravnine o i § koje sesijeku
u pregiecnici p, tadajetaj pravac a paralelani s pregecnicom p,
@l o, allB; anp=p = (@l p.

Dokaz. Nekomtockom P pregiecnice p povucimopravec s|| a (3.2.11). Pravac
s moranatemelju teorema 2.6 leZati i u o i U B, pajeprematome s = p.

S. 211
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Teorem 2.12. Akosudvijeravnine ¢ i 8 paralelne sdva neparalelna pravca
a i b, tada sui te dvije ravnine medusobno paralelne,

(o, B llab; alfb) = (| B)

DokAaz. Uzmimodaje o |f B nasuprot tvrdnji teorema. Tada se te dvije ravnine
sijeku upravcu p. Notadabi pregecnica p bilaparalelnasdvaneparalelnapravca
a i b, %o je premateoremu 2.10 nemoguce.

Teorem 2.13. Nekom danom totkom P prostora prolaz tocno jedna ravnina
p koja je paralelna s dva neparalelna pravca a i b.
Dokaz. Totkom P poloZzimo pravce a; i by, tako daje
a|| a; i b|| b1.

Pravci a; i by su natemelju A4 jednoznatno odredeni (d. 2.12). Ravnina p
odredena pravcima a; i by jeparaelnaspravcima ai b (premateoremu 2.9).

9. 212
Naosnovi ovih razmatranja je sada lako dokazati:

Teorem 2.14. Nekom tockom P prostora prolaz to¢no jedna ravnina § koja

je paralelna s danom ravninom o .

~

\ >

~

9. 213
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Dokaz. Odaberemoli naimedvaneparalelnapravcaai b ravnine o, tadatrazenu
ravninu § odreduju pravci a; || ai by || b, koji prolaze tockom P (d 2.13).

Odavde odmah dlijedi:

Teorem 2.15. Paralelnost ravnina je takoder relacija ekvivalencije, tj. vrijedi
o o (refleksivnost);
ol = B« (simetricnost);
ol B, Blly = aly (tranzitivnost).

Evo joS nekih svojstava paralelnosti.

Teorem 2.16. Ako su dane ravnine o i  paraleinei pravac ¢ paraldlan s
ravninom o , tada je ¢ takoder paralelani sravninom 3,

(B, clla) = (c|lB)
DokAz. Povucimo nekom tockom ravnine o pravac a || ¢ (9. 2.14).

c

Q

S. 214

Primijenimo ovdje teorem 2.6 Cime dobijemo daje a | o. No kako a prolazi
jednom toCkom ravnine o, to je a pravac teravnine o.. Kakojei f || a dijedi
B || a i opet premateoremu 2.6 dobijemo f || c.

Natemelju teorema 2.6 i prethodnog teorema 2.16 dobijemo odmah:

Teorem 2.17. Ako su dane dvije paralelne ravnine o || B i dva paralelna
pravca a || b i ako je jedan od tih pravaca paralelan s jednom od spomenutih
ravnina, tada je svaki od danih pravaca a i b paralelan sa svakom od ravnina o
i B.

Na osnovi Cinjenice &to je paralelnost pravaca, odnosno ravnina, relacija ekvi-
valencije, mozemo izreti:
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Definicija 2.2. Klasu pravaca prostora koji su svi medusobno paralelni, zove-
mo snopom paralelnih pravaca.
Svaka takva klasa, odnosno snop, odreduje nam jedan smjer u prostoru.

Neki snop paralenih pravaca je jednoznactno odreden s jednim pravcem a iz
teklase. Snop se tada sastoji iz svih pravaca paralelnih stim pravcem a.

Dva neparalelna pravca a i b (a |f b) pripadagju o€ito razli¢itim snopovima
paraelnih pravaca, tj. oni imaju razicite smjerove.

Analogno mozemo izreti:

Definicija 2.3. Klasu svih medusobno paralelnih ravnina zovemo sveskom
paralelnih ravina.

Okomitost pravacai ravnina I

Ovdje pretpostavljamo da su ham dovoljno poznati neki pojmovi iz elemen-
tarne planimetrije. To su: okomitost, kut, izometrije i posebno osne simetrije
ravnine.

Podsjetimo se nagjprije definicije i nekih svojstava osne simetrije.

Definicija2.4. Osnasimetrija o je takvo preslikavanje skupatoCakai skupa
pravaca ravnine na sebe, u kojem je totki P ravnine pridruzena tocka P’ tako da
vrijedi:

a) duzina PP’ jeokomitanaoss (PP L s);
b) poloviste M duzine PP’ jetotkanaos s.

Evo joS nekih daljnjih svojstava osne simetrije o .
1. Osnasimetrija o je hijekcija.
2. Bilo kojoj tocki Q naos s je pridruzena taista tocka. Tocke os s (i
samo one) su dakle fiksne ili invarijantne totke osne simetrije o .
3. Pravci okomiti naos s setom osnom simetrijom o predikavaju sami na
sebe. Prematome su ti pravci fiksni pravci osne simetrije o .
4. Osnasimetrija ¢ je sasvojom osi s jednoznano odredena.
Pomotu osne simetrije o ravnine mozemo sada definirati osnu simetriju 7
prostora.

Definicija 2.5. Osna simetrija 7 prostora s obzirom na os s je bijektivho
preslikavanje skupatoCaka, skupa pravacai skuparavninanasebe, stim davrijedi:
a) Svekaravnina o kojaprolazi kroz os s je fiksna ravnina, $to znaci da se
osnom simetrijom 7 neka toCka te ravnine (odnosno pravac te ravnine)
preslikava opet u tocku (odnosno pravac) teisteravnine. Skup svih tocaka
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i pravaca takve ravnine osnom se simetrijom 7 preslikava bijektivno na
sebe.

b) Predikavanje skupatoCakai pravaca neke ravnine o koja prolazi kroz os
S, hasebe, je osnasimetrija o teravnine sobzirom naos s.

Teorem 2.18. Sao0s s jeosnasimetrija t prostora jednoznacno odredena.

Dokaz. Imamo li neku tocku A prostora, tadaje stom tockom i saosi s odredena
ravnina oo = As. No s pravcem s jetakoder odredena i osna simetrija o ravnine
o . Tocka A’ kojaje pridruzena u toj ravninskoj osnoj simetriji o jeujednoi slika
tocke A pri smetriji 7 prostora, tj.

o(A) =1(A) =A.
Kako jesaos s odredena osna simetrija o ravnine o, to je onda ocito stom os
odredena i osna simetrija t prostora

Na temelju definicije osne simetrije t prostora, mozemo ovdje odmah izreti
neka njena svojstva:

1. os s jefiksni pravac osnesimetrije t prostorai svakatockaos s jefiksna
tockate osne simetrije 7;

2. svi pravci koji okomito sijeku os s su fiksni pravci osne simetrije
prostora;

3. sve ravnine koje prolaze kroz os s su fiksne ravnine osne smetrije
prostora.

Ako bilo kojoj tocki A kao originalu, odgovara totka A’ kao slika pri nekom
presiikavanju, atocki A’ kao originalu odgovaratotka A kao dlika, tada za takvo
preslikavanje kazemo da je involutorno.

Ako dva puta uzastopce izvedemo takvo predlikavanje, tj.

o(A) =A [ o(A)=A
to Ce vrijediti
%(A) = A

zasvaku totku skupa. Kompozicija o takvog predlikavanja je tada dakle identitet.
Imamo prematome:

Teorem 2.19. Osna simetrija t prostora je involutorno preslikavanje.
Navest Eemo sada jos jedno svojstvo osne simetrije t prostora bez dokaza:
Teorem 2.20. Osna simetrija t prostora je izometrija.

Promotrimo 0s s osne simetrije 7 prostora i uzmimo neku toCku S na toj
osi s. Ako sada uzmemo neku ravninu o koja prolazi kroz os s, tada za osnu
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simetriju o ravnine o odredimo fiksni pravac p te osne simetrije ¢ koji prolazi
tockom S i okomit je naos s. ZarazliCite ravnine o kroz s postoje i razliciti
pravci koji prolaze totkom S i koji su okimiti naos s. No svi su ti pravci fiksni
u odgovargjuéim simetrijama tih ravnina o pasu oni fiksni i za osnu simetriju 7
prostora. Svi ti pravci dakle prolaze totkom S, okomiti sunaos s i morgju |leZati
u jednoj fiksnoj ravnini p osne simetrije 7. Svi ti pravci Cine jedan pramen (S)
pravaca u ravnini p (d.2.15).

9. 2.15.

Definicija 2.6. Zapravac siravninu p, koji su u gore opisanom medusobnom
poloZaju kazemo da su okomiti

slp ili pLls

Odavde odmah dlijede neka svojstva okomitosti pravacai ravnina.

Teorem 2.21. a) Nekom tockom A pravca a prolazi tocno jedna ravnina
okomita na pravac a.

b) Neka pravci a i b sijeku pravac s u tocki S okomito. Pravci a i b
razapinju tada ravninu p okomitu napravac s (p L s).

¢) Neki pravac a je okomit na ravninu o tocno onda ako je okomit na dva
razicita pravca koji prolaze probodistem A pravca a i ravnine o i leze u toj
ravnini o .

Teorem 2.22. Svakomtotkom P prostora prolaz to¢no jednaravnina o oko-
mita na dani pravac s.

Dokaz. Pravac s zamislimo kao 0s osne simetrije t prostora
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S. 2.16.

Akotocka P lezi napravcu s, tadapremadefiniciji 2.6 tvrdnjateoremaodmah
dijedi.

Akotocka P nel€ezi napravcu s, tada mozemo povuci okomicu p iz tocke P
napravec s (d.2.16). Nozistem Q te okomice p prolazi sadatocno jednaravnina
kojaje okomitanaos s i u kojoj o€ito leZi toCka P.

Teorem 2.23. Svakom tockom P prostora prolazi tocno jedna okomica n na
danu ravninu o .

Dokaz. Uzmimo nasuprot tvrdnji datotkom P prolaze dvije okomice ny i n, na
ravninu o . Probodista tih okomica s ravninom o oznatimo s N1 i Ny . Spojnica
N1N, bi tada bila pregeCnica ravnine o i ravnine 8 koja je razapeta pravcima
ny i ny. Postojale bi tada u ravnini S dvije okomice, koje prolaze tockom P, a
okomite su ha pravac N1N,. Ako se sada gjetimo teorema planimetrije po kojem
postoji tocno jednaokomicaiz P napravac NiN, to prematome ne postoje dvije
okomiceiz P naravninu o .

Teorem 2.24. Akojea | o i a| b,tadajei b L «.

Dokaz. Imamo pravac a koji je okomit naravninu o i pravac b koji je paralelan
s a. Probodi&tima A i B tih pravaca sravninom o povucimo pravce a;, az, br,
by ravine o takodaje a; || by i a2 || bp (d.2.17). Kakojea L a tosu <(a a1)
i <(a az) pravi kutovi. No kako su joSkutovi <(a a;) i (b, by) kaoi <(a ap)
i ¥(b,by) kutovi sa paralelnim kracima, to su i kutovi (b, by) i (b, by) pravi
(v. kasnije teorem 2.34).

Pravac b jeokomit napravce by i b, pajeprematome (teorem 2.21c)) pravac
b okomit naravninu « .
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9. 2.17.

Teorem 2.25. Sve okomice na neku ravninu ¢ €ine snop paralelnih pravaca.

DokAz. Pretpostavimo da vrijedi
abla [ alfb.
Ako a nijeparalelan spravcem b tadanekom tockom A napravcu a mozemo
povuCi pravac a; takav daje a; || b. Prema prethodnom teoremu vrijedi a3 L o .

To bi znatilo dajednom totkom A prolaze dvije okomice a i a; naravninu o $to
jeu proturjecju s teoremom 2.23.

Sli¢no se dokazuje:

Teorem 2.26. Sveravnine okomite na dani pravac Cine svezak paralelnih rav-
nina.

Teorem 2.27. Ako je neki pravac a okomit na ravninu o , tada su svi pravci
paralelni spravcem a okomiti na sve ravnine paralelne sravninom o .

Dokazimo dalje:

Teorem 2.28. Promotrimo pravce a, b i ravnine o, 3, takve da vrijedi
ala, blp.
Ako je a pravac ravnine 3, tada je b pravac ravnine o .

Dokaz. Nekaje a pravac ravnine 8. Ravnina  sijeCetadaravninu o u pravcu
c, koji prolazi probodiStem A pravca a i ravnine o (v. teorem 2.5) (. 2.18).
Povucimo sada pravac d koji prolazi tockom A, leZi u ravnini « i vrijedi
dlc.
Kakojea I a,tojea L d. Pravac d jedakle okomitna a i ¢, paje okomit
i naravninu B. Slijedi d || b i b leZi uravnini o.
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S. 218.

Definicija 2.7. Dvijeravnine su medusobno okomite ako postoji pravac jedne
ravnine koji je okomit na drugu.

Evo joS nekoliko izravnih podljedica teorema 2.28:

Teorem 2.29. Neka je v | . Svaki pravac jedne od tih ravnina koji je
okomit na njihovu pregiecnicu, je okomit i na drugu ravninu.

Teorem 2.30. Neka je o 1. . Okomica spustena iz neke tocke jedne od tih
ravnina o nadrugu §, 1€z uravnini o .

Teorem 2.31. Akojea Ly i B Ly, a L B,tadajepregeCnicaravnina o
i B okomitanaravninu y i obrnuto.

Duljinei kutovi I

. 2.19.
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Pretpostavljamo ovdje da je barem intuitivno poznat pojam udaljenosti dviju
toCaka A i B odnosno pojam duljine (mjernog broja) duzine AB kao i pojam kuta
J(a, b) i njegovog mjernog broja.

|z dosadasnjeg izlaganja znamo da nekom tockom A prostora, prolazi totno
jednaokomica n nadanuravninu o . Probodiste N te okomicei ravnine o nazivat
¢emo nozdtem N okomice n (9. 2.19).

Definicija 2.8. Udajenost tocke A odravnine o jednakajeduljini (mjernom
broju) duzine AN, gdje je N noZiSte okomice spustene iz tocke A naravninu o .

Evo nekoaliko o€itih svojstava udaljenosti tocke od ravnine:

Teorem 2.32. a) Udaljenost neke tocke A od ravnine o je jednaka nigtici
tocno onda ako tocka A lezi uravnini o .

b) Udaljenost tocke A od ravnine o je minimalna udaljenost tocke A od bilo
koje tocke ravnine o .

c) Ako je B || «, tada je udaljenost svih toCaka ravnine  od ravnine o
jednaka.

Na osnovi svojstva c) moguce je izreti:

Definicija 2.9. Udajenost dvije paralelne ravnine jednaka je udaljenosti bilo
koje tocke jedne od tih ravnina do druge ravnine.

Imamo daje:

Definicija 2.10. Udaljenost totke A od pravca p definiranajekao mjerni broj
duZine AN, gdjeje N nozi&te okomice spustene iz tocke A napravac p.

Postoji naime ravnina o jednoznatno odredena tockom A i pravcem p. Ka
ko je poznato iz planimetrije, okomica AN u ravnini o postoji i jednoznatno je
odredena (9. 2.20).

9. 2.20.

Ako su dva pravca a i b paradni, tada je udajenost bilo koje dvije totke
jednog pravca od drugog jednaka. Tako imamo:





