1.

Temeljni pojmovi o trokutu

U ovom poglavlju upoznat temo osnovne elementetrokutai odnosemedu njima. Zatim
cemo definirati tezidnice, visine, srednjice, smetrale stranica i simetrale kutova trokuta.
Iskazat cemo i dokazati neke poucke koji se odnose na te pojmove. SrediSnje mjesto u
poglavlju su poucci o Cetirima znacajnim toCkama trokuta.

Neki poucci su iskazani ili dokazani pomotu vektora. To su, uglavhom, poutci o
vektorimastranica, vektorimateziSnicai o tezistu trokuta.

Uz dvije opte poznate kruznice trokuta (opisana i upisana kruznica), podrobno su
obradene i kruznice pripisane trokutu. UcCinjena je i podjela trokuta. Definirani su jed-
nakokracni, jednakostranicni, raznostranicni, Siljastokutni, pravokutni i tupokutni trokuti.
Navedene su bitne osobitosti tih trokutai dokazani neki poucci koji se odnose na njih.

Posebno su navedena tri vazna poucka o trokutu: Cevin, Menelgjev i Van Aubelov
poucak. Ti su poucci vazni sami po sebi, ajos vise zato $to se pomocu njih jednostavnije
dokazuju mnogi drugi poucci.

Nakraju poglavlja navedene (i izvedene) su neke formule za plostinu trokuta.

U poglavlju jeiskazano 15 definicijakoje su oznatene: D1.1., D1.2,,..., D1.15.

Isto je tako navedeno i dokazano 48 pouaka: P1.1., P1.2.,..., P1.48.

Neke relacije medu el ementima trokutaizrazene su formulama.

Tih je formulaukupno 46 u poglavljui oznacenesu: F1.1, F1.2,.. ., F1.46.

Napomenimo da su od tih 46 formula €ak njih 25 formule za ploStinu trokuta.

Cijeli tekst poglavlja popraten je s 48 crteza, aoznaCeni su: d.1.1.,d9.1.2.,...,9.1.48.
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1.1. Osnovni eementi trokuta

Temeljni geometrijski pojmovi su tocka, pravac i ravnina, te se ne definirgju i Citatel]
intuitivno imazorne predodzbe o njima. Isto su tako vet u osnovnoj 3koli uvedeni pojmovi
kao &o su: duzina, polupravac, poluravnina, kut, udaljenost, duljina, opsegi plo&tina, zbog
¢ega temo smatrati da su i ti pojmovi poznati. Takoder se pretpostavlja da su Citatelju
poznati najjednostavniji pojmovi o skupovima, kao 3to su: element skupa, podskup, unija,
presiek, razlika skupovai slicno.

Definirat emo jedan vazan pojam, ato je konveksan skup.

D1.1. Nekaje S bilo koji skup toaka. Ako su P i Q bilo koje dvije razlicite
toCke skupa S i ako je duzina PQ podskup skupa S, tada kazemo da je S
konveksan skup. Skup koji nije konveksan jest nekonveksan ili konkavan.

Nekaje A (konaCanili beskonacan) skup zadanihto€aka, tojest A = {P1, P2, P3, ...},
tada postoji beskonatno mnogo konveksnih skupova koji sadrze te zadane tocke. Ako je
S jedan od tih skupova, tako daje S podskup svakog od inih skupovakoji sadrzi te tocke,
kaZzemo daje S najmanji skup koji sadrzi tocke P, P,, P3....

Iz D1.1. dijedi da je svaka duzina konveksan skup. Isto je tako, za zadane razliCite
tocke M i N, duzina MN najmanji konveksan skup koji sadrZi te tocke.

D1.2. Ako bilo koja od tri promatrane tocke pripada pravcu odredenom s ine dvije
tocke, kazat cemo da su te tri tocke kolinearne. Inace su nekolinearne.

Sli¢no se definirai kolinearnost veteg brojatotaka. Trokut se, kao i svaki drugi mate-
meaticki pojam, moZe definirati naviserazlicitih nafina. Ovdje ¢emo dati ovakvu definiciju
trokuta.

| D1.3. Trokut je ngimanji konveksan skup koji sadrZi tri zadane nekolinearne tocke.

Ako su, na primjer, te tocke P, Q i R, tada éemo ovako definiran trokut ozna€iti s
APQR. (Ako kazemo trokut PQR, tada nije potrebno staviti oznaku A .) Buduti da
bilo koje tri nekolinearne totke odreduju ravninu, trokut odreden tim to¢kama je podskup
ravnine. Zato je svaki trokut ravninski skup to€aka. Tocke, kojima je u D1.3. odreden
trokut, zovu se vrhovi tog trokuta. Tako su, primjerice, nekolinearne tocke A, B i C
vrhovi trokuta ABC. Trokut Eemo najceste oznacivati s AABC. Zato éemo uvesti neke
uobicajene oznake i nazive za elemente trokuta ABC. DuZine AB, BC i CA su stranice
trokuta ABC. Duljine tih stranica oznafivat ¢emo: a = |[BC|, b = |CA| i ¢ = |AB|.
Buduti da je duZina nagjkrata spojnica dviju tocaka, ocito vrijedi djedetatvrdnja, poznata
kao nejednakost trokuta. Duljina jedne stranice trokuta je manja od zbroja, a veta od
razlike duljinainih dviju stranicatog trokuta.

ZadvarazliCitabroja a i b postoji samo jedan zbroj tih brojeva (a+b=b+a) a
dvijerazlike (a — b = —(b— a)) . Zato nejednakost trokuta obicno piSemo ovako:

b—cj<a<b+c |c—a <b<c+a |a—b<c<a+b (12)



1.1. OSNOVNI ELEMENTI TROKUTA

Lako se pokaze da je svaka od ovih ne-
jednakosti ekvivalentna sa svakom od inih
dviju nejednakosti.

Kutovi: 4CAB = o, JABC = f
i JBCA = y su unutarnji kutovi trokuta
ABC. Na d. 1.1 prikazane su uobhicajene
oznake za osnovne elemente trokuta ABC.

9. 1.1

D1.4.

Ako su duljine dviju stranica trokuta medusobno jednake, trokut je jednako-
kraCan. Stranice jednakih duljina su krakovi, a treca Stranica jest osnovica
jednakokraCnog trokuta.

U geometriji Cesto koristimo pojmove dlic¢nost i sukladnost. Buduci da éemo Cesto
koristiti slicnost i sukladnost trokuta, navest Eemo, bez dokaza, osnovne poucke o dli¢nosti
i 0 sukladnosti trokuta.

P1.1.

Poucci o dli¢nosti trokuta:

Dva su trokuta sli¢na ako se podudaraju u dvama kutovima.

Dva su trokuta sli¢na ako su im po dvije stranice razmjerne, a kutovi 8to ih
odreduju te stranice medusobno jednaki.

Dvasu trokuta slicna ako suim po dvije stranice razmjerne, akutovi nasuprot
vetim od tih stranica medusobno jednaki.

Dva su trokuta sli¢na ako su im svetri stranice (u parovima) razmjerne.

P1.2.

Poucci o sukladnosti trokuta:

Dvasu trokuta sukladna ako se podudaraju u jednoj stranici i dvamakutovima
uz tu stranicu.

Dva su trokuta sukladna ako se podudaraju u dvjema stranicama i kutu Sto ga
odreduju te stranice.

Dva su trokuta sukladna ako se podudargju u dvjema stranicama i kutu nasu-
prot vetoj od tih stranica.

Dva su trokuta sukladna ako se podudaragju u svim trima stranicama.

Vrijedi dsljedeti poucak za jednakokracan trokut.

P1.3.

Kutovi uz osnovicu jednakokracnog trokuta su jednaki.

Dokaz. Nekaje AB osnovicajednakokratnogtrokuta ABC . Trebadokazati: akoje a = b,
tadaje o = B (d. 1.2).
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Neka je D poloviste stranice AB, a pravac s
simetraladuzine AB. Buduci daje simetrala duzi-
ne skup toCaka, koje su jednako udaljene od rubnih
toCakate duzine, dijedi dajezbog a = b vrh C na
simetrali s. Sadaselako pokazedasetrokuti ADC
i BDC podudaraju u svim trima stranicama. Zbog
togasu ti trokuti (do orijentacije) sukladni. Zato je
JBAC = JABC, tojest o = 3.

Poucak P1.3. moze se iskazati u ekvivalentnom
obliku:

P1.3a. Kutovi nasuprot dvjema stranicama trokuta jednakih duljina su jednaki.

D1.5. Ako suduljine svih triju stranicatrokutajednake, trokut se zove jednakostra-
nican ili pravilan.

P1.4. Svasu tri kutajednakostranicnog trokuta medusobno jednaki.

Dokaz. Tvrdnjapouckadijedi neposrednoiz P1.3.

Sada mozemo dokazati sljedeti poucak.

P1.5. Kut nasuprot vecoj od dviju stranica trokuta veci je od kuta nasuprot manjoj
od tih dviju stranica.

Dokaz. Nekaje u trokutu ABC, ¢ > b,
treba dokazati daje y > B (d. 1.3).
Neka je D noziste okomice iz vr-
ha A nastranicu BC, a E totka sime-
tricna tocki C, obzirom na D. Zbog
c > b dlijedi |BD| > |ED|, azbog toga
je ¥ABD < JAED, tojest B < y . Pro-
matrali smo slucg u kojem je y < 90°.
Isto se pokazeizay =90° i y > 90°.

D1.6. Sukut unutarnjeg kutatrokutazove sevanjski kut trokuta. (Sukut konveksnog
kutaje kut koji stim kutom ima jedan krak zajedniCki, a drugi se krakovi tih
kutova nadopunjuju na pravac)
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C Nadl. 1.4 jetrokut ABC.
,)'p Naprimjer, vanjski kut pri vrhu B mo-
/ Zzemo ostvariti na dva nafina: nadopunja-
/ vanjem polupravaca BA ili BC, preko B
Y / na pravac. Kako su ti kutovi (po mjeri)
BN jednaki, kazemo da svakom unutarnjem
3 kutu odgovara jedan vanjski kut. Na na-
\\B>~ &oj dici unutarnjem kutu S pridruzen je
9. 14. vanjski kut ;.

P1.6. Mjeravanjskog kutatrokutajednaka je zbroju mjeradvaju unutarnjih kutova
kgji stim kutom nemaju zgjednicki vrh.

Dokaz. Vrhom B trokuta ABC povu&en je polupravac p, usporedan sa stranicom AC,
kaonad. 1.4. Tgj polupravacdijeli vanjski kut 3; nadvakuta. Lako se pokazedaje mjera
jednog od njih jednaka o, adrugog y . Zatoje 1 = a + y . Isto setako dokazei zaina
dvavanjskakutatrokuta, to jest daje:

au=B+y, B=y+a i n=a+p. (F1.1)

P1.7. Zbroj unutarnjih kutova trokuta jednak je 180° . |

Dokaz. PremaD1.6. vrijedi B + ; = 180°,apremaPl.6. B =y + o . Zato je
o+ p+y=180°. (FL.2)

| P1.8. Zbrgj vanjskih kutova trokuta jednak je 360° . |

Dokaz. PremaP1.6.i P1.7. vrijedi:
o+ Pitrn=B+y+y+ata+p=2a+p+y)=2 180" =360,
tojest
oq + P11+ 71 = 360°. (F1.3)

1.2. Ostali dementi trokuta

U ovoj emo tocki definirati jos neke vazne elemente trokuta ato su: srednjice, tezis-
nice, simetrale stranicai simetrale unutarnjih kutovatrokuta.

D1.7. Spojnica polovista dviju stranica trokuta zove se srednjica trokuta. Trokut
imatri srednjice.
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D1.8. Spojnica vrha s polovistem nasuprotne stranice trokuta zove se teZisnica
trokuta. Trokut imatri teZisnice.

D1.9. Uddjenost jednog vrha od pravca nasuprotne stranice trokuta zove se visina
trokuta. Trokut ima tri visine. (Cesto ¢emo radi jednostavnijeg zapisa pod
visinom trokutapodrazumijevati definiranu udaljenost, ali i pripadnu duZinu.)

D1.10. Pravac koji prolazi vrhom i dijeli unutarnji kut trokuta pri tom vrhu na dva
sukladna kuta zove se simetrala unutarnjeg kuta trokuta. Pod duljinom si-
metrale unutarnjeg kuta podrazumijeva se duljina odreska te simetrale unutar
trokuta.

Potpuno se isto definirai simetrala vanjskog kuta trokuta.

D1.11. Pravac kqji prolazi poloviStem jedne stranicetrokutai okomit je natu stranicu
jest simetrala stranice trokuta.

1.3. Srednjice trokuta

Srednjicetrokutadefiniranesu u D1.7. Ovdje Eemo navesti i dokazati neke poucke koji
su u svezi sa srednjicamatrokuta.

P1.9. Srednjicapovucena polovistima dviju stranicatrokuta je usporedna s treCcom
stranicom. Duljina te srednjice je jednaka polovici duljine trece stranice.

Dokaz 1. Tocke D, E i F supoloviStastranica
trokuta ABC, kaonad. 1.5.
Trokuti AFE i ABC su homoteticni sa sre-

distem homotetije u tocki A i koeficijentom >
N 1 . 1

(jer je |AF| = é|AB| i |AE| = E|AC|). Iz
svojstva homotetije zakljuCujemo daje FE||BC
. 1

i [FE|= §|BC|.

Postoji jednostavan vektorski dokaz ovog
poucka, pa temo ga navesti.

Dokaz2. FE = FA+ AE ., FE = FB + B
— — e
(AE 4 CE). Kekoje FA +

FE|BC i |FE|:%|BC|. (FL4)
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P1.10. Srednjicedijeletrokut naCetiri medusobno (do orijentacije) sukladnatrokuta.

Dokaz. Prema P1.9. duljine stranica svakog od trokuta AFE, FBD, EDC i DEF su
jednake polovici duljinastranicatrokuta ABC. Zato su ti trokuti sukladni.

1.4. Tezidnice i teziste trokuta

Najprije emo dokazati poucak o teZistu trokuta.

P1.11. Tezidnicetrokutasijeku seujednoj tocki koju zovemo tezZistetrokuta. Teziste
dijeli svaku tezisnicu u omjeru 2 : 1, mjereci od vrhatrokuta

Dokaz. Nekasu u trokutu ABC tocke D i E po-
lovidte stranica BC i CA (dl. 1.6). Tezisnice AD i
BE se sijeku u nekoj tocki T (inate bi pravci AD
i BE hili usporedni, &o je nemoguce). Dovoljno
je dokazati da je geciste pravaca CT i AB, tocka F E
F, poloviste stranice AB. Duzinu TD produZimo
preko D dototke G, tako daje |DG| = |TD|. Ce-
tverokutu BGCT je paralelogram jer mu se dijago-

A

naleraspolavljgu. Zatoje GC||BT i GB||CT.Bu- B ~~__ D Praye
duti dajetocka E polovistestranice CA i TE||GC, T~ S -7
TE je srednjica trokuta AGC. Zato je TE||GC i G
1 1 .
ITE| = 5IGC| = 3BT i |AT| = TG| = 2[TD|, to g.16.

jest |TD| = §|AT|. Dajeje: CT||GB = TF||GB,totka T je polovide duzine AG,
zbog Cegaje TF srednjicatrokuta ABG, a zbog toga je tocka F polovidte stranice AB.
Takoder je |TF| = %|GB| = %|CT|. Time je poucak dokazan.

P1.11a.Obrat poucka o tezistu trokuta.
Ako su na stranicama BC i CA trokuta ABC totke D i E, pri Cemu se
duzine AD i BE sijekuutocki T tako daje |AT| = 2|TD| i |BT| = 2|TE|,
tadajetoCka T teziste trokuta ABC.

C Dokaz. Prema pretpostavci, duljine pojedinih
odrezakamozemo oznaCiti kao nadl. 1.7. Lako
seuoci dasu trokuti DET i ABT homoteticni
sa sredistem homotetije u tocki s koeficijen-

E D tom k = —2. Zbog toga je |AB| = 2|ED|
i ABJIED, odakle zakljuCujemo da su trokuti
EDC i ABC takoder homoteticni sa sredistem

2x 2y . R, T
homotetije u tocki C i koeficijentom 2.
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Zbogtogasutotke D i E polovidtastranica BC i CA, azbogtogaje T teZidtetrokuta
ABC.

| P1.12. SvakateZidnica dijeli trokut na dva trokuta jednakih plostina

Dokaz. Nekaje u trokutu ABC tocka D poloviste A
stranice BC, a E noZi¥e visineiz vrha A tog tro- ‘
kuta (d. 1.8). TeZidnica AD dijeli trokut ABC na |
dvatrokutaz ABD i ADC. Ta dva trokuta imaju |

|

jednake osnovice (|BD| = |DCJ) i zajednicku vi- Va
sinu (|AE|) nate osnovice. Zato ti trokuti imaju !
jednakeplo&tine. Istovrijedii zainedvijetezidnice. Ia
B E D C
S. 18.

| P1.13. TeZidnice dijele trokut na Sest trokuta jednakih plostina.

Dokaz. Plo&tine nastalih Sest trokuta oznacimo kao na d. 1.9. Primijenimo li na trokute
TBC, TCA i TAB poucak P1.12., dobit cemo

P1 =P, P3=Ps4, Ps=Ps.
Iz istog je razloga:
P1+ Pg + Ps = P2 + P3 + Py,

P1+ P2+ P3 = P4 + Ps + Ps,
P3+ P4+ Ps = P1 + P> + P,

Zatoje

P + Ps = P3 + Py,
P1 + P2 = Ps + P,
P3+ P4 =Py + P2

Ddjeje 2Ps = 2P3, 2P; = 2Ps, 2P; = 2P;. Zbog svegatogaje
P1=P;=P3=Ps=Ps=Ps. (FL5)

U daljnjem ¢emo tekstu neke poucke iskazati pomocu vektora. Prije toga navest cemo
dljedete definicije.

.> ’_) - ’_> - .
D1.12. Zatrokut ABC, vektore AB, BC i CA zovemo vektorima stranica tog
trokuta

D1.13. Akosu D, E i F polovista stranica nasuprot vrhovima A, B i C trokuta
ABC, tada vektore ,&B BE i CF zovemo vektorima teZidnicatog trokuta.
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D1.14. Ako je O c¢vrstatocka, a P bilo koja tocka ravnine, tada vektor rp = oP
zovemo radijvektor tocke P obzirom naishodiste O .

P1.14. Zbroj vektora stranica bilo kojeg trokuta jest nulvektor. Vrijedi i obrat: ako
je zbrgj triju nekolinearnih vektora nulvektor, tada postoji trokut kojemu su
ti vektori vektori stranica

Dokaz. Zavektore stranicatrokuta ABC vrijedi
— —> — — — - — S d — =
AB+BC+CA=(AB+BC)+ CA=AC+CA=AA=0.

Dokazimoi obrat. .

Neka za nekolinearne vektore X, y i Z vrijedi X+ y+ Z = 0. PocCetak vektora y
dovedimo u zavrsetak vektora X, apoCetak vektora Z u zavrsetak vektora y. OznaCimo li
X — AB , tadaje y = BCiZ= CD. Dovoaljno je dokazati da se totka D podudara s
togkom A, tojestdaje D=A < AD = 0.

Vrijedi, po pretpostavci,

— —

0=X+y+2Z=AB+ BC + CD = AC + CD = AD

tojest

—

AD =0.

1!

Time je poucak dokazan.

P1.15. Zasvaki trokut /\; postoji trokut A\, , tako da su stranice trokuta /\, uspo-
redne sa teZidnicama trokuta A1, a duljine stranica trokuta /\, jednake
duljinamateziSnica trokuta /\1 .

Poucak se jednostavnije mozeiskazati ovako: A
Vektori teZiSnica bil o kojeg trokuta su vektori stra-
nica nekog trokuta.

Dokaz. Akosu D, E i F polovistastranicatro- F E
kuta ABC, kaonad. 1.10, dovoljnoje, premaPl1.14.,
dokazati daje
— — — -
AD + BE + CF =0. B D C
Vrijedi 9. 1.10.
—>

— = —_ = = == = —
AD + BE + CF = AB+ BD + BC + CE + CA+ AF
— 1— — 1— — 1—
=AB+ EBC—F BC + ECA-FCA—F EAB

—

3 = —= — 3 .
:E(AB—FBC—FCA): 0=0.

5
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P1.16. Zavektore teZisnicatrokuta ABC vrijedi:

— — 1

— 1 — — — 1 — — —
AD = (AB + AC), BE = 5(BC + BA), CF = >(CA+ CB). (FL6)

— — — — — —

Dokaz. Koristimo oznake nad. 1.10. Vrijedi AD = AB + BD, AD = AC + CD,
R — —> —> —> — L. R — —> - .. ) R

odakleje 2AD = AB + AC + (BD + CD). Buduti daje BD + CD = 0, dijedi daje
1 . ..

AD = E(AT?: + A_C>). Isto se tako dokazu i ine dvije formule.

P1.17. Akoje O bilo kojatocka ravnine trokuta ABC, a T teZiSte tog trokuta, tada
vrijedi
3FT = FA + FB + FC (Fl?)
A Dokaz.
— — — — 2
o FT:OT:OA—i—AT:OA—i—éAD
OA+ 2. 2aB 4+ Ad
= + § . é( + )
T — 1] = @ — @ — @ —
= OA+ Z(OB— OA+0OC — OA)
1 - @ — —
B D C :§(OA+OB+OC),
9. 111
odakleje (d. 1.11)
3 =rfa+rg+Tc.

P1.18. Akosu D, E i F polovista stranicatrokuta ABC, tadatrokuti ABC | DEF
imaju zgjednicko teZiste.

Dokaz. Ako je T tezite trokuta ABC, G tezidte trokuta DEF, a O bilo koja tocka
ravnine, dovoljno je pokazati daje fg = T .

- 1
Prema P1.17. vrijedi 3fg = ip + g + F, apremaP1.16. ip = E(FB +fc), fe =

Ly o 1., . .
(fc +Ta), IE = é(rA-f- ). Zatoje

NI

3fc==(fe+fc+Tfc+Fa+Ta+Trfs) =Fa+Ts+Ffc =23,

NI =

tojest

,
Ol
Il
i
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15. Smetrale stranica i trokutu opisana kruznica

Najprije dokazimo sljedeti poucak.

P1.19. Simetrale stranica trokuta sijeku se u jednoj tocki.

Dokaz. Simetrale stranica BC, CA i AB tro-
kuta ABC oznalimo s,, & i & (9. 1.12).

Simetrde s, | & sigurno se sijeku, ina-
e bi stranice BC i CA bile usporedne, %o
je nemoguce. SjeciSte tih simetrala oznadi-
mos O. Oe€ s, < |OBl = |OC|,
Ocs <« |OC| = |OAl. Odavde za
klju€ujemo daje |OA| = |OB| «<— O € .
Time je poucak dokazan.

9. 112,

P1.20. Zasvaki trokut postoji jednai to samo jedna kruznica koja prolazi vrhovima
trokuta. Tasekruznicazove opisanakruznicatom trokutu, asrediStekruznice
je geciste simetrala stranica trokuta.

Dokaz. Ako je O gjeciste simetrala stranica trokuta ABC, tada je (vidi P1.19.) |OA| =
|OB| = |OC|, &o zn&fi da vrhovi trokuta pripadaju kruznici kojoj je srediSte tocka O.
Buduti je kruznica jednoznatno odredena trima nekolinearnim tockama, dlijedi da je to
jedinakruznicakoja prolazi vrhovimatrokuta ABC.

1.6. Visine i ortocentar trokuta

Visine trokuta definirali smo u D1.9. Sada ¢emo dokazati neke poucke koji su u svezi
svisinamatrokuta.

P1.21. Pravci visina trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta se toCka zove ortocentar
trokuta.

Dokaz. Promatrgjmo trokut ABC. Nacrtgimo trokut MNP kojemu su stranice usporedne
sastranicamatrokuta ABC i prolaze vrhovimatog trokuta (dl. 1.13).

Cetverokuti ABMC i ABCN su paralelogrami. Zato je |AB| = |CM| i |AB| = [NC|,
odakleje |CM| = |NC]|. Istojetako |NA| = |AP| i |PB| = |BM|.
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Simetrale stranica trokuta MNP sije-
ku se u jednoj tocki, koju smo ozna-
Cili H. Budu€i daje CH L NM i
NM||AB, dlijedi daje CH L AB. Is
tojetako AH L. BC i BH 1L CA. To
zn&li da se visine trokuta ABC sije-
kuutocki H, koju zovemo ortocentar
trokuta.

D1.15. Trokut kojemu su vrhovi polovista zadanog trokuta zove se polovisni trokut
tog trokuta

P1.22. Simetrale stranica bilo kojeg trokuta su pravci visina njemu polovisnog tro-
kuta

Dokaz. Dokaz, uz oznake kao nad. 1.13, neposredno dlijedi iz dokaza P1.21.

Poucak P1.22. mozemo izreti i ovako:

Sredi&te trokutu opisane kruznice podudara se s ortocentrom pripadnog polovisnog
trokuta.

P1.23. Poucak o udaljenosti ortocentraod jednog vrha trokuta.
Udaljenost otrocentra od jednog vrha trokuta jednaka je dvostrukoj udalje-
nosti sredista trokutu opisane kruznice od nasuprotne stranice trokuta.

Dokaz. Trokutu ABC opisanajekruznica k sasredistemutocki O. Tocka H jeortocentar
trokuta. Uz ostale oznake kao nadl. 1.14, treba dokazati daje |[AH| = 2|OD|.

Pravac OD je simetralastranice BC, pa
je OD L BC, akakoje AH L BC, dijedi
daje OD|/AH . Isto jetako OE|BH. Duzi-
na DE je srednjicatrokuta ABC, zbog Cega
je DE||BC. Vidimo da su stranice trokuta
ODE i HAB (u parovima) usporedne, zbog
Cegati trokuti imaju jednake kutove, a zbog

toga su dicni. Kako je |DE| = %|BA|, gli-

T 1 : 1
jedi daje |OD| = é|AH| i |OE| = §|BH|.

. 1
Isto se tako dokaze daje |OF| = §|CH|,
&to je ekvivalentno tvrdnji poucka.

3. 114
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1.7. Smetrale unutarnjih kutova
i trokutu upisana kruznica

Zasvaki trokut postoje Cetiri vaZne, takozvane znaCajne toCke. To su: teziste, srediste
opisane kruznice, ortocentar i sredidte trokutu upisane kruznice. Prve tri od njih smo
odredili i dokazali neke jednostavne poucke, koji su povezani stim toCkama. U ovoj tocki
odredit Eemo Cetvrtu od tih tocaka. A prije toga dokazat éemo neke poucke.

Sada temo navesti jedan vrlo jednostavan poucak u svezi simetrale kuta i simetrale
nasuprotne stranice trokuta.

P1.24. Simetralaunutarnjeg kutaiz jednog vrhatrokutai simetrala stranice nasuprot
tom vrhu sijeku se na kruZnici opisanoj tom trokutu.

Dokaz. Neka je trokutu ABC opisana kru-
Znica k. Simetrala stranice BC, s, sijeCe
kruznicu k utocki E (4. 1.15). Buduti data
simetrala raspolavlja stranicu BC (|BD| =
|CD|) i s L BC, onaraspolavljai pripad-
ni luk BC,tojest |BE| = |CE|. Buduti
da su obodni kutovi nad jednakim lukovima
jednaki, dijedi daje JEAB = JCAE = %
To znaCi da simetrala kuta CAB prolazi to-
¢kom E. Time je poucak dokazan.

P1.25. Poucak o simetrali unutarnjeg kuta trokuta.
Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli nasuprotnu stranicu na dva odreska,
Cije se duljine odnose kao duljine inih dviju stranica trokuta, koje s tim
odrescima imaju zgjedniCku tocku.

Dokaz 1. Nad. 1.16 povuCenaje simetrala
kuta pri vrhu A trokuta ABC, koja nasu-
protnu stranicu sijeCe u tocki D. Uz oz-
nake kao na dici treba dokazati da vrijedi
|IBD| : |CD| = |AB| : |AC], ili

m:n=c:h. (F1.8)

Oznatimo li noZista okomica iz totke D
na pravce AB i AC s E i F, tada je
|IDE| = |DF| = d, jer je svakatocka simet-
rale kuta jednako udaljena od krakova kuta.
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Plostine trokuta ABD i ADC oznalimos P1 i P,. Vrijedi P;: P, = m: n,jerti trokuti
imaju zajednicku visinu iz zgjednickog vrha A.

Sdrugestraneje
1 1
P1:Py= (ECd> : (Ebd) =c:h
Zato je
m:n=b:c

Dokaz 2. (Dokaz “bez rijeci”), d. 1.17.
m:n=|BA|: |AE|=c:b.

3. 1.17.

Dokaz 3. (Dokaz “bez rijeci”), d. 1.18.
m:n=|BE|:|CF|=c:h.

S. 118

P1.25a. Obrat poucka o simetrali unutarnjeg kuta trokuta.
Ako pravac, povucen jednim vrhom trokuta, dijeli nasuprotnu stranicu u (unu-
tarnjem) omjeru duljina inih dviju stranica (pri Cemu svaki od tih dijelova
s odgovargiuéom stranicom ima zgjednicki vrh), tada je tg pravac simetrala
tog kuta

Dokaz. Neka pravac, povucen vrhom A
trokuta ABC, dijeli kut pri tomevrhu nadva
dijela( oy i ap) i nasuprotnu stranicu sijece
utocki D, pri Cemuje |IDB| =mi |[IDC| =n
(d. 1.19). Po pretpostavci je ? =—. Tre

ba dokazati daje oy = o =
o = JCAB.

Dovoljno je dokazati da je tocka D je-
dnako udaljenaod krakovakuta CAB, to jest
daje x= |DH| = |DG| =y. Akoje E no-
Ziste visine iz vrha A, tada su trokuti BDH i BAE dli¢ni, zbog Cega je % = VE Isto

tako, iz dlicnih trokuta CDG i CAE imamo % - V—ba Ddjeje
x_bmve _bm_boc
y ¢cnva ¢ n ¢ b 7
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ili
X =Y.
Time je poucak dokazan.
Zanimljivo je da simetrala vanjskog kutai simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijele na-

suprotnu stranicu u jednakom omjeru i to jedna u vanjskom, a druga u unutarnjem omjeru.
Zato se poucak o simetrali vanjskog kuta trokuta moze iskazati ovako:

P1.26. Poucak o simetrali vanjskog kuta trokuta.
Ako simetrala unutarnjeg kuta pri vrhu A trokuta ABC sijeCe pravac BC u
tocki D, asimetrala pripadnoga vanjskog kuta u tocki E, tada vrijedi:

IBE| : |CE| = |BD| : |CD| =c: b. (FL9)

Dokaz.

S. 1.20.

Koristimo oznake kao nadl. 1.20. Tocka E jednako je udaljena od polupravaca AB i
AF , zbog Cegatrokuti AEB i AEC imaju jednakevisine (v) iz zajednickog vrha E. Zato
je 2PAEB =CVi 2PAEC = bV, odakleje PAEB . PAEC =c:b.

S druge strane ti trokuti imaju zajednicku visinu (va) iz vrha A. Zato je 2Pagg =
IBE| - Va | 2Pagc = |CE| - Va, to jest Pagg : Paec = |BE| : |CE|. Zbog svegatogaje
|IBE| : |CE| =c: b.

U dokazu sljedeteg poucka koristit ¢emo poznatu tvrdnju:

Ako je udaljenost tocke P od pravca p jednaka d, tadaje pravac p tangentakruznice
k(P,d).

P1.27. Simetrale unutarnjih kutova trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta tocka je
srediste trokutu upisane kruznice.
Poucak se moze izreci i ovako:
Svakom trokutu moZe se upisati kruznica, a srediste te kruznice jest seciste
simetrala unutarnjih kutova trokuta.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti ¢injenicu: Nuzdan i dovoljan uvjet da tocka pripada
simetrali kutajest daje tatockajednako udaljena od krakova kuta.

Simetralekutova CAB i ABC trokutasigurnosesijeku. Sjecidtetih simetralaoznatimo
S, kaonad. 1.21. Dovoljno je dokazati daje pravac CS simetralakuta BCA.
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Oznacimo li nozi%ta okomicaiz toc-
ke S na stranice trokuta (d. 1.21), tada
zakljuéujemo:

Ses, «— [SE|=|SF|,
Sesg — |SF| =|9D].

Odavde je |SD| = |SE|, $to znali daje
pravac CS simetrala kuta BCA. Ozna
cimoli |SD| = [SE| = |SF| =T, z&
klju€ujemo da su pravci stranica trokuta
tangente kruznice k(Sr), tojest dajeta 9. 1.21.
kruznica upisanatrokutu ABC.

P1.28. Poucak o duljini odrezaka &o ih smetrala unutarnjeg kuta odreduje na
pripadnoj stranici trokuta. L
Ako simetralakutapri vrhu A sijeCe stranicu BC u tocki D, tadaje
ac ab
— n=|CD|l=——.
b+c’ ICD| b+c

m= |BD| = (F1.10)

Dokaz. Koristimo oznake kao nadl. 1.16.
Prema P1.25, vrijedi m: n = c : b, odakleje (m+n) : m= (c+b) : c,ili
al
n=

a:m= (b+c):c,odakleje m= i.Takoderjen:
b+c

vrijedi i za odreske na drugim dvjema stranicamatrokuta.

—b Analogno

-m, .
b+c

olo

P1.29. Poucak o udaljenostimavrhova od diraliSta trokutu upisane kruznice.
Udaljenost vrha trokuta od diraliSta upisane kruznice sa stranicama trokuta,
kojimajetg vrh zajednicki, jednaka je razlici poluopsegai duljine tom vrhu
nasuprotne stranice.

Dokaz. Koristimo oznake kao nadl. 1.21. Treba dokazati:
|AE| = |AF|=s—a, |BF|=|BD|=s—b, |CD|=|CE|/=s-c. (F1L.11)

Otito je |AE| = |AF|. Oznatimo: |AE| = |AF| = x, |BF| = |BD| =y, |CD| = |CE| =
z. Vrijedi: x+y=c, y+z=a, z+x = b. Oduzmemoli prvedvijejednadzbe dobit Eemo
X—z= c—a. Pribrojimoli ovo tretoj jednadzbi, imamo 2x=b+c—a=b+c+a—2a.
OznaCimo opseg trokuta a + b + ¢ = 2s, dobijemo 2x = 2s— 2a,ili x=s— a. Sadase
lakoizratunay =s—b, z=s—c.

P1.30. Poucak o srediStu trokutu upisane kruznice.
Srediste trokutu upisane kruznice dijeli odrezak simetrale kuta povucCene iz
jednog vrha, akoji se nalazi unutar trokuta, u omjeru zbroja duljina stranica
kojimajetag vrh zgiednicki i duljine treCe stranice.
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Dokaz. Poucak se moze iskazati formu-
lama:
|AS|: |SD| = (b+c) : a,
IBS|: |SE|=(c+a):b, (FL12)
ICS :|SF|=(a+b):c
Dokaz temo provesti pomocu sl. 1.22.
Prema poucku P1.28. vrijedi m =

ac o .
brc Primijenimo i na trokut ABD
poucak o simetrali unutarnjeg kuta tro-

kuta (P1.25.), dobit cemo
|AS :|SD| = |AB|:|BD|=c:m=c:

ac a

brc l'bic
ili
|AS : |SD| = (b+c) : a

Ine formule poucka dobijemo isto tako, ili kruznim zamjenama.

P1.30a. Dokaz obrata poucka o srediStu trokutu upisane kruznice.
Ako je S toCka unutar trokuta ABC, duljina stranica a, b i ¢, i ako pravci
AS, BS i CS sijeku nasuprotne stranice utockama D, E i F, tako davrijedi
AD b+c |B c+a . |C a+b . . .
u = L, ﬂ = + i €S = + , tadaje S srediste kruZnice
DS a ES b |FS c

upisane trokutu ABC.

Dokaz. Koristimo oznake kao nadl. 1.23. Prema Cevinom poucku vrijedi lT( . ? . g =1,

aprema Van Aubelovom poucku @ _k + 9 i @ = ! + T. Odavdeje

ISEfl 1 "p |SF| k' n
lf_c+a_9_c+a_lf m
Il b p b | n’
aodavde
k m c+a
(14 =) ="
I( n) b ’
k 1 atb I} c+a
I c k/ b’
kfatb+c 1) _ c+a
I c k/ b’
If a+b+c:c+a+l7
| c b
lf at+b+c c+a+b
I c B b
i konacno
k ¢
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Prema obratu poucka o simetrali unutarnjeg kuta trokuta, zakljucujemo da tocka S
pripadasimetrali kuta CAB. Isto setako dokazedatoCka S pripadai simetrali kuta ABC,

&ojedovoljnodaje S sredidte kruznice upisane trokutu ABC.
.. |AS] b+c |IBS c+a.|CY a+b
N . _ = —_— = — —_— =
apomena. Uvjeti DS a ' |EY b i FS
Lako se dokazedaiz dvauvjetadijedi treti.

nisu nezavisni.

1.8. Kruznice pripisane trokutu

Najprije dokazimo sljedeti poucak.

P1.31. Simetrale dvgju vanjskih kutova pri dvama vrhovima i simetrala unutarnjeg
kuta pri trecem vrhu trokuta sijeku se u jednoj tocki. Ta je tocka srediste
trokutu pripisane kruznice.

Dokaz. Na d. 1.24 nacrtane su simetrale vanjskih kutova pri vrhovima B i C trokuta
ABC. Te se simetrale sigurno sijeku i njihovo geciste oznalimo S,. Buduti datocka S,
pripadasimetrali kuta f; , dijedi daje |S.D| = |SiF| . Istotakotocka S, pripadasimetrali
kuta y1, zbog Cegaje |SiF| = |SiE| . Sadaje |S.D| = |S:E|, $to znadi datotka S, pripada
simetrali kuta EAD , odnosno kuta CAB. To znaCi da se simetrale vanjskih kutovatrokuta
pri vrhovima B i C i simetralaunutarnjeg kuta pri vrhu A sijeku utocki S,.

Ozna€imo li |SD| = |SE| = |SiF| = ra, zaklju€ujemo da su pravci AB, AC i BC
tangente kruznice ka(Sy,ra). Ta se kruznica zove pripisana kruznica trokutu ABC uz
stranicu BC. Isto se tako definiraju kruznice ky(S, rp) i ke(S, re) uz stranice CA i AB
trokuta ABC.

DokaZzimo jos neke poucke o trokutu pripisanim kruznicama.
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