1.

Kut i brojevna kruznica

(3/ 3 sati)
LoKUL oo 1/1
2. Radijanskamjerakuta . ... ....... ... ... . . ... ... 1/1
3. Brojevnakruznica . . . ... ... 1/1

Nastava matematike u treCem razredu tradicionalno se dijeli u dvije velike cjeline
— trigonometriju i analiticku geometriju. Svakaod njih obraduje se pribliZno jednako
vrijeme, po jedno polugodiste.

Uvodni dio trigonometrije, trigonometrija pravokutnog trokuta, napravljen je u
drugom razredu. Nataj se dio prirodno nastavljaju poucci o trokutu i primjenatrigo-
nometrije u planimetriji, no to su posljednja poglavlja ‘velike' trigonometrije. Tako
je ovdje naglasak dan na trigonometrijskim funkcijama kao funkcijama realnog argu-
menta. Tome je prilagoden redoslijed izlaganja gradiva.

Gdje god je bilo moguce, dali smo vaznost primjerima. RijeC je o podrucju ma-
tematike koje je uvijek kroz povijest imalo svoju prakti¢nu primjenu, pa smo nastojali
izborom primjerai nafinaizlaganjatome dati primjerenu vaznost.

Dzepno ratunalo neizbjezno je pomagalo bez kojeg je nemoguce uciti trigono-
metriju. lako su uCenici trebali doCi u ova razred sa znanjem koristenja raCunala u
trigonometriji, ova) udzbenik to ni ujednom trenutku ne pretpostavlja. Svi bitni koraci
ratunaobjadnjeni su ponovo. Nastavnik trebaprovjeriti jesu li svi u€enici osposobljeni
zanumericko raCunanje i mora pomocti tamo gdje to nije Slucq.

U prvom se poglavlju upoznajemo s orijentiranim kutom i njegovom radijanskom
mjerom.

Ciljevi i zadaci

— Utvrditi pojam kutai glavne mjere;

— shvatiti odnos svih mjerakutai njegove glavne mjere;

—izvjezbati pretvorbe dijelovakuta naraCunalu;

— nauciti &to je radijanska mjera kuta te pretvorbu u stupnjeve i obratno.

Pojmovi: Kut. Mjerakuta. Glavnamjerakuta. Stupnjevi. Radijani. Eksponen-
cijalno predikavanje. Brojevnakruznica.
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1.1. Kut

Broj sati: 1/1

MetodiCka razrada

Uvodno ponavljanje moze biti kratko. Pojam kuta uCenicima je poznat, a ponav-
ljanje ima svrhu da naglasi razliku koja ¢e udlijediti. U dosadaSnjoj definiciji, kut je
bio podskup ravnine, njegova mjera pozitivan broj iskazan u stupnjevima.

Novi pojam kuta povezan je s vrtnjom zrake oko njene poCetne tocke. Stoga se u
definiciji inzistirana pojmu uredeni par zraka, jer to uistinu dobro opisuje kut dobiven
rotacijom jedne zrake, a u odnosu na drugu, fiksnu zraku. Taj €e novi pojam orijenti-
ranog kuta ucenici lako prihvatiti. Jednako tako e shvatiti i mjeru kuta u stupnjevima.
Nju treba ilustrirati s nekoliko tipicnih crteza na kruznici, birgjuéi standardne mjere
kutova

Nesto jetezi problem odredivanja glavne mjere kuta. Mozemo kazati da je danas
vaznost tog odredivanjasmanjenajer vise nije nuzno pri odredivanju vrijednosti trigo-
nometrijskih funkcija svoditi kut u prvi kvadrant. Tgj je postupak sve donedavno bio
obvezan, jer su u tablicama vrijednosti trigonometrijskih funkcija bile dane samo za
kutoveiz prvog kvadranta.

NaCin raCunanja glavne mjere kuta objaSnjen je u udzbeniku. Tu se pretpostavlja
da e seratuni prema potrebi izvoditi i nadzepnom racunalu. Stogaje nacin raunanja
glavne mjere iskazan preko funkcije najvete cijelo.

Nakon primjeraiz udzbenika, u€enici ¢e sami rijeSiti Zadatak 2.

Domaci rad. | zbor iz zadataka 1.1.

1.2. Radijanska mjera kuta

Brojsati: 1/1

Metodicka razrada

Drugi sat trigonometrije treba uvesti novu, radijansku mjeru kuta. Nakon defini-
cije kutaod 1 radijan, definirat €emo opcu radijansku mjeru i njezinu vezu s mjerom
u stupnjevima.

Prva varijanta udzbenika pisana je bez pripadnog prirucnika. Tako su se neke
metodicke napomene nasle u udzbeniku, iako bi im prikladnije mjesto bilo prirucnik.
Jedna takva napomena sad je iz udZbenika prebacenaovdje:

“Radijanska mjera kuta realni je broj. Ako je pogodno, ostavljamo u njegovu
zapisu broj 7. Rezultat zaokruzujemo obi€no nadvije do pet decimala, ovisno o pot-
rebnoj preciznosti. lako je ondarije€ o pribliznoj vrijednosti mjere kuta, uobicajenoje
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ipak pisati znak jednakosti. Tako temo (u gornjem primjeru) pisati 20° = 0.349 rad
umjesto ispravnijeg zapisa 20° = 0.349- - - rad ili 20° ~ 0.349 rad.
Takoder, Cesto izostavljamo oznaku jedinice (rad) u zapisu mjere kuta, i pisemo

samo o = 0.349, o = g i slino.

RaCunanje sa stupnjevima ima neke prednosti, ai i mane. Stupanj je intuitivno
jasniji pojam od radijana: imamo jasnu predodzbu o tome koliki je kut od 115°, no
rijetko e tko uociti daje on pribliznoisti kaoi kut od 2 radijana. Problemi pri racuna-
nju sa stupnjevimadolaze zato $to se podjelanamanjejedinice Cini u heksadekadskom
sustavu: jedan stupanj ima 60 minuta, a jedna minuta 60 sekundi. To pri raunanju
stvara poteskoce, jer mjeru kuta zadanu u stupnjevima minutama i sekundama prije
odredivanjaradijanske mjere moramo pretvoriti u mjeru zadanu samo u stupnjevima.”

Slika kruznice u Kartezijevom pravokutnom sustavu, s naznatenom radijanskom
mjerom vrlo je vazna. UCenici moraju prakticki napamet nauciti polozgj tih istaknutih
kutova, jer Ceim to u nastavku trigonometrije biti od velike koristi.

Jednako tako treba nauciti odnos mjere u stupnjevimas mjerom u radijaniumaza
istaknute kutove dane u tablici u udzbeniku.

Ostatak sata provest e se u vjezbanju pretvorbi radijanske mjere u mjeru u stup-
njevimai obratno.

Obratite posebno pozornost jesu li svi u€enici naucili pretvorbu minutai sekunda
u dijelove stupnjai obratno. Tu pretvorbu su inace trebali nauciti u drugom razredu.

Pretvorba dijel ova stupnjau minute i sekundelakaje pomocu dzepnog racunala.
Svako iole bolje ratunalo ima ugradenu tu funkciju. Nekaucenici natemelju primjera
u udzbeniku provjere kako se to radi ha njihovom racunalu. Bilo bi vrlo nespretno taj,
ai obratni postupak, provoditi ‘pjeSice’.

Domaci rad. U€enici koji nisu sigurni u tehnici racunanja, neka pomno pro€itaju
gradivo u udzbeniku prateti upute u njemu. Zatim rijesiti zadatke 1.—6.

1.3. Brojevna kruznica

Broj sati: 1/1

Metodicka razrada

Pri pisanju udzbenika postavljalo se pred autore pitanje koliko detaljno treba uci
u razradu oveteme. Napisani tekst trebapromatrati prvenstveno s aspektacinjenice da
e se udzbenikom sluZiti uCenici vrlo razlicitih sposobnosti i interesa za matematiku.
Pri tom je osnovni moto autora bio da sve ono &o je napisano bude logicki potpuno
ispravno. Ako senesto zbog uzrastaucenikaili predvidenog vremenane moze potpuno
korektno objasniti, onda se to morai naglasiti.

Pitanje korektnosti definicije mjere kuta spada u jedno od tih podrucja, gdje se
moZda nepotrebno inzistira na matematickoj strogosti.
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Zato je pojam sukladnosti kutova, koji je nuzan za potvrdu ispravnosti definicije
mjere kuta, ostavljen samo u udzbenicima prirodoslovne gimnazije. Tqj je pojam po-
vezan s operacijamatranslacijei rotacije, jer je tg pristup blizak pojmu orijentiranog
kuta.

| sto tako, smatramo da u optim gimnazijamai tehnickim Skolamanetrebaprevise
vremena posvetiti pojmu eksponencijalnog preslikavanja. Sasvim je dovoljna Slika
na str. 16. iz UdZzbenika, koju treba dovesti u vezu s vet poznatim radijanskim mje-
rama kuta. Natg naCin se ova cjelima moZe interpretirati kao nastavak vjezbanja s
radijanskom mjerom kuta.

Domaci rad. | zbor medu zadacima 1.—6.
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Trigonometrijske funkcije

(15/ 21 sati)
1. Definicijatrigonometrijskih funkcija . . .. ............. 3/3
2. Odredivanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija .. ... ... 1/2
3. Ratunanje vrijednosti kuta . .. ............ . ... . ... 2/2
4. Osnovni trigonometrijski identiteti . .. ............... 3/4
5. Svojstvatrigonometrijskih funkcija . . . .. ... ... ... 2/4

Pri definiranju trigonometrijskih funkcija realnog argumenta (‘ bilo kojega kuta’)
ne treba eksperimentirati. Trigonometrijska (brojevna) kruznicaje poznata, kordinate
svake njezine tocke definiraju sinusi kosinus realnog broja (kuta) — i to je to.

Dilemu nakoji nacin definirati tangensi kotangensrijeSili smo u korist geometrije,
drZeti se dakle istog natelakao za sinusi kosinus. Nakon definicije izvest €e se onda
temeljna vezatangensa sa sinusom i kosinusom.

|ako kratko, ovo je poglavljebogato sadrzajimai trebaih usvajati polako. Ukoliko
predvideni broj sati ne bude dovoljan, posudite joS sat ili dva, jer temelje kuce treba
dobro betonirati.

Ciljevi i zadaci

— Nauciti definicije trigonometrijskih funkcija;

— zapamtiti vrijednosti tih funkcija za neke istaknute kutove;

— utvrditi temeljne veze medu trigonometrijskim funkcijama;

— upoznati svojstvo parnosti, odnosno neparnosti trigonometrijskih funkcija;

—izvesti tablicu pretvorbi trigonometrijuskih funkcija;

— nauciti pojam periodicnosti i temeljnog perioda, zapamtiti temeljne periode
trigonometrijskih funkcija.

Pojmovi: Trigonometrijske funkcije. Parnost, neparnost. Trigonometrijski iden-
titeti. PeriodiCnafunkcija, period, temeljni period.
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2.1. Definicija trigonometrijskih funkcija

Broj sati: 3/3

Metodicka razrada

Nakon kratkog prigieanja na definiciju trigonometrijskih funkcija pravokutnog
trokuta, korisno je prigetiti se vrijednosti tih funkcija za kutove od 30°, 45° i 60°.
Zatim treba povezati stupnjeve s radijanskim mjerama i napisati vrijednosti trigono-
metrijskih funkcija radijanskih mjera kuta.

Na prvom satu razrade ove teme treba obraditi definicije funkcija sinus i kosi-
nus. Obje se definicije uvode istovremeno, jer su sinus i kosinus koordinate tocke
na trigonometrijskoj funkciji. Medutim, u nastavku je bolje na nizu dicica najprije
ilustrirati promjenu sinusa kad toCka putuje po trigonometrijskoj kruznici i naznaciti
vrijednost sinusa u tablici kojaje napisanau udzbeniku. Nakon togaisto treba natiniti
i skosinusom.

Domaci rad. | zbor zadataka 1.— 8.

k) 3k ok

U drugom Skol skom satu obradit éemo definiciju tangensai kotangensai popuniti
tablicu njihovih vrijednosti.

Domacdi rad. |zbor iz preostalih zadatakaiz skupa 2.1., koji dotad nisu obradeni.

2.2. Odredivanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija

Broj sati: 1/2

‘ MetodiCka razrada

Trigonometrijske funkcije su transcedentalne, njihove se vrijednosti ne mogu
dobiti s kona€no mnogo algebarskih operacija (osim u vrlo rijetkim posebnim sluca-
jevima).

Ucenje trigonometrije je besmisleno ako u€enika ne osposobi u prakticnom ra-
Cunu. Prakti¢an ratun danas trazi sluzenje dzepnim raCunalom. Zato smo u jednom
poglavlju, dovoljno rano, nastojali objasniti sve bitne korake u tom ratunu.

To se posebno odnosi na racunanje vrijednosti kuta. Tu se uvode pojmovi arkus
sinusa i arkus tangensa, ali isklju€ivo na nivou oznaka, jer se iste oznake nalaze na
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veini dZzepnih raunala. Na natin kako je napisano u udzbeniku, ucenik ne bi smio
imati problema s razumjevanjem ovih pojmovai nije potrebno govoriti nista o arkus
funkcijamakao realnim funkcijamainverznim trigonometrijskim (o tome €e biti rijeci
u Cetvrtom razredu, i to samo za program prirodoslovnih gimnazija).

RaCunanje vrijednosti kuta zapravo je rjeSavanje najjednostavnije trigonometri-
jske jednadzbe. U vetini slucajeva, to Ce hiti jedine trigonometrijske jednadzbe koje
e uCenici u nastavku 3kolovanjaikad sresti. Zato i ovo poglavlje treba obraditi vrlo
temeljitoi dovoljno dugo dok seneuvjeritedasu svi ucenici usvojili tehniku raCunanja.

UcCenici su u prethodnom razredu naucili racunati vrijednosti trigonometrijskih
funkcijapomotu ra€unala (za kutoveiz prvog kvadranta). Pri razradi oveteme nije se
medutim potrebno pozivati na takvo eventualno predznanje.

Korisno je ukratko spomenuti problem ra€unanja vrijednosti trigonometrijskih
funkcija, te kako se to ratunanje vrsilo kroz povijest. Naglasite vaznost koje su hume-
ricketabliceimalekroz povijest. (Donesiteu razred primjerak “logaritamskihtablica’,
ako uspijete pronati jos koji!).

Razradu oveteme najboljeje nainiti tako da se prepusti samostalnom radu uceni-
ka. Postupci ratunanjaobjaSnjeni su detaljno u UdZbeniku. Najkorisnije je daih svaki
ucenik samostalno procita i uvjezba istovremeno na svom racunau, (Ne zaboravite
unaprijed najaviti da se ratunala moraju donijeti.) Intervenirajte samo tamo gdje se
eventualno pojave problemi.

Razlicitost dZzepnih ratunala koje ucenici posjeduju svakako e stvoriti problem
u obradi ove teme, upravo zato se treba inzistirati na samostalnom ratunanju. To,
dakako, moZe uzrokovati da za obradu ove teme treba utroSiti sat vise.

Upravo radi toga u udzbeniku je naveden dovoljan broj primjera natemelju kojih
ucenici mogu usvojiti tehniku raCunanja.

Domaci rad. Zadaci 4.-8. Obvezno je naCiniti sve predvidene zadatke.

2.3. RaCunanje vrijednosti kuta

Broj sati: 2/2

Metodicka razrada

Odredivanje kuta zahtijeva nesto viSe pozornosti od racunanja vrijednosti trigo-
nometrijske funkcije.

Nauvodnom Primjeru 1. trebaopisati svarjesenjajednadzbe sina = . Tutreba
uociti daje dovoljno odrediti jednu vrijednost kutai onda pomotu nje se raCunaju sve
ostale.

Ako je zadana vrijednost y sinusa kuta o i trazimo koliki je kut a, onda ¢e
ratunalo dati iznos kuta koji se nalazi unutar intervala [—%, 5]. Taj sekut oznafavas
a = arcsiny.

Prije svega, ucenici moraju dobro izvjeZbati postupak raCunanja arkus sinusa, za
po volji odabranu vrijednost sinusa. Pri tom kut treba iskazati u stupnjevima, minu-
tamai sekundama, ali i u radijanima. Treba napraviti dovoljno jednostavnih primjera
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dok se postupak ratunanja kuta ne automatizira. RijeC je o postupku koji traje najvise
petnaestak sekunda (namjeStanje racunalau odgovarajuci mod — stupnjevi ili radijani,
raCunanje kutai prema potrebi pretvaranje u dijelove stupnja).

Zatim, vrijednosti kuta trebaju se nati direktno ako su vrijednosti sinusa jedna-
ke 0, £1, +¥2 +¥3 41, To su jedine situacije kad za ratunanje ne koristimo
racunalo.

Nakon &to seizvjeZba ovgj racun, trebaizvjezbati zapisivanje skupa svih rjesenja
jednadzbe sina =y.

k) 3k ok

Drugi sat se nauceno proSiruje naratunanje kutaiz poznatih vrijednosti preostale
tri trigonometrijske funkcije.

Koncepcija rada po udzbeniku identi¢na je kao u prethodnom satu, s tim da se
postupak odredivanja vrijednosti arkus funkcije raunalom ne treba toliko detaljno
objaSnjavati, jer se nerazlikuje od prethodnog.

Slika trigonometrijske kruznice ¢e pomoti da se lako nauci zapisivanje skupa
rjeSenjatemeljne jednadzbe.
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2.4. Osnovni trigonometrijski identiteti

Broj sati: 3/4

Metodicka razrada

U moru formulai trigonometrijskih identiteta najvaznija su tri osnovna:

sS‘t + cost; tgt = s_nt;
cost
Njih bi trebao zapamtiti svaki uCenik teih spretno primjenjivati u raznim zadacima.

Transformacije trigonometrijskih izraza jedan je od vaznih postupaka. U ovom
trenutku broj identitetaje joS malen pabi bilo vazno uvjezbati neke njihove standardne
primjene. Zbog toga je na kraju ove tocke dan bogat izbor zadataka za vjezbu koje bi
trebalo rjeSavati u nizovima.

Danim osnovnim identitetima povezuju se medusobno trigonometrijeke funkcijei
zadaci iz tog podrucjaposluzit e i za utvrdivanje definicijatrigonometrijskih funkcija
kao i njihovih osnovnih svojstava.

Tablicu pretvorbi ne treba uCiti napamet. UcZenicima treba dopustiti da se pri
rjeSavanju zadataka koriste pomocnim formulama. Medutim, od njih treba zahtijevati
da zngju izvod svih tih formula, jer e natgj natin moti reproducirati svaku od njih
kad im to zatreba.

Ovevezekoriste se npr. pri raCunanjuintegrala, jer su trigonometrijske supstituci-
je standardni postupak svodenje integrala s trigonometrijskim funkcijamanaintegrale
racionalnih funkcija.

Ostane li vremena na satu, mogu se napraviti parni podzadaci zadataka 4 i 5.

tgt - ctgt.

Domaci rad.
| zbor zadataka 21.—28.

2.5. Svojstva trigonometrijskih funkcija

Broj sati: 2/4

Metodicka razrada

Nastavnik ¢e prema predznanju ucenika objasniti optenito pojam parnosti i ne-
parnosti funkcije. U ovom trenutku ne treba to interpretirati grafom funkcije, jer jos
nismo obradili grafove trigonometrijskih funkcija. Svojstva parnosti i neparnosti tri-
gonometrijskih funkcija valja vezati uz razmatranja na brojevnoj kruznici. (Razrada
svojstva parnosti i neparnosti ¢e pomoci pri crtanju grafa.) Jesu li u€enici razumjeli
definiciju moZete provjeriti natemelju ovog primjera:
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Primjer 1. Koje su od sljedetih funkcija parne, akoje neparne:

1) f(x) =X+ X?; 2) f(x) =x*+3x%*—2;

3) f(x) =2x* —x2+13; 4) f(x) =x3+2x—1;

5 f(x) =x|x]; 6) f(x) =v1-—x?;

7) f(x) = VX4 = 3; 8) f(x) = Ix—x3;

9 100 = g 10) 1=
2x _

11) f(x):aax 1 12) f(x):lnzfg.

Parne su funkcije u zadacima 2, 3, 6, 7, 9 neparne pod 5, 8, 10, 11, 12, afunkcije
u zadacima 1, 4 nisu niti parne, niti neparne. Ratun teCe ovako:
1) f(x) = x + x2

f(—X) = =X+ (=x)2 = —x+ x> = ni parna, ni neparng
2) f(x) =x*+3x*-2
f(—x) = (—x)* +3(-x)? = 2=x*+3x* - 2= f(x) = pang
3) f(x) =2x* —x2+ 13
f(—x) = 2(—x)* = (—x)? + 13=2x* — x* + 13 = f(x) = parng;
4 f(x) =x3+2x-1
f(—x) = (=x)® + 2(—x) = 1= —x® = 2x — 1 = ni parnani neparng
5) f(x) = x|x|
f(—x) = —x| — x| = —x|x| = —f(X) = neparng;

6) f(x) = vVI_ X2

f(—x) = V/1— (—x)2 = /1—-x2 = f(x) = pana
7 f(x)=vx*—3

f(=x) = /(—x)* —3= /x4 — 3= f(x) = parng,
8) f(x) = ¥x—x°

f(=X) = /X — (X = V/—x+x3 = —3/x —x3 = —f(X) => neparng

9) f(x) = 4)(271_3
10) f(x) =
fex)= — > = X _ _fx) = nepana
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a> -1
11) f(x) = i
1, 1-a*
Ca®—l gx v Tax  1-a* a¥-1 _
f(—x)= = 1 T 1 T x T & =—f(x) = neparng,
a a
Xx+3 x+3
12) f(x)_lnx_3, x—3>0 = X ¢ [-3 3]
—Xx+3 —(x—3) X+3y\ 1 X+3
(=x)=In >3 " —(x+3) n(x—s) %3 (x) = nepama

Na temelju definicije trigonometrijskih funkcija pomotu trigonometrijske kruz-
nice izvode se svojstva parnosti, odnosno neparnosti ovih funkcija.

Periodicnost trigonometrijskih funkcija sinus i kosinus dijedi izravno iz njiho-
ve definicije na trigonometrijskoj kruznici. Isto se moze re€i i za funkcije tangensii
kotangens, ai slika pokazuje daje temeljni period tih funkcijasmanjenna .

Opcte svojstvo periodicnosti spominjat ¢e se ponovo u Cetvrtom razredu, zato sad
ne treba navoditi primjera periodicnih funkcijarazlicitih od trigonometrijskih.

Dovoaljnoje definirati pojam temeljnog periodai preko primjerali 2 iz udzbenika
navesti formulu za temeljni period harmonijske funkcije t — sin(wt + ¢).

Domaci rad. Neparni podzadaci zadataka 1.—7.

Domaci rad. Zadaci.





