1.

Realni brojevi

(12 — 18 sati)

1. Skupovibrojeva . ... ... ... ... 2/2
2. OperaCije saskupovima . . . ... .vv v ii i 1/2
3. Djdjivost. Prosti brojevi .. ....... ... o 0/2
4. Mjerai visekratnik. Euklidov algoritam . .. ............ 0/2
5. Racionalni brojevi . ............. . L 3/3
6. Realni brojevi. Algebarskiizrazi ... ................ 2/2
7. Brojevni pravaC .. . ..o e 1/1

Ponavijanje, utvrdivanje i sistematiziranje. . . ... ........ 1/2

1. pismenaprovieraznana . . . . ... e 2/2

Prvo poglavlje udzbenika je kratko i uvodno. Rijec je uglavhom o ponavljanju
osnovnoskolskog gradiva, s ciljem da se ucenici prisjete svojstava osnovnih algebar-
skih operacija, te operacija s cijelim i racionalnim brojevima. (U prirodosiovnim
gimnazijama obradit ¢e se detaljnije cjeline o prirodnim brojevima.)
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1.1. Skupovi brojeva

Broj sati: 4

Ciljevi i zadaci

— pregledno prikazati skupove brojevai njihove medusobne odnose
— posti¢i daucenici razlikuju pojedine vrste brojeva

MetodiCka razrada

Dobar dio gradiva matematike u . razredu srednje Skole na nesto vidoj razini je
ponavljanje i utvrdivanje matematiCkih sadrzaja iz osnovne Skole. Cilj i smisao ove
prve teme stoga je potpunije razumijevanje i usvajanje nekih osnovnih pojmovai Ci-
njenicate razvijanje vjedtine izvodenja ratunskih operacija, sadai s opim brojevima
te agebarskim izrazima.

Na samom pocetku napravit cemo pregled skupova brojeva te ujedno ponoviti
osnovne Cinjenice vezane uz brojeve. Obradu sadrzaja pratit emo s velikim brojem
dobro odabranih primjera.

Mozemo ocekivati da s prepoznavanjem prirodnih i cijelih brojeva te rjeSavanja
zadataka koji su uz njih vezani nete biti teSkoa. UCenici trebaju dobro usvojiti opte
zapise tih brojeva uz neki dani uvjet. Tako bi, primjerice, svi u€enici morali u zapisu
2n prepoznati parni broj, a u zapisu 2n + 1 neparni broj, morali bi znati zapisivati
uzastopnecijele brojevei dl.

U ovom dijelu je zgodno rjeSavati zadatke u kojima se primjenjuje Gaussova
dosetka. Ovdje valjaistaknuti jednu Cinjenicu koje nastavnik ponekad mozdai nije
dovoaljno svjestan. Naime, u ovim zadacima zbog brojnosti pribrojnika ne mozemoih
sveispisati pa nakon prvih nekoliko navodimo tri tockice kako bismo naznacili da se
“ponaSanje” brojevau zapisu dosljedno i logicno postuje, od potetkado kraja. To nije
i ne morabiti samo po sehi jasno. Mozemo, i to je dobro uiniti, traziti od uCenika da
nam navedu jos nekoliko brojevakoji uzastopce dijede iza prvatri navedena. Takoder
je dobro postaviti pitanje o broju pribrojnika u nekoj konatnoj sumi. Svakako, ovakve
probleme treba najprije detaljno analizirati, sve do potpunog razumijevanja.

Primijetimo kako sve ove zadatke moZzemo svesti na primjenu formule za zbroj
prvih n uzastopnih prirodnih brojeva,

n(n+1)
2
Tako za zbroj prvih n parnih prirodnih brojevaimamo:

1+24+3+...+n=

n(n+1)

2444+6+..+2n=2-(1+2+3+...+n)=2- 5

=n(n+1).
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Taj rezultat i nije neoCekivan, do njegabi se naneki natin moglo do€i i “napamet”.
Potrazimo i zbroj prvih n neparnih prirodnih brojeva:

1+3+5+...+(2n-1)
=21-1)+(2-2-1)+(2-3-1)+..+(2n-1)
=(2-1+2-2+2-3+..2n)—(14+1+1+..41)
=2-(1+2+3+..+n-n=nn+1) —n=n%

RijeSmo zailustraciju joSi ovg primjer:

Odredimo zbroj 1 +5+ 9+ ... + 101. Valja uctiti kako se zbrajaju prirodni
brojevi koji pri dijeljenju sa4 daju ostatak 1. Takve brojeve mozemo zapisati u obliku
4k — 3. Naime, k je prirodan broj, paondaiz zapisa 4k + 1 ne dobivamo broj 1.

Dakle, bit ce:

1+5+9+13+...4+101
=(4-1-3)+(4-2-3)+(4-3-3)+...+(4-26-3)
=4-(14+2+3+..+26)— (3+3+3...+3)
=4. —26;7 —26-3=1326.

No mozemo provesti i klasiCni Gaussov postupak pa zdruZivati u parove po dva
broja. Prvi s podljednjim, drugi s pretposljednjim, tre¢i od pocetka s trecim od kraja
itd. Zbroj svakadvabrojau parujeisti, to je broj 102. | sadavaljajoSvidjeti koliko je

101-1

pribrojnikau danoj sumi. Tgj je broj jednak n =
zbroj jednak 102 - 13 = 1 326.

Naime, razlika izmedu svaka dva susgedna broja je jednaka 4, prvi broj je 1,
posjednji 101. | joSk tome dodamo jedinicul.

Naravno, mi znademo da je rijeC o aritmetickom nizu i tu zapravo postupamo
jednako kao u zadacima s aritmetiCkim nizom, samo na nesto niZoj razini.

Spomenimo ovdje joS u istom zadatku i zadatak 6. Tu imamo dljedeti racun:

11+13+15+...+101=(1+3+5+..4+101) - (1+3+5+7+9)

=512 - 52 = 3111

Upozoravamo joS na zadatke na strani 9. u kojima je takoder rijeC o zbragjanju
nekoliko uzastopnih brojeva. Kad je broj pribrojnika neparan, onda najceste zapisu-
jemo srednji broj aulijevo i udesno od njegaispisujemo pribrojnike koji mu prethode,
odnosno dlijede.

U jednom od tih zadataka (zadatak 6.) kaZe se daje zbroj pet uzastopnih parnih
prirodnih brojevajednak 6080 i pitase koji su to brojevi.

MozZemo racunati na nacin:

(2n)+(2n+2)+ (2n+4) + (2n+6) + (2n + 8) = 10n+ 20 = 6 080,
odakle se dobije n = 606, te vidimo kako je rijeC o brojevima 1212, 1214, 1216,
1218, 1220.

Primijetimo medutim kako je podatkom da seradi o zbrajanju parnih brojevazap-
ravo receno kako se brojevi uzastopce razlikuju za dva. No upravo naznaka o parnosti
pokrivataj uvjet. A dasu parni, vidjet te seiz rezultata.

Stogasmo mogli pisati: (n—4)+(n—2)+n+(n+2)+(n+4) = 5n= 6080,
teje n=1216.

+ 1= 26. Ondaje ukupan
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Rje3enje zadatkaje niz dljedetih pet brojeva 1212, 1214, 1216, 1218, 1220.

Si¢no jei sazadatkom, u kojem seradi 0 zbrgjanju uzastopnih neparnih brojeva..

Obi¢no kaZzemo da su iracionalni brojevi oni brojevi koji nisu racionalni. No
pitanje je kako €e u€enici prihvatiti ovakvu povrsnu definiciju. Hoce li razumjeti koji
su toiracionalni brojevi?

Potrebno je prije svega otvoriti pitanje, postoje li uistinu brojevi koji nisu racio-
nalni. Ono je postavljeno joSu VIII. razredu, na njegaje dan odgovor, no nije sigurno
koliko je ostavio traga.

U “Kutku plus’ naveden je klasi¢ni dokaz dabroj /2 nije racionalan. Primjer bi
trebalo pazljivo i detaljno obraditi, ako jeto ikako provedivo. To je prvi susret ucenika
s ovom vrstom dokaza jedne matematicke Cinjenice.

Ucenicima €e hiti jasno da su iracionalni brojevi beskonacni decimalni brojevi.
No beskonatni su decimalni i mnogi racionalni brojevi. Treba objasniti razliku, jer
upravo onaodreduje koji su beskonatni decimalni brojevi racionalni akoji iracionalni.
Na primjeru razlomka % zapisanom u decimalnom obliku ilustrirano je periodicno
ponavljanje skupine znamenki. Vrlo se brzo moZze odgovoriti na pitanje koja se zna-
menka nalazi na bilo kojoj poziciji u tom zapisu. U zapisu iracionalnog brojato je
nemoguce, jer se njegove znamenke najceste nizu bez nekog reda. Takoder je vazno
napomenuti kako osim korijenaimai drugih iracionalnih brojeva. Jedan takav jei broj
7, dobro poznat ucenicimajoSiz VII. razreda.

| konatno, zavrSavamo s realnim brojevima. No jasno je da se na ovom uzrastu
pod realnim brojevima smatraju jednostavno svi brojevi. Bit ¢e dovoljno ako ucenici
izmedu konkretnih brojevarazlikuju racionalnei iracionalne brojeve.
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1.2. Operacije sa skupovima

Broj sati: 1/2

Ciljevi i zadaci

— usvojiti skupovnu simboliku
— usvojiti osnovne operacije sa skupovima
— znati rijeSiti jednostavnije problemske zadatke vezane uz skupove

Metodicka razrada

Skupovi su u okviru pokreta poznatog kao Moder na matematika Sezdesetih godina
usli u nastavu matematike navelikavrata. Tu se pretjerivalo s raznim sadrzajimakoji
su uglavnom bili vrlo apstraktni pa nije bila jasna njihova svrhai njihov smisao. No
nakon dvado tri desetljeCapres o se u drugu krajnost pa su skupovi nestali iz programa
nastave matematike u osnovnim i srednjim Skolama.

U matematici osnovnei srednje 3kole postoji niz mjestagdje se spominju skupovi.
Spomenimo skupovebrojevaili skupovetoCaka. Intervali su podskupovi skupareanih
brojeva. RjeSavajuti sustave nejednadzbi javlja se potreba za odredivanjem unije ili
presieka intervala. Cesti su problemi prebrajanja elemenata u konacnim skupovima.
U velikoj se mjeri koriste razne skupovne oznake. Zbog svegatoga dakle ima smisla
ukratko obraditi ngjosnovnije skupovne oznake i skupovne operacije.

Nije potrebno komentirati zakone asocijacije, a pogotovo distributivnost operaci-
jaunijei pregeka. Dakako da nije potrebno pamtiti bilo koje identitete navedene u
primjerimai zadacima. Jedinaje ulogaovih zadataka da ucenici rjeSavajuci te zadatke
zapamte osnovne definicije skupovnih operacija.

U udzbeniku je dano nekoliko zanimljivih zadataka na koje nastavnici trebaju
upozoriti ucenike. MoZze se oCekivati da ¢e dio uCenika, osobito onih nadarenijih,
pokazati interes za njihovo rjeSavanje.

Ti e sezadaci sigurno sti¢i obraditi u prosirenom programu gdje je predviden joS
jedan sat za obradu ove teme.
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1.3. Djeljivost. Prosti brojevi

Broj sati: 0/2

Ciljevi i zadaci

— ponoviti kriterije djeljivosti malim prirodnim brojevima

— shvatiti postupak provjere slozenosti zadanog broja i faktorizacije slozenog
broja

— izvjezbati svojstvarelacije “ biti djeljiv’ u skupu cijelih brojeva

Metodicka razrada

Ova je tema predvidena samo za proSireni program i obradenaje u dodatku udz-
benika za prirodoslovne gimnazije.

Sastoji seod tri cjeline.

Prvaje cjelina podsjeanje na kriterije djeljivosti prirodnih brojeva prikazanih u
dekadskom prikazu, koji su koriSteni jo$ u osnovnoj Skoli. Tu valja primijetiti da su
kriteriji iskazani u formi “ako i samo ako” iako se najceste dokazuje samo dovoljnost
tih uvjeta (a u zadacima €esto koristi nuznost).

Nije predvideno zadrZzavanje niti detaljnija obrada ove cjeline, tako da dokaz kri-
terijanije dan. Njegaje teSko izvesti bez pozivanja na dekadski prikaz broja, ato nije
sadrZgj gradiva prvog razreda. Uloga ove cjeline je samo u tome da u€enik u nastavku
moZe lak3e prepoznati je li neki (maleni) prirodni broj prostili nije.

* % %

Pojam prostog broja ucenicima je takoder poznat (ali nei svim bivam, inace se
ne bi u titlovima poznatog filma spominjali primarni brojevi).

Primjer 3. je priprema zakriterij provjerejeli zadani prirodni broj prostili ne.

Primjer 4. je prigetanje napoznati postupak faktorizacije prirodnog broja.

Eratostenovo sito je zgodan nacin pronalaska liste svih prirodnih brojeva ma-
njih od zadanog prirodnog broja. Prepustite ucenicima da sami reproduciraju nacin
otkrivanjasvih prostih brojevamanjih od 100.

Posebno zai nteresiranim u€enicimamoZzete zadati dasami napi 3u (s pomotu osob-
nog racunala) sto vetu listu pocetnih prostih brojeva. Interesantno je vidjeti moze li
posao zakoji je prijedvjesto godinatrebao Citav ljudski vijek * danasnapraviti Skolarac
na pocetku svog obrazovanjai u roku od nekoliko dana. Ovakav jetest dobar nacin da
navrijeme otkrijete prave talente u svom razredu.

* % %

1 J H. Lambert je 1770. god. napisao listu prostih brojeva manjih od 100999, obetavd besmrtnost onom
Covjeku koji odredi faktorizacije za sve brojeve manje od 1 000 000. lako to obetanje nijeimalo vrstih garancija,
mnogi su matematicari prionuli poslu i taje granica ubrzo probijena

Jacob Philips Kulik je utrosio 20 godinazivotadastvori tablicu faktorizacija zasve brojeve od 1 do 100 000 000,
radeti sam bez i¢ije pomoti. Osam rukom pisanih monografija sadrze rezultate njegovog truda. (Tocnije, sedam,
jerjeVoal. 2, shrojevimaod 12 642 600 do 22 852 800 netragom nestao). Njegova listaipak sadrZi viSe pogreSaka.
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Cjelinao djeljivosti brojevakorisnaje u rjeSavanju primjera. Tu je naroCito vazan
prikaz dijeljenjadvaju cijelih brojeva s ostatkom, u obliku b = ga+r.

Zbog pojednostavljenja dokaza, u iskazu poucka navedeno je da je a prirodan
broj, iako iskaz poucka vrijedi i u sucqju kad je a cijeli, stim da za ostatak onda
vrijedi 0 < r < |a]. Medutim, dijeljenje dvaju cijelih brojeva uvijek se moZe svesti
nadijeljenje cijelog brojai prirodnog broja, jer je a2 ?b.

X %k 3k

U udZbeniku je navedeno nekoliko zanimljivosti iz podrucja teorije brojeva, a
koje su vezane uz pojam prostog broja. Medutim, nismo se mogli upustati u detaljnija
objaSnjenjavaznosti prostih brojeva, pogotovo vaznost prolanazenja sto vetih prostih
brojevana kojima se temelje neke vazne primjene matematike. Bilo bi dobro zaintere-
sirati u€enike da sami potraze iz dostupnih izvora (prvenstveno putem interneta vise
informacija o prostim brojevima. To bi mogao biti izvrstan zadatak za jednog ili vise
ucenika, nakon ¢ega te zasigurno drukcije gledati na ulogu matematike.
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1.4. Mjera i viSekratnik. Euklidov algoritam

Broj sati: 0/2

Ciljevi i zadaci

— ponoviti pojmove mjerei visekratnika prirodnih brojeva
— izvjeZbati raCunanje mjerei videkratnika
— razumjeti Euklidov algoritam za nalaZenje najvete zajednitke mjere

Metodicka razrada

| ovaje tema predvidena samo u proSirenom programu. S obzirom da je rijeC
0 naoko vaznim pojmovima, a pogotovo stoga $to neposredno iza dijedi slican ratun
s algebarskim izrazima, postavlja se pitanje ne bi li ta tema trebala biti sadrzagj svih
programa?

U osnovnoj Skoli poznavanje mjere i visekratnika bilo je nuzno u svladavanju
ratunas razlomcima (racionalnim brojevima). To su znanje u€enici donijeli sasobom
u srednju Skolu, i bit e im sasvim dovoljno zarad s algebarski izrazima. Tu seionako
trazi nalaZenje zajednicke mjere i visekratnikamalih prirodnih brojevai nije potrebna
posebnavjezbai pripremazataj racun.

Stoga je veta paznja u ovoj cjelini posvetena Euklidovom algoritmu, koji se
temelji naagoritmu dijeljenja prirodnih brojevai nema apsolutno nikakve veze s fak-
torizacijom samih brojeva. Ako su dva brojarelativno prosta, Euklidov algoritam ¢e
to otkriti a da ni%ta ne kaze o mogucoj faktorizaciji bilo kojeg od njih.

Euklidov je agoritam prematome nesto potpuno novo. To jejedan primjer efika-
snog postupka (algoritma, u doslovnom smidu rijeci) koji predstavljakvalitativni skok
u odnosu na dotad poznate metode (nalazenje zajednitke mjere pomoctu faktorizacije
je neusporedivo sloZeniji postupak kad su veliki brojevi u pitanju).

Euklidov algoritam nije dokazan (to je ucinjeno u udzbeniku za Cetvrti razred),
medutim, ilustriran je nanizu primjera. Neka ucenci sami napravete primjerei uvjere
se u zatudujutu efikasnost ovog postupka.

Zadatke 7.-10. bilo bi mnogo teZe rijeSiti bez poznavanja ovog agoritma.
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1.5. Racionalni brojevi

Broj sati: 3/3

Ciljevi i zadaci

— usvojiti pojam racionalhog broja
— razviti vje&tinu ratunanja s racionanim brojevima
— razumjeti svojstvo gustote skupa racionalnih brojeva

Metodicka razrada

Ovojedio prvog poglavljau kojem ¢e sedetaljnije ponoviti sadrZaji koji seodnose
naracionanebrojeve. Tui nemanovih pojmovaili Cinjenica, pa ¢e se gradivo koje se
protezal o kroz viSe razreda osnovne 3kole ovdje sistematizirati i zatvoriti u cjelinu.

Na pocetku se kaze da su racionalni brojevi kolicnici cijelih brojeva. Zatim se
definirajednakost dvaju racionalnih brojeva. Ta definicija omogucuije pogodnije odre-
denjeracionalnog brojakao kolicnikacijelogi prirodnog broja. Time se sjedne strane
izbjegava problem dijeljenja negativnim brojem, a s druge pojednostavljuje se kriterij
usporedbe razlomaka.

Naime, ako su dani razlomci f—; i g,gdjesu aibcijdiabi d prirodni brojevi,

ondaje % < g akoi samo ako je a-d < b-c. Naravno, razlomke je jednostavno

usporediti i ako se zapiSu kao razlomci s jednakim nazivnikom.

U tu svrhu provodimo proSirivanje razlomaka. ProSirivanje, odnosno kratenje
razlomaka je izravna posljedica definicije jednakosti razlomaka. Primjenjujemo gai
pri zbragjanju razlomaka. Naime, znademo zbrajati razlomke jednakih nazivnika. Ako
pak treba zbrojiti razlomkerazli€itih nazivnika, ondatakve razl omke proSirujemo kako
bismo dobili jednake nazivnike.

Izbor zadataka za vjezbu Sirok je i raznovrstan. |zbor ¢e provesti nastavnik u
skladu s okolnostima u kojima se izvodi nastava. Kao dopuna, u pogodnim uvjetima,
mogu se rjeSavati zadaci u kojima se ratunagju zbrojevi nekih posebnih razlomaka.
Pri raCunanju se primjenjuje jos jedna lijepa dogjetka, koja se moze razviti u posebnu
metodu. RijeC je o rastavu u tzv. parcijalne razZlomke. Ideja se sastoji u tome da se
svaki od razlomaka zapiSe u obliku razlike neka dva razlomka pa da nakon toga u
ukupnoj sumi dode do ponistavanja pojedinih pribrojnika.

Evo primjera:

1 - 1
T 37-41°

1
5 59"9.13
Ideju smo naznaCili, sad raCunamo:
1 1 (4k+1)—(4k-3) 1 < 1 1 )
=7 )

S o1
[zraCungjmo zbroj 1

(4k—3)-(4k+1) 4 (4k—3)(4k+1) k-3 4k+1
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| sadaimamo
t
1.5 5.9 9.13 7 3741
—} 1_}+}_}+}_i+ +i_i —E)
4 5 5 9 9 13 37 41) 41U
Sli¢no se postupai u ostalim zadacimaiz ove skupine.
Zanimljivi sui zadaci 12., 13. i 14. Pogledajmo jedan od njih:
- . a+b . ..a b b a-b
ey _ b It 2
PrlmjerbAkOJe b 3'k0“kojeb’a+b’a’ b
a+ .oo.a a
IZT_3SI|Jed|6+1_3,0dnosnoB_2.b .
Jedan dio zadatkavet je ovimerijeSen. Nadaljeje —— = =, — = = . Konafno,
0 0 11 a+b 3 a 2
a_
o tTatlTzTa

. ._a+b o -
Naravno, mogli smo iz atb_ 3 izratunati a = 2b teto uvrdtiti na odgovara-

juce mjesto u svakom od ostalih razlomakai dobiti iste rezultate.

No ipak se Cini daje prvo rieSenje sadrzgjnije i sa stanovista matematickog mis-
ljenja produktivnije.

| nakraju upozoravamo na zadatke natemu aritmetiCke sredine. U nas se takvim
zadacima poklanja premalo pozornosti, arijeC je o jednostavnim problem¢icima koji
imaju smislai u sebi nose elemente primjene matematickog znanja.

Problemskim zadacimai zadacimakoji su ispri€ani (zadani tekstom) i inaCe valja
posvetiti osobitu pozornost. Takvi zadaci su €esto poticajni i pokazuju kako je uenje
matematike korisno jer omogucuje rjeSenje sasvim konkretnih problema.

| inaCe je zgodno varirati tekst zadataka, izbjegavati pretjerano nizanje zadataka
tipalzracung..., Kaliko je... i . Cak i onda kad je potrebno provesti poneki racun,
valjarazmidliti ne bi li se mogladati nesto privliacnijaformulacija zadatka.
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1.6. Realni brojevi. Algebarski izrazi

Broj sati: 2/2

Ciljevi i zadaci

— usvojiti svojstva operacijazbrajanjai mnozenjareanih brojeva
~ — primijeniti svojstvaoperacija s realnim brojevimapri racunanju s algebarskim
izrazima

Metodicka razrada

U ovom dijelu prvog poglavljarijeC je o operacijamazbragjanjai mnozenjareanih
brojeva. Valjaimati naumu daje za sadasvako racunanje s posebnim brojevimaracun
sracionalnim brojevima. Zato e sei u primjerima kojima se potkrepljuju ta svojstva
pojavljivati cijeli ili racionalni brojevi.

U ovom se odjeljku ukazuje na strukturu koju €ini skup realnih brojevas obzirom
na operacije zbrajanjai mnozenja. Oduzimanje se uvodi kao zbrajanje sa suprotnim
brojem, dijeljenje kao mnoZenje reciprocnim brojem.

Popisanasu i istaknuta svojstva zbrgjanjai mnozenja.

Pri rjeSavanju zadataka kojima Zelimo ilustrirati primjene ovih svojstava cesto se
govori 0 algebarskimizrazima, no rijetko se eksplicitno navodi o Cemu je zapravorrijec.
U kratem ulomku odgovara se na ovo pitanje, premdavaljaimati na umu kako je to
pojam koji je vet Siroko rabljen u osnovnoj Skoli pa ucenici 0 njegovu znatenju imaju
intuitivan ogjecq.

Najprije se govori 0 konstantamai varijablamate se algebarski izraz definirakao
bilo koji izraz koji €ine konstantei varijable a dobijen je pomotu Cetiri osnovne racu-
nske operacije. Naravno, nijeto ngjsretnije rjeSenje, ali u ovom trenutku nemaboljega.
Sam pojam algebarski izraz vjerojatno jei izmisjen kao terminolo8ko rjeSenje za ono
&o pokriva. Dakako, druga mogucnost, uvodenje pojma polinoma, manje je prihvat-
ljiva, jer €emo vrlo brzo govoriti 0 polinomima kao funkcijama jedne varijable, pabi
se stvarala nepotrebna zbrka.

U osnovnoj 3koli, osobito u VI1I. razredu, uCenici sumnoZzili videclane algebarske
izraze. To €emo ponoviti i uvjezbati. U zadacima za vjeZbu nismo se upustali u
sloZenije zadatke, niti smo bitno varirali njihov sadrzaj. Tu je samo nekolicina zada
taka u kojimaimamo djeljivost, ali i oni se svode na ratunanje slicno onom u ostalim
zadacima.

Primjer 1. DokaZi dajebroj (2n+ 3)(3n—7) — (n+ 1)(n— 1) djeljivsal0za
svaki prirodni broj n.

Ovdjeje najvaznije razumjeti sam zadatak. UcCenici najprije moraju shvatiti kako
seizizraza (2n+ 3)(3n — 7) — (n+ 1)(n — 1) zaraznauvrstavanja prirodnog broja
n dobije neki cijeli (ne nuzno prirodni) broj. Tvrdi se daje svaki od tako dobivenih
brojevadjeljiv sa 10.

Zan =1 dobijemo broj —20,za n= 2 broj —10, za n = 3 broj 10 itd.
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Tvrdnju pokazujemo opcenito. Izraunamo (2n+3)(3n—7)— (n+1)(n—1) =
5n? — 5n— 20. Rezultat zapisemo u obliku 5- [n(n— 1) — 4]. Dasezasvaki n dobije
broj djeljiv sa 5, o€ito je. No broj u zagradi je za svaki n parni broj. U umnoSku
n(n— 1) imamo dvauzastopnabroja. Jedan je od njih paran paje parani taj umnozak.
Od parnog broja oduzima se parni broj 4 i rezultat je parni broj. Tako smo dokazali
djeljivost sa 10.

Boljim se uenicima moze zadati i neki od zadataka 5., 6. ili 7. u kojima se ne
traZi cijeli rezultat mnoZenjavet samo jednan ¢lan toga rezultata.

Pogledajmo zadatak 7.

Primjer 2. Odredi ongj ¢lan umno3ka (a— b+ ab)(a+ b — ab)(a+ b+ ab) koji
sadrzi a?b?.

- MoZemo, naravno, provesti mnoZenje pa u rezultatu izdvojiti ¢lan koji sadrzi
asb*.

No mozemo do rezultata doci i bez potpuno provedenog mnozenja, pretraZiva
njem. lzdvojimo prvi €lan prve zagrade i mnozimo ga s Clanovima druge zagrade.
Pitamo se, dali tako dobiveni rezultat mozemo pomnoziti nekim ¢lanom tree zagrade
dabismo dobili &lan koji sadrZi a?b?. UmnoZak a- a nedajerezultat. Umnozak a- b
moZzemo pomnoziti s ab. BiljeZimo samo “dobre umnoske” i dobivamo rezultat:

a-b-ab+a-(—ab)-b+(—b)-a-ab+(—b)-(—ab)-a+ab-a-b+ab-b-a= 2a%h?
i tojetaj trazeni Clan.
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1.7. Brojevni pravac

Broj sati: 1/1

Ciljevi i zadaci

— uvesti brojevni pravac kao geometrijski model skuparealnih brojeva
— razviti intuitivan ogjetqj o bijektivnosti pridruzivanjarealnih brojevai tocaka
pravca

Metodicka razrada

Brojevni pravac je geometrijski model skupa realnih brojeva. Na njemu ucenik
zorno dozivljava gustocu racionalnih brojeva, a kasnije mozdai kontinuitet realnih.
Nakon $to smo pokazali kako postoje brojevi koji nisu racionalni, primjerice korijeni
iz nekih racionalnih brojeva, konstrukcijom se uvjeravamo da brojevi kao v/3 ili v/5
imaju i svoje (racionalnim brojem nezaposjednuto) mjesto na brojevnom pravcu.

Lako je pokazati da su racionalni brojevi gusti na brojevnom pravcu. Klasian
primjer s kojim su uCenici upoznati joS u osnovnoj Skoli jest aritmetiCka sredinadvaju
racional nih brojeva, kojaje ponovo racionalan broj analazi se u polovistu duZine kojoj
su rubne tocke pocetnadva broja.

Drugi primjer koji je dan u udzbeniku takoder je koristan. Zbroj bilo koja dva

racionalna broja opet je racionalan broj. Ovdje je izabran zbroj €vrstog broja 1—13 i

drugog koji je promjenjiv a predstavlja ¢lanove niza koji tezi u nulu (niz 0.1, 0.01,
0.001,...). | bez objadnjenjapojmalimesai niza, ucenik €e zorno vidjeti beskonatno
mnogo racionalnih brojeva koji se pribliZzavaju broju 1—13 .

Brojevni pravac koristit cemo pri rjeSavanju nejednadzbi i sustava linearnih ne-
jednadzbi s jednom nepoznanicom. VaZzan jei zbog kasnijeg prijelaza na koordinatni
sustav u ravnini.
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1.8. Pismena provjera znanja

Na kragju obrade ovog poglavlja predvidena je pismena provjera znanja. On je
zapravo najvetim dijelom i ispit predznanja. Ponekad nastavnici odmah na samom
pocetku Skolske godine provode Ispit predznanja s ciljem provjere znanja s kojim su
ucenici dodli iz osnovne 3kole. No ima viSe razloga zbog kojih to i nije ngjsretnije
rjieSenje. Prije svega, u 3kolu se dolazi nakon ljetnih praznikai prvih nekoliko dana
ucenici se uhodavaju. Tu je ondai nova sredina na koju se valja priviknuti. Dobro
je takoder dasei sami upoznamo s ucenicima. Dobro je dai sami obradimo s novim
uenicimanesto gradiva pai to mozemo ukljuciti u provjeru. Time Eemo provjeri dati
dodatnu svrhu. U&enicimaprovjerutrebanagjaviti, trebaim objasniti nakoji e senatin
provjeraprovesti i Sto e se provjeravati.

Predvida se vrijeme trajanja provjere od 45 minuta. Zadatke treba pripremiti i
podijeliti uenicima. Bodovanjerezultatastvar je navike nastavnika. Predlazemo dase
provjerite primjenu dljedeteg jednostavnog postupka. Svaki se zadatak moze bodovati
s dva boda. Tocan postupak bez tocnog rezultata donosi jedan bod, a do kraja totno
rijeSen zadatak bodujemo s 2 boda.

Primjeri pismenih ispita dani su na kraju ovog prirucnika. U prvom razredu
prediazemo veti broj pismenih provjera, po jednu nakon svakog poglavlja udzbenika.





