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Korijeni

Sto éu nauéiti?

* obrazloziti smisao i potrebu uvodenja pojma korijena
* provoditi raunske operacije s korijenima

* primjenjivati korijene u praktiénim zadatcima

* provoditi djelomi¢no korjenovanje

* procjenjivati vrijednost drugog i treceg korijena

* racionalizirati nazivnik razlomka

Dodatni sadrzaji
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Pripremi se za gradivo koje slijedi, rijesi pripremne zadatke koji se nalaze u digitalnoj inacici. u

U matematickim opisima raznih pojava i zakona nailazimo na kvadrate odre-
denih velic¢ina. Tako je, primjerice, povrsina kvadrata sa stranicom duljine a
2
t

jednaka a*, prijedeni put pri slobodnom padu tijela dan je formulom s = g ,a

u Pitagorinu poucku zbroj kvadrata duljina kateta pravokutnog trokuta jednak je
kvadratu duljine hipotenuze itd. Volumen kocke jednak je kubu duljine njezinog
brida, V = b>.

Kako izracunati duljinu stranice kvadrata ako mu je zadana povrsina? Koliko
traje slobodni pad tijela bacenog s visine od s metara? Ako su zadane duljine
dviju kateta pravokutnog trokuta, kolika je duljina hipotenuze?  Koliki je brid
kocke kojoj je poznat volumen? Odgovor na ova i druga pitanja potaknula su
uvodenje drugog i treceg korijena realnog broja.

Drugi ili kvadratni Kerijén pozitivhog broja

Za neki realni broj x i prirodni broj n definiramo potenciju kao umnozak n
jednakih faktora:
X=x-x-...-x.

Najjednostavnija potencija, izuzmemo li x! = x, potencijaje x? , koju zovemo jo§
i kvadratom broja x. Ova se potencija ¢esto susrece u raznim prirodnim zako-
nima, geometrijskim problemima i sl. Spomenuli smo povr$inu kvadrata kojemu
je poznata duljina stranice. Slicno tome, povrSina kruga s polumjerom duljine
r jednaka r*7, a prijedeni put kod jednoliko ubrzanog gibanja s ubrzanjem a

v . a ,
ra¢unamo po formuli s = Et .

U nekim ¢emo zadatcima trebati odrediti kvadrat nekog broja, a u nekima ¢emo
morati odgovoriti na obrnuto pitanje.

Primjerice: ako je povrsina kvadrata jednaka 225 cm?, kolika je duljina njegove
stranice?

Ocito, valja potraZiti pozitivan broj a za koji vrijedi a*> = 225. Jednostavno je
naci odgovor, @ = 15 cm. RjeSenje: broj 15, drugi je ili kvadratni korijen
broja 225. PiSemo: /225 = 15.

Ili primjerice: ako je pri slobodnom padu neko tijelo prevalilo put od 50 metara,
koliko je trajao pad?
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Dakle, iz jednadzbe s = %ﬂ treba izracunati ¢. Pritom je s = 50 m, a kons-

tanta gravitacije je g = 9.81 m/s?. Slijedi 50 ~ 5¢*, odnosno > ~ 10, pa je
t = 3.16. Ovaj posljednji rezultat odredili smo dZzepnim racunalom.

Drugi korijen pozitivhog broja

Drugi ili kvadratni Korijen pozitivnog broja a je pozitivan broj \/a za

koji vrijedi:
(Va)? = a.
Takoder je /0 = 0.

Za bilo koji realni broj a vrijedi Va? = |al.

1) v/100 = 10 jer je 10*> = 100;
2) v/0.64 = 0.8, jer je 0.8% = 0.64;
3) /17 nije racionalan broj te je v/17=4.12310562561766 . ..~4.1231;

4) /-9 nije realan broj jer ne postoji takav realan broj ¢iji je kvadrat
jednak —9.

Zadatak 1.  Odredi:

1) \/441; 2) V1.44; 3) V/=256; 4) VI1I.

Horizont na moru prividna je crta koja razdvaja more i nebo. Ako su oci
promatraca na visini %, tada je horizont od promatraca priblizno udaljen

d ~ 3.856\/.

Pritom je visina & izraZena u metrima, a udaljenost d u kilometrima.

Primjerice, ako je promatra¢ visok 1.70 m
i promatra horizont sa same morske obale,
onda horizont vidi na udaljenosti

d =3.856-v1.70 = 5 km.

Svjetionik Porer na morskoj hridi oko 2.5 km
ispred najjuznijeg rta Istre visok je 35 m.
Koliko je daleko horizont promatran s vrha
ovog svjetionika?
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Zadatak 2. Vojak, najvisi vrh Ucke visok je 1400 m. Neki tvrde da se za lijepog vremena
s Vojaka vidi sve do Venecije. Je li to moguée? Zracna udaljenost Vojaka i
Venecije iznosi 170 km.

m Brzina broda

Cvor (&v) je jedinica za mjerenje brzine. Je-
dan ¢vor je brzina od jedne nauticke milje
po satu. Prevedeno na standardne jedini-
ce to je brzina od 1.852 km/h. Ovom se
jedinicom uglavnom koristimo u meteoro-
logiji i pomorstvu te ponekad i u zranom
prometu.

Ogromni turisticki brodovi (kruzeri) plove brzinom od oko 20 ¢vorova. Nas
trajekt “Marko Polo” moze razviti maksimalnu brzinu od 17.7 ¢v, a na putu
izmedu Rijeke i Dubrovnika (priblizno 590 km) njegova je prosjec¢na brzina
15.1 ¢v.

Pri projektiranju broda njegova optimalna brzina v(d) (u &vorovima) racuna

se po formuli
v(d) =k-v3.28d

gdje je k ~ 1.34 konstanta, a d duljina broda (u metrima) na vodenoj po-
vrsini. Ako je je duljina broda 30 m, kolika bi trebala biti njegova optimalna
brzina? Izrazi je u km/ h:

Drugi korijen‘negativnog broja

Drugi korijen pozitivnog realnog broja je pozitivan realan broj. Drugi korijen
iz nule je nula. Drugi korijen negativnog broja nije realan broj. Ova Cinjenica
povlaci za sobom potrebu za prosirenjem skupa realnih brojeva.

Uvodi se pojam imaginarne jedinice, broja i za koji vrijedi
i?=-1
Tada éemo, primjerice zapisati /—4 = /—1 -4 = /=1 - \/4 = 2i. Analogno

/1 1
tome je /—0.09 = 0.31, ) = ?i itd.

Brojevi oblika bi, gdje je b realan broj, a i imaginarna jedinica zovu se imagi-
narni brojevi.
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Tre€i korijen

Problemi sli¢ni onima navedenima na pocetku ovog potpoglav-
lja, koji su nas potaknuli na uvodenje drugog korijena, navode
na prosuenje tog pojma. Prlmjerlce kako odrediti duljinu brida
kocke Ciji je obujam 125 cm® ? Obujam kocke s bridom duljme
aje a’ pa se trazi takav broj a za koji je a® = 125. O¢ito je
a=75,jerje 5° = 125. Pisemo:

V=a3 \/12 = 5.

) No, teze je odgovoriti na pitanje kolika je duljina brida kocke

Ciji je obujam 100 cm? . Tada imamo jednadzbu @ = 100 &ije
rjeSenje odmah ne vidimo. Pitamo se: postoji li, i ako postoji,
, koji je to broj a za koji je a-a-a =100 7?

Da, takav broj postoji., To je broj veci od 4 i manji od 5. Ali
koji?

Tredi korijen

Treci korijen realnog broj e broj za kO]l vrijedi

Za svaki realni broj

4

10 jer je 10° = 1000;

&) Y0.008 = 0.2 jer je 0.2° = 0.008.

Zadatak 3. Koristeci se priloZzenom tablicom treéih potencija prvih 12 prirodnih brojeva
odredi:

1) V27; 2) ¢ o 3) V216; 4) /0.001.

a 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

@ 1 8 27 64 125 216 343 512 729 1000 1331 1728 2197
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¥=0.001 + V8
V0125 + V=125 m

Zadatak 4. Izracunaj vrijednost brojevnog izraza

Primijetimo kako je treci korijen definiran za svaki realan broj. Mozes li to
obrazloziti? Koliko je primjerice +/—8? Tre¢i korijen kalkulatorom radunamo

s pomocu tipke /x ili /X , a ako one ne postoje, onda s pomocu tipke

1
x”  tako da se kao vrijednost varijable y upisSe razlomak 3

Zadatak 5. Provjeri uporabom kalkulatora:

1) J100~4.64; 2) v/55~3.8; 3) v/12000~22.80;: 4) /0.09~0.448.

Zadatak 6. Procijeni sljedece brojeve pa tu procjenu provjeri uporabom kalkulatora:

1) V7; 2) V/330; 3) 01, 4) Y1100.

a OZNAKE KORIJENA

Znak na prvoj slici desno potjece od Leonarda iz Pise (1220. g.), poznatijeg kao Fi-
bonacci (od filius Bonacii, ‘Bonacijev.sin’), koji ga je upotrebljavao pri zapisivanju
drugog korijena realnog broja. Vjerojatno je odabran zbog rijeci radix koja na latin-
skom jeziku znaci ‘korijen’.

Danasnja oznaka ,/~ za drugi korijen nastala je u Njemackoj u 16. stoljecu.

Simbol za treci korijen na drugoj slici desno uveo je njemacki matematicar Christoff
Rudolf.

Danasnja oznaka 3/~ vuce podrijetlo iz Francuske (17. st.).

u PALINDROMNI BROJEVI

Palindromi su brojevi ili reenice koji su jednaki Citaju li se od pocetka prema kraju ili obrnuto. Palindromni
(ili palindromski) brojevi imaju vise zanimljivih svojstava. Jedno od tih svojstava otkrit ¢e§ ako izracuna$

V121, V12321, /1234321, /123454321

Nastavi ovaj niz s jo§ nekoliko lanova. Sto zakljucujes?
Ima palidromnih brojeva koji su trece potencije odredenih prirodnih brojeva. Takvi su primjerice 1331,
1030301, 1003003001, 1000300030001. Provjeri!




DRUGI | TRECI KORIWJEN REALNOG BROJA n

Izracunaj bez uporabe dZepnog racunala:

1) 0.5-v0.04 + EV 144;
1

2) 5\/1964—1.5-\/0.36;
3 [ 1

3) 7 256 —-1.2- 21,

4) %\/0.81%—4'\/1.21.

Izmedu koja se dva uzastopna cijela broja nalazi
broj

1) V15; 2) v200; 3) V0.8; 4) v/990?
Provjeri jednakosti:

1) V4+2V/3=1+3;
2) V2-1=+3-2V2;
3) 2—V3=+V7-4V3.

Izracunaj:
D \/(1—\@)2 + \/(ﬂ—\/ﬁ)2 + \/(\/5—2)2;
2) /(23 -3V27 +\/(2v2 - 3B,

Za koje realne brojeve x vrijedi:

) /2x—1)2=2x— 13

2) Vx+2)2E—x-2

3) V3@ —4x)? =423

4) Va2 —6x+9=3—x;

5) VOox2 £12x 16 = 3x—4;
6) VA2 Sdx® 1 =1 2x?
Koliko je:

DV2—2x+1—+Vx2+4x+4,
za —2<x<1;

2) VA2 —4x+1— Va2 +2x+ 1,
1
—1<x< 55
za x< 5

3) Va2—6x+9 — Va2 —dx+4 — VX2 —2x+1,
za2<x<3?

—_— =

10.

11.

12.

13.

14.

Duljlne kateta pravokutnog trokuta jednake su
11 cm i 19 cm. Kolika je duljina hipotenuze?

Duljine hipotenuze i jedne katete pravokutnog
trokuta jednake su 27cm i 17 cm. Kolika je
duljina druge katete?

Noziste visine na hipotenuzu pravokutnog troku-
ta dijeli hipotenuzu na dva dijela duljina 18 cm i
8 cm. Kolika je duljina visine?

Povrsina kruga iznosi 3307 cm*. Koliki je opseg
ovog kruga?

Koliko ¢e vremena trajati slobodni pad kamencica
ispustenog s visine 50 metara?

PovrSina trokuta kojem su duljine stranica jed-
nake @, b i ¢ racuna se po Heronovoj formuli

P = \/s(s—a)(s—Db)(s—c), gdje je s polo-
vina opsega trokuta. Izracunaj povrSinu trokuta
kojem su duljine stranica jednake

1) a=13cm, b= 14cm, ¢ = 15cm;

2) a=1.1dm, b=13dm, ¢c =2dm.

Skok s visoke litice (engl. cliff diving) jedan je
od adrenalinskih sportova. Medu popularnijim
natjecanjima u ovom sportu je i skok sa starog
mosta u Mostaru.

Skace se s visine od 27 metara. Na internetu nala-
zimo podatak da skok traje 3 sekunde te da skakac
pri ulasku u vodu doseze brzinu od 90 km/ h. Jesu
li ti podatci vjerodostojni?

U meteorologiji se rabe baloni kako bi se pratile
razne pojave u troposferi. Takvi baloni uzdizu se
do visine od 30 km. Koliki je polumjer kruZzni-
ce koja je granica podrucja koje “pokriva” jedan
takav balon s visine 25 km?



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Prva kozmicka brzina je brzina kojom se giba sa-
telit po kruznoj stazi oko nekog nebeskog tijela.

. G- L
Racuna se po formuli v = —m, gdje je G
r

gravitacijska konstanta, m masa tijela oko kojeg
se satelit giba, r polumjer kruzne staze. Za Zem-
N 2
ljuje G = 6.67- 10—11k—H;, m=6-10*kg te
g
r = 6400 km. Prva kozmicka brzina za Zemlju
iznosi priblizno 7.91 km/ s. Provjeri ovaj poda-
tak.

— ’ —
Provjeri i obrazlozi:
1) V1331 =11; 2) V/512=8;
3 1 ;/125 5
125 = —; 4 ==,
3 V0125 =33 ) V216 ’
5) J0.001=0.1; 6) V3375=15.

Uz uporabu tablice trecih potencija odredi

27
1) V729; 2) V/8000; 3) WE;

4 L 5) J/1.728.

0.001°

Izmedu koja se dva uzastopna cijela broja nalazi
broj

1) v25; 2) v250;  3) ¥/2500.
Izracunayj:

1) =27+ V27; 2) /—216— </—343;

3729
3) V0.001- v/—0.125; 4) ——— .
) 4 J—1331

Izracunaj vrijednost brojevnog izraza

Wz 2 Vi

zax=2.

Izracunaj vrijednost brojevnog izraza

\/3-\3@—3/9-\/5

zax=23.

Izracunaj vrijednost brojevnog izraza

{foo1 - voix+ \/0.01 - ¥/10x

za x=0.1.

23.

24,

25.

26.

27.

Obujam kugle ¢iji je polumjer jednak R racuna

se po formuli V = §R37r. Gustoca zlata je

19.3 g/cm?. Ako je masa zlatne kuglice 10 g,
koliki je njezin polumjer?

Stotinu olovnih kuglica promjera 1 mm pretopi-
mo i oblikujemo u jednu vecu kuglu. Koliki je
polumjer te vece kugle?

Ako je povriina jedne strane kocke 20 cm?, ko-
liki je obujam kocke?

Ako je obujam kocke 20 ecm? , koliko je njezino
oplosje?

Sve strane trostrane piramide sukladni su jedna-
kostrani¢ni trokuti. Obujam V takve piramide

2
jednak je V. = %(f gdje je a duljina njezina
brida.. Ako je obujam piramide 1 dm?, kolika je

duljina njezina brida?

. TOCNO-NETOCNO PITALICE

Koje su od sljedecih tvrdnji to¢ne, a koje netocne?
Odgovori, a odgovor obrazloZzi.

1. Drugi korijen iz negativnog broja negati-

van je broj. vIX]
2. Treéikorijen iz negativnog broja negativan

je broj. (v]x]
3. VB35 =10. @3
4. /=001 = -0.1. (v]X]
5. Akoje /a=0b*,ondaje va="5b". v]x]
6. Akoje /x=8,ondaje /x=4. (v]x]
7. Akojea3=b,0ndajeb=\3/5. ga
8. Akojebroj x izintervala (0, 1) , onda je

< v]X]
9. Broj V0.1 vedi je od broja v0.1. (v]X]
10. Akoje /a=0b*,ondaje Ja=1>b". v]x]
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m Racunanje s korijenima

U osnovnoj skoli ucili smo o pravilima koja se primjenjuju pri racunanju s drugim
korijenima. Ponovimo ta pravila za mnoZenje i dijeljenje.

Mnozenje i dijeljenje drugih korijena

Za svaka dva pozitivna broja a i b vrijedi:

va-vVb=vVa-b i

v
m Primjenom pravila za mnoZenje i 'eWorijena izraunajmo

3 1
1) V0.1-10.9; 3) \/;\/;
o1y Vo1-/09= 0.09 =0.3;
2) V125: =53z

3)

Zadatak 1. Primjenom pravila mnoZenja i dijeljenja izracunaj:

1) V3-v27;  2)v/50-V12-6; S)M’ 4) V14 3 V24.

Pravila koja smo primjenjivali pri racunanju s drugim, prosirujemo i na raCunanje
s tre¢im korijenima.

Mnozenje i dijeljenje trecih korijena

Za svaka dva realna broja a i b vrijedi:

Va - Vb=Vab i
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m Primijenjujudi pravila za racun s tre¢im korijenima, racunamo:

10

Zadatak 2.

1) V16- V4= 16-4= 64 = 4;

2) V12 f’/g: 13/12.22 I8 =2;
; 3 3[25  4[125 5
2 N V o = _— = _— = —.
3) V25:V5 V54~ V27 ~ 3
Izracunaj:
1) V9.3, 2) V0.45 - i@ Y03 3) ,3/15—6 . v/0.16.

Pri raCunanju s algebarskim izrazima u kojima se pojavljuju drugi i treéi korijeni
primjenjujemo algebarske identitete obradene u 1. razredu te slijedimo pravila
racunanja s korijenima.

m Provedimo sljedece racunske operacije kvadriranja i kubiranja:

Zadatak 3;

D (V2+3) 2) (V3-1).
D (Vi) =B +2- V2 V3+ (3 =2+2v2-343
= ¥ 26y
2 (V31 =(v3)' -3 (V3 +3 V3-1=3/3-9+3-\/3-1
= 10996/3.

Provedi naznacene racunske operacije:

D(V2-1720 2 (3V2-2VE)s 3) (VARVR?: 4) (V5-V4).
— ’ —
Primijetimo kako za svaki realni broj a vrijedi:

(¥a) = va-va=yaa=Va

U skupinu osnovnih algebarskih identiteta svrstavamo razliku kvadrata te razliku i
zbroj kubova. Drugi i treci korijen omogucéuju nam proSirenje tih identiteta. Tako
primjerice razliku a — b dvaju brojeva mozemo shvatiti kao razliku kvadrata.
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Zapisat cemo

a—b=(Va) - (V)

pa je onda

a—b=(Va—vb)-(Va+b).
Istu razliku moZemo tumaciti i kao razliku kubova pa imamo:

o= (38— (38) = (v 9) (¥ + Y 05).

Jednako tako moZemo zapisati:

avb= (V) + () = (Va+ vB) (N - Y ¥77).
m Rastavimo na faktore sljedece izraze:

1) x—4y; 2) 8x—27y; 3) 2x+3y.

Pritom izraz pod 1) shvatimo kao razliku kvadrata, izraz pod 2) kao razliku
kubova, a izraz pod 3) kao zbroj kubova.

€D x-4y= (D EH)N AVE-25) (VE+2/5);
2) 8x—27y £(2%A) ~B) = (2V3-3¥7) (VP +6 Y +9Y/47);
3) 2 f3y =(WWZ) W) = (VI I3) - (Va2 — Foxy+ /7).

Zadatak 4. Dvoclani izraz x — 64 rastavi na faktore kao razliku kvadrata. Potom isti izraz
rastavi kao razliku kubova.

m Oslanjajuéi se na osnovne identitete, provedimo mnoZenja:
D (V-V2)-(V3+vD): 2 (VIO-1)- (11 + vI0);
3) (1+5) - (1-5+V25).

© 1) U umnosku prepoznajemo razliku kvadrata pa ra¢unamo:

(V3=V2) - (V3+V2)=(V3) - (v2) =3-2=1.

2) Zapisemo li (v/10 — 1) - (11 ++/10) = (v/10 — 1) - (10 + /10 + 1),
uocit ¢emo kako je rijec o razlici kubova (\/ﬁ)3 —1=10v/10 - 1.

3
3) Ovaj umnozak moZemo kraée zapisati kao zbroj kubova 1° + (\3/5) ,a
tajiznosi 1 +5 =6.

11





