


4 DERIVACIJA

m Problem tangente i brzine

Zadatak 1.  Nekaje f(x) = Inx.
1) Nacrtaj precizno graf te funkcije i njezinu tangentu u tocki ‘A(2, In2)\
2) Procijeni sa slike nagib te tangente.

3) S pomodu kalkulatora odredi nagib sekante AB ako je, B tocka na grafu te
funkcije s apscisom 1.5; 1.9; 1.99; 1.999-a.zatim 2.5; 2.172.01; 2.001;

4) Na temelju tih rezultata procijeni nagib tangente u tocki A.

Rjesenje. 1)

y
3
2 é/’
| ~
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2) 30°
3)
Inl.5—-1In2
t = ——=0.57 =29091°
g ) 0575 = « 9.9
In1.9 —1In2 )
In1.99 — In2 .
In1.999 —In2 o
In2.5 —1In2
t = — = .44 :24 ©
oo PN 0.446 — « 05
In2.1 —4An2 o
In2.01 —1In2
t = — =04 = 26.62°
gor T 0499 — « 6.6
1n2.001 — In2 )
4) o0 = 26.68°

Zadatak 2.  Derivacija funkcije u nekoj tocki jednaka je nagibu tangente na graf funkcije
u toj tocki. S grafa funkcije f na slici ocitaj priblizne vrijednosti derivacije:

FI(=2). £1(=1), £7(0). f1(1), £1(2).
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Rjesenje.  (Vrijednostisu priblizne) f/(—=2) = =2, f/(—=1) = 0,#1(0) =1, f/(}) = =
f'@)=o.

grafa funkcije f na slici ocitaj priblizne vrijednosti derivacije: f’(—2),

Zadatak 3. S
FI(=1), £1(0), f(1), f(2).

Rjesenje. | (Vrijednosti su priblizne) f/(—2) =1, f/(—=1) =0, f/(0) = -3, f'(1) =0,
F1e)=1.

A
Zadatak 4.  Izratunaj kvocijent A_fc za funkciju f u zadanoj tocki xg :

Rjesenje. 1) f(x) =x> 23x+ Loxp =1, xg =2, x9 € Dy ;
Ay = f (x0 4+ Ax) % f (xo)= (x0+ Ax)? — 3(xg + Ax) + 1 — x5 + 3xg — 1
= X3 + 2pAx+ Ax”=3xy — 3Ax + 3xp — x3 = Ax® + (2x9 — 3)Ax

Ay Ay
— =MA-1, — =Ax+1;
Ax Ixy=1 Ax Ixp=2 +

— % =X+ 2x9 — 3,
2).f (x) —ax®+bx+c,xp=1, x0=2, xo € Dy
Ay = £ (x0 4+ Ax)—f (x0) = a(xg + Ax)? + b(x + Ax) + C—axi—bxg—C
= a(x% + 2x0Ax + sz) + bxg + bAx — ax% — bxy
= axd + 2axpAx + aAx* + bAx — axd = aAx® + (2ax + b)Ax

Ay Ay Ay
—=alAx + 2 b, — =alAx +2a+ b, — =alx + 4a + b;
— alx + 2axg + b, ro=1 alAx + 2a + b, - alAx + 4a +



4

DERIVACIJA

1
3)f(x):;,xozl,x0:2,xoeDf;

1 I xp—xp—Ax Ax
Ay=f(xo+Ax) —f(xg) = ———— — — = -
Yy f( 0 ) f( 0) XO+AX X0 XO(XO +AX) .X'()(XO +AX)
Ax x%+onX,

Arlg=1 T+ A  Axlyp—2  4+2A%

4) f(x)=vx,x0=1,x =2, x9 € Df;

Ay = f (x0 + Ax) — filxo) = Vx0.+ Ax — /xg
_ (Vo + Ax =) (Vxo + Ax + /Xo)

Tro i A+ o
A X0 + Ax — Xxo . Ax
VxoA Ax+ /xg  Vxp + Ax+ /X
Ay 1
_— — = s
Ax Vo T Ax+ /Xy
Ay 1 Ay - 1

A=t~ VTxAi+1 A= \V2+Axi+d

x—1
S)f(x):m,xozl,xoz2,x06Df;

xo+Ax—1 xg—1
Ay = Ax) — = -
v =10+ M%) = flxo) = T = o~ T

_ x%eroAxfquLquLAxflf(x%quOquLxO»xofofl)
(xo + 1) (xo HAx- 1)

X3+ xpAx + Ax — 1 — X% — xoAx +Ax T+ 1 2Ax
N (xo + 1)(xp A% 1) (o + D(xg+Ax+1)
— Y 2

Ax  (xo % D)(xo Avt 1)’
Ay /' Ay - 1

Axlig=1 2+ A" Axlyp=2 23 +Ax)

A
Zadatak 5." Izracunaj AlximO A_z za funkciju f u zadanoj tocki xg .

1
1) f(x) ==, xo = 1, xo = 2, u bilo kojojtocki xo € Dy ;

2) f(x) = \/}, xp = 1, xp = 2, u bilo kojojtocki xo € Dy ;
3) f(x) =x>, xp =1, xo = 2, u bilo kojojtocki xo € Dy .
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Rjesenje. Dfx) = l;

1 1 xo—xo—Ax Ax
Ay=f(xog+Mx)—f(xg) = —— — — = = —
v =f (xo ) =f(x0) xo+Ax  x9  xolxg+ Ax) xo(xp + Ax)
A 1
- S =
Ax xo(xo +Ax)"  Ax—0 Ax x3 Am0 Ax xo=1
lim Ay ,l;
Ax—0 AX |xp=2 4
2) f(x) = Vx;
Ay =f (xg + Ax) — x0+
. x0+Ax—x0 o
AL \ETa
lim & ! i X =l o ¥ L
A0 Ax 2\/x_0’ AM—0AxIxy=1 27 A—0AxIxy=2 22’
3) f ()=
_ _ 333 2 2 33
Ay= f (xo+ Ax)e—f (x0) = (x0 + Ax)” — xg = xp + 3x5Ax + 3xpAx” + Ax” — x;)
Ay 2 2
— =3 3xpAx + Ax
Ax X + 3xpAx +
Ay Ay . Ay
lim — =3 lim — =3 | — =12.
Am0 Ax X A)CIEOAXXO 1 " Ao Ax lv—2

Zadatak 6.  Pokazi da je nagib tangente u tocki (xp,yg) na grafu funkcije /f (x)
ax* +bx+c jednak 2axy +b.

Rjesenje.  f(x) = ax®> + bx+c;
Ay L 2 .
E:EV(O+M) f(xo)]:B[a(xowLZxOAerAx)+b(x0+Ax)+c
- ax% — bxy — ]
1
=% [ax% + 2axpAx + aA? + bxy + bAX — ax% — bxg)
1
= [aAx® + (2ax4+H)Ax]'= alx + 2axg + b
A
Jim A—)yc = Daxy+ b.

Zadatak 7.) Naslici je nacrtan graf funkcije f :

PN/

2 \
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Na kojoj je od sljedecih slika nacrtan graf njezine derivacije f’(x)?

A. B.
y y
3 3
2 ) 2
S
1 1
-4 3] of 1] 2 3N4[ x 4 3 2 ] o] N2 3 &x
-1 -1 \\
-2 2
C D.
y y
3 3
) 2 \\ 2
X
~ \\1
N1 2 3 4
-4 3 2 A o] f1Te 4 x -4—3-2-10\\ X
—1 ~1 N )
AN
-2 -2 N

RjeSenje. Na slici'D. Derivacija funkcije jednaka je —1 ako je x < —2. Taj uvjet za-
dovoljavaju funkcije sa slika B i D. Derivacija ima nulto¢ku unutar intervala
(0,11) . Usporedbom izmedu B i D zakljuc¢ujemio da je D to¢an odgovor.

Zadatak 8.  Na slici su nacrtane derivacije nekih funkcija:

A. v B. y
4 4
3 3
2 2
1 1
-4 3 2 -1 1 2N\ 3] 4] x4 =2 -1 o\ 1] "2 37 4] x
[ \ !
-2 )
-3 -3
1= \ -4
C y D. v
4 4
3 3
2 2
1 1
4.3 -2 -1 0| 1| 2 3 4 _ -4 -3 -2/ -1 0] 1 2 3 4
— X X
//—/1/ -1
Ak A A
/ -3 -3
7/ —4 —4

a na slici dolje su grafovi odgovarajucih funkcija u nekom drugom poretku.
Povezi funkcije i njihove derivacije!
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Rjesenje:

Zadatak 9.

Rjesenje.

Zadatak 10.

Rjesenje.

2 2
[ 2 \ °
/ —4 \ —4 ¥
4.
3 \ y y
\ 4 4
\ 3 3
2 2
\ Pran
i/ 1
~—
4] 3] 20 =1 o[ 1] 2 3\ 4] x4 3 2) 1] o 1] 2] 3] 4] x

A—3,B—~1,C—4,D-2.

Precrtaj grafove ovih funkcija i skiciraj grafove njihovih derivacija.

Vv

y y
k£0
W
k=0
30 k<0
k<0 1 k<0 X
1 e
k=0 patt

Neko'se tijelo giba po zakonu s(z) = 4r — 2. Koliki put ovo tijelo prijede
uwremenu od ¢+ = 1 sdo # = 1.5 s? Odredi srednju brzinu gibanja u tom
intervalu.

s(1) =4-1—12=3m, s(1.5) =4-1.5—(1.5)2 = 6—-2.25 = 3.75 m. Tijelo
uvremenuod 7 =1 sdo r = 1.5 s prijede s(1.5) —s(1) =3.75—3 = 0.75 m.
As  s(t+ A1) —s(t) 4+ 4At — 2 — 2tAt — (Ar)?

— =4 —-2t— At =
At

v:At At
4—-2-1—-05=1.5m/s.
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Zadatak 11.  Tijelo se giba jednoliko po pravcu prema zakonu a) s = 20 + 3¢; b) s =
10 + 27 + 0.272, gdje je ¢ vrijeme izraZeno u sekundama, a s put u metrima.
Kolika je:
1) srednja brzina u vremenskom intervalu [2,5];
2) srednja brzina u vremenskom intervalu [2,3];
3) trenutna brzina u trenutku ¢t = 2 ?

Rjesenje. a)

As  s(t+Ar) —s(t) 204 3t +3Ar —20 — 3¢ — 3Ar,

bv=% Al Ar 3 m/s.

2)v=3m/s

3Hv=3m/s

b)

py=d_ s(ivt A) =s(1)\_ 1020+ 241 +0.2(1 + Ar)> — 10 — 21 — 027
At At At

201 +0.2(2 #2A0F A%) 50.212  2A + 0.41A1 + 0.2(Ar)?

=240.4¢
A + +

At
02Atr=2+04-2+402-3=34 m/s.

QA As  os(t+Ar) —s(t) 10421+ 2A1 + 0.2(t + Ar)? — 10 — 2t — 0.2¢
TN At N At

QA1+ 0.2(2 + 21At + A2) — 0262 2A + 0.41A1 + 0.2(Ar)?
N At

=2+041+

At
02Atr=2+04-2+02-1=3 m/s.
3)At—0,v=2+04t=2+04-2=2.8 m/s.

1
Zadatak 12.  Tijelo baceno uvis brzinom vy = 5 m/s kreée se po zakonu,s(z) = vyt — Egt2 .

U kojem je trenutku njegova brzina jednaka 2 m/s? U kojem je trenutku ona
jednaka nuli? Kolikom ¢e brzinom tijelo pasti na tlo?

s(t 4 Ar)l— s(1)
1 Al‘l
vot + VoAt — Sg(r + AN ot + Egt2
1 Al 1
VoAr— Eg(t2 ¥ 2tAr 4+ AP) + Egtz
At
1 2
VoA — gtAr — Eg(At)
At

vg—gt=2 —= S5—gt=2 —= 3 =gt = t=

L . . As .
Rjesenje. limp, .ov = limy, .o N limp; g

= limy, 0

= limp,_,

1
=limy, o = limpgvo — gt = S8Ar =vo — gt.

S.

vo—gt=0 = 5—-gt=0 = S5=gt = t=—s.

Q| | W

2-5
Vrijeme leta tijela uvis jednako je vremenu pada pa je vpqiq =vo— 8- —— =

5 — 10 = —5 m/s. Tijelo padne brzinom kojom je i izbaceno ali suprotnog
smjera.
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Zadatak 13.  Dizalo se nakon pokretanja giba po zakonu
s(t) = 1.5¢% + 2¢ 4 12. Nadi trenuta¢nu brzinu dizala.

s(t+ Ar) — s(1)

Rjesenje. limp; o As
. 1.5(t + A1) + 2 + 2At + 12 — 1.5/ — 21 — 12
= limy;— 0 At
. 1.5 4 3tAr 4 (A1)? + 2t + 2Ar — 1.5 %~ 2t
= limp; 0 At

= limp,_ o0 37A7 + (A1)? 4 2A1At
=limp; oo (3t + A1 +2) =31+ 2. vy =B+ 2.

m Derivacija funkcije. Praviia deriviranja

Zadatak.1.  Naslici je nacrtan graf funkcije f . Ne odredujuci njezinu formulu, nacrtaj graf

funkcije f/.
4
2
fx) 1
-4 -3 -2/ -1 0 1 2 3] 4 x
—-1
-2
Rjesenje.
y
2
1
11 2 3 4
4 3 2 -1 o X
-1
-2

Zadatak 2. Nacrtaj graf funkcije f za koju je

D f0)=1,10)=2,f'(1) =1, f"(2) = ~1;
2) f(0)=0,f'(0)=0,f(1)=1, f'(1) = ~1.

RjeSenje. Postoji po volji mnogo funkcija koje zadovoljavaju ove uvjete. Jedan odabir je
nacrtan na slici.
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Zadatak 3.

Rjesenje.

Zadatak 4.

Rjesenje.

10

D) 2)

Na slici je nacrtan graf funkcije f/. Poznato je'da vrijedi\f(0) = 1 idaje f
neprekinuta.

1) Nacrtaj njezin graf.
2) Koliko je f(3)?

FG3)=1.

U tablici su unesene dnevne temperatureé 7 = f(#) mjerene za ljetnog dana u

Splitu:
B o 8 12 \4%16" 18 20
\T 20..217,24 28 30 29 27

Koje je znadenje podatka f/(12) ? Odredi pribliznu vrijednost te derivacije.

[(12) - (10) : f4) —r(12)

5 =10 = 2 uintervalu [10,12],a a—1
1 wintervalu [12, 14]. Vrijednost derivacije u to¢ki 12 lezi unutar tih raspona.
Ako se u koordinatni sustav unesu vrijednosti i nacrta graf, vrijednost drivacije
se moZe to¢nije ocijeniti, f/(12) ~ 1.5. (SloZeni izra¢uni na temelju zadanih
podataka daju f’(12) ~ 1.625. Tu se koristi polinom koji aproksimira trazenu
funkciju.)

Nagib sekante je

f'(12) oznacava brzinu promjene temperature u 12 sati. Dobiveni podatak
f'(12) ~ 1.5 zna¢i da se temperatura u 12 sati mijenja tako da se svaki minut
poveca za priblizno 1.5/60 °C.





