1 Skup kompleksnih brojeva

Fraktali su jedna od zadivljujuéih
primjena kompleksnih brojevaq,

o KOTPLEKSNI BY0 csssnevssmvimsmusmimmsmrs ey b S s 2
® Zbrajanje i mnoZenje kompleksnih brojeva.........cccccveieeeiieenee. 5
* Dijeljenje kompleksnih brojeva..........ccccceveinrieiiinnie s 12

® Kompleksna ravnina.........ccceeeeeeeeiuneesssineessssneesssesssnesssneeen s 17



1 SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

m Kompleksni broj

Zadatak 1.  Kvadriraj brojeve:

D (=7)%; 2) (—g)z; 3) (60 \i:
5) 81'2; 6) —(91 O 20,

9 (3): 10 ( f(ﬂ\@ 1 -(-31)"
SV 9
Rjesenje. 1) 49; 3) —-36 4 ——;

49°
5
5) -8 7) —16; 8) e
1 9
; ‘ 10) —5; 1) ——; 12) —
) ) 3 ) 6
datak2. Zapisi brojeve pomocu imaginarne jedinice:

1 1
) V=63; 2) \/—g; ORVREE

5) —v—81; 6) _”_19_6; 7) v—0.36;
9) —2v/—144; 10) 3v/—11.

Rjesenje.

D 8i; VT; 5 —9;

6 i 7) 0.6 \G(}i 9) —24i:  10) 3iV/11.
\V@Q

Zadatak 3.  Zasvaki od'b ¢ li realni, imaginarni ili kompleksni broj:

3—2i; 3) —gl, 4) i—1;

0. +0.5i; 6) g; 7 0; 8) 6i;
9) /—4; 10) —4; 11) 1++/3; 12) —iV/5.

jesenje. Realni brojevi su pod: 1), 6) 7),10)1 11); 1mag1narn1 brojevi su pod: 3) 8),
9) i 12); kompleksni, a da nisu realni i imaginarni, su brojevi pod: 2), 4) i 5).

Zadatak 4.  Sljedecu tablicu prepisi u biljeZnicu i popuni:
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Rjesenje.

. 3 -1 \@3 2-2v2 0 n
1
- : - 11
. ’ \ : 4 0
Zadatak 5.  Odredi aln@ﬂnarni dio svakog od kompleksnih brojeva:
4) z=17.5; 5) z=1i; 6) z=0.5—1i.

2) 1= -5i; 3 z=—1+i;
ese 1) Rez=5,Imz=-2; 2) Rez=0, Imz=-5;
3) Rez=—-1,Imz=1; 4) Rez=7.5,Imz=0;

5) Rez=0,Imz=1; 6) Rez=0.5, Imz=—1.

Zadatak 6.  Odredi realni i imaginarni dio svakog od kompleksnih brojeva:
1) z=5+2i; 2) z=1-3i;
1
3 =50 4) z= 23 -
5)z=2_33’; @1 2+ iV3;
7) z=0; ) (1—+/2)i.
Rjesenje. 1) Rez=35, 1 :@ 2) Rez=1, Imz= —3;
1
3) Rez=g 57 4) Rez=+2,Imz=0;
5’ =

S)Rez =

—1; 6) Rez=1—-+2, Imz=+/3;
Rez=0,Imz=0; 8) Rez=0,Imz=1—+2.

adatakl7. Odredi realne brojeve a i b iz jednakosti:
1) a+4i=-2+bi;
2) a+i=1+bi;
3) 2a—b+3i=a+2b—3i;
4) 1—(a=Db)i=14(a+Db)i;
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5) a—b+5i=1+ (a+b)i;
6) —1+ 2a+b)i=1—(a—2b)i.

Rjesenje. 1) a=-2,b=4; 2) a=1,b=1; 3) nema rjesenja;
4) a =0, b moze biti bilo koji realni broj;
5) a=3,b=2. 6) nema rjesenja.

Zadatak 8.  Odredi realne brojeve x i y iz jednakosti:
D x+(y—1)i=-1+3i;
2) 2x+y—yi=1+1i;
) x—y+(x+y)i=2+4i;
4) x—2y+ (2x —y)i = 3i;
5) 2x—3y+ (x—y)i==1;
6) 2x —3y+ (x +y)i=x+ 2y+ Bx+ 1)i.
Rjesenje. 1) Kompleksni-brojevi s lijeve i desne strane jednakosti jednaki su ako je
x=—1iy—1=3,0dnosno x =—1, y=4;
2) Mora biti2x+y =11 —y = 1, odnosno iz druge jednakosti y = —1, pa
uvrStavanjem u prvu jednakost imamo 2x — 1 = 1, 2x = 2, x = 1. Dakle

x=1,y=-1.
3) x—y=2 4 x—2y=0
x+y_4}+ -y=3 /- (-2
20=6 = x=3 x=2y=0
3-y=2 = y=1 —4x + 2y = =6\ /7(52) ’
—3x=—-6 — x=2
222y=0 =.y=1;
S) 2x—3y=-1 6) 2x—3y=x+2y
xX—y=0 = x=y x4y =3x+1

2x—-3x==1 = x=1, y=1 x—-5y=0

~2x+y=1 /-5

5
X X 9

72~(f§>+y:1 — y:fé.

Zadatak 9.  Gdje je greska u racunu:
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Rjesenje.

m Zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva

Zadatak 1.

Rjesenje.

Zadatak 2.

Rjesenje.

Svojstvo drugog korijena umnoska, tj. va - b = v/a - v/b vrijedi samo za pozi-
tivne brojeve a i b. Stogane vrijedi jednakost \/(—1) - (=1) = v/—1-v/—1.

IzraCunaj z+w, z—w i z-w ako je:

1 1
1)Z=—§+i,W=1—§i; 2D\e= 2% 3i, w=2+1i;
3 2. 31y B ) B .
3)Z_Z_§”W_Z+§” 4) z7=—-7+5i, w=8+11i;
5) z=—-8-3i, w=4+45i; 6) z=—-6+5i, w=—-5+06i.
1., 1. 1 2.
1)Z+W:_E+l+1—§l—§+§l,
B 1+‘ (1 1.)_ 3+4.
o =5 i 3i)=—5+3i
_( 1+,>(1 1,)_ 1+1,+, I, 1+7,+1_ 1+7,'
cw=Ty 3T 276 T3 T 276 3T e e

2) z+w=-2+43i+2+i=4i,
z—w=—-2+4+3i—(2+i) = —4+2i,
zow=(=243i)-2+4i) = —4-2i+6i+3* = —4+4i—3 = —T+4i;
2.3 1., 3 1,

g’*z* 2 3"

i— = —i,

3
3 = - — =
) z+w 2
3

3
- + i

I—wW=

W] =

N—

3
4

W= (é—%z) (§+11) = i_li_li_glﬁ — g_éH_% = E_éi
S V) 4°3) 16 4 2 .9 16 4.9 144 4
4) z4+w=—-T+5+8+11i =1+ 16i;
z—w=—-74+5—-8—11li=—15% 6i,
2w = (=7+5i)(8 4+ 11i) =/=56 —T7i +:35i — 55 = —111 — 37i;
5) z4+w=—-8—3i+4+35i=-4+2i,
7—w=—8—3i =4—5; = —12 — 8i,
2w =(—823i)(4 45i)= —32 —40i — 12i + 15 = —17 — 52i;
6) z+w=~645i =-5+6i =—11+11i,
I—w=—-645+5—6i=—-1—1,
z-w= (56 +5i)(—5+ 6i) = 30 — 36i — 25i — 30 = —61i.

Izradunaj z +w, z—w, z-w, 22 i w? ako je:

1) z=1-2i,w=3—1i;

2) 7= 3450, w=4-7i;

3) z=11-5i,w=—-7—1i.
Dz+w=1-2i+3—-i=4-13i,
fmw=1-2i—(3—i)=-2—1i,
zow=(1-20)-3-i)=3—i—6i+22=3-Ti—2=1-71i,
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Zadatak 3.

Rjesenje.

Zadatak 4.

Rjesenje.

Zadatak 5.

Rjesenje.

Zadatak 6.

P2=(1-2=1-4i+42=1—-4i—4=-3—4i,

w=03-i=9-6i+%=9—-6i—1=28—6i;

2Q)z+w=-3+5+4-T7i=1-2i,

z—w=-3+5—(4-7i)=—-7+12i,

7w = (=3+5i)(4—7i) = —12421i4+20i— 35> = —12+41i+35 = 23 +41i,
= (-=3+5i)> =9 —30i +25i> =9 — 30i — 25 = — 16 30i,
= (4 —7i)> = 16 — 56i + 49> = 16 — 56i — 49 = —33 % 56i"

N z+w=11-5i+(-7—1i)=4—6i,

z—w=11-5i—(=7—1i) =18 —4i,

zw = (11-5i)(=7—i) = —=77—11i+35i+ 51> & =77 +24i—5 = —82+24i,
= (11 — 5i)*> = 121 — 110i + 25i*> = 124~ 110i — 25 =96 — 1101,

wr = (=7—i)? =49+ 14i + > =49 +14i~ 1 = 48 + 14i.

D (1+0); 2) (L-20%: \ 3 (2-i)%; 4 (1+2i);
5) 3+2i)°; N6 (i $2)%% 7 (1—i)*; 8) (2+i).
D (1+i)?#F142i% 2=1+2i—1=2i;
2) (1 -2 =1-Ai+4%=1—-4i—4=-3—4i;
) i)} =4—di+i*=4—4i—1=3—4i
(1 +2i)P =146i+ 12 +8F =1+6i—12—8i=—11—2i;
5) (3+2i)} = 27 + 54i + 361 + 8% = 27 + 54i — 36 — 8i = —9 + 46i;
6) (i+2°=F+6°+12i+8=—i—6+12i+8=2+11i;
7 (=it = (1 =) =1 -2+ = (-2 = -4,

8) 2+i)* = ((2+i)%)? = (4+4i—1)> = (3+4i)> =9+24i— 16 = —7+24i.

1 (1-iV2)(V2—i); 2) (V3 —i)(1+iV3);
3) (V2-i)(V3+2) - (V3+D)(V2-i).

(
D (1-ivV2)(V2—i) =V2 —i—2i+ V2% V2= 3i = V2 = —3i;
2) (V3 —i)(1+ivV3) =V3+3i—i V32 =342+ V3 =23 +2i;
3) (V2-i)(V3+2i) — (V3N (V2% )= V6 +2v2i —/3i— 22 — (V6 —
\/_l+\/_z i) = V6 +242i —3i 12 —V6+V3i —\V2i—1=1+2i.

D (1-)2=)@ i) 2) (1+i)(1+20)(1+3i);

3) (% fi>(1+2i)(1 - %i>(2+i).
l_)lg)li;—i)(Z—i)G—i):(2—3i—1)(3—i):(1—3i)(3—i):3—10i+3:
D (414201430 = (1+3i-2)(1+30) = G~ DEi+1) —92 1=

3) (——l>(1+2i)(1—§l> (2+i) = (%+i—i+2) <2+i—i+%> = %% ==

Izracunaj vrijednost brojevnog izraza
2 —z-w+w? ako je:
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Dz=1-2i, w=3+1i;
2)1:\/§fi,w:\/§+i.

(1-2i)>—(1-2{)(3+i)+(3+i)* = 1 —4i—4—3—i+6i—2+9+6i—1 = 7i;

1
2) (V2—i = (V2—i)- (V2 +i)+ (V2 +i)?
=2-2iV2—-1—-2—1424+2iV2—-1=—1.

Rjesenje.

Zadatak 7.  Dani su kompleksni brojevi z = —5 + 8i i w/= 7— 11i. Odredi realni i
imaginarni dio brojeva

1) 22 —w?; 2) (z—w?; 3) 2 +wl.

Rjesenje. 1) 22 —w? = (2% w)(zA4w) = (=54 8i'— 7 + 11i) (=5 + 8i + 7 — 11i)

= (=124 19i)(2 £ 3i) = 24 +36i + 38i + 57 = 33 + 74i
Re (22 — w)= 33, I (2 — w?) = 74;

2) (z—w)? = (=5+8i— 7+ 11i)% = (19i — 12)? = —361 — 456i + 144
= 217 —456i
Re(z+—w)? = =217, Im(z — w)? = —456;

3.2 +w = (=5+8i)2+ (7 — 11i)> = —64 — 80i + 25 + 49 — 154i — 121
= 111 — 234
Re (72 +w?) = —111, Im (2 + w?) = —234.

Zadatak 8.  Brojevi z; = 3+ 4i i 7o = 3 — 4i rjeSenja su jednadzbe z> — 6z +25 = 0.

Provijeri.
Rjesenje.
e 4 —62+25=0 B\ 6224 25=0
(3+4i)>—6(3+4i)+25=0 (3.=4i)? —6(3%4i)+25=0
9+4+24i—16—-18—-24i+25=0 9 +24i ~16—18+24i+25=0
0=0 0=0

Zadatak 9. Brojevi z; = 2 — 3i i 2, = 2 + 3/ rjeSenja su jednadzbe z> — 4z + 13 = 0.
Provjeri.

Rjesenje.
= zB—4n+1
(2+3i)*—4(2+3i) + 1
4412i-9—-8—-12i+1

7 —dz7 +1
(21302 42— 30 + 1
4=12i =9 -8+ 12i+1

O W W W
1
O W W W
[
cooc o

Zadatak 10.  Odredi realne brojeve x i y iz jednakosti:
D (1-idx+1+iy=1i;
2) (2-3)x—(1+4i)y=3+1;
3) (x+y)(2—i)+ (x—y)(1+3i) =2+ 3i.
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Rjesenje.

Zadatak .

Rjesenje.

D (I—ix+(l+iy=i 2) (2-3ix+(1+4)y=3+i
X—xi+y+yi=i 2x —3xi+y+4yi=3+1i
x+y=0 2x+y=3
—x+y=1 —3x+4y=1
2y = —-3x4+4(3-2x) =1
71 —3x4+12—-8x=1
Y72 Ales A1
x:—l x=1
2 y=1
3)

(x+y)(2—i)+ (x —y)(L+ 3i) =2 + 3i

2x —xi+2y—yi+x—y+£3xi —3yi =2 + 3§
3x+y=2

2x —4y =3

2x—4(2-3x) =3

2x—8+12x =3

l4x =11
11
T
_ 2
YT 14
Rijesi sustave jednadzbi:
742w = 14, 2z4+w = Ti,
1) 2)
3z+iw = 2-3i; zi+w = —1;

(1 =iz —iw=>5—4i,
{(I—H)z—(l—Zi)w:S—i.
1)Nekaje z=a~+biiw=c+di.
(a+ bi) + 2(c + di)="1+i
3(a+ bi) + ife=di).=2 — 3i
a+Dbi2c+2di=1+1
3a+3bitci—d=2-3i

a4 2c=1
b+2d=1
3a—d=2
3b+c=-3

31—=2c)—d=2
31—=2d)4+c=-3
3—6c—d=2
3—6d+c=-3
d=1-6¢c
—6+36c+c=—-6
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c=0
d=1
b=-1
a=1
z=1—1i
w=1i

2)Nekaje z=a+biiw=c+di.

2e+w=7i
Zn+w=—1
27 —zi =T+ 1

2(a=bi)— (a+ bi)i="Ti+1
2a+2bi—ai+b=Ti+1

2a +b=1
2b—a=1
5b =15
b=3
a=-—1
z=—1+3i

2(—1+3i) + (c + di) = T
2+ 6i+c+di=7Ti

d=1
c=2
w=2+1i

3)Nekaje z=a+biiw=c+di.

(1 —i)(a+ bi) —i(c4di) =75 — 4i
(L+1i)(a+bi)~ (1.—2i)(c +di) =8 —1i
a-+bi—~ai+b—ci+d=5—4i
atbi+tai—b—c—di+2ci—2d=8—1i
a+b+d=>5

—a+b—c=—-4

a—b—c—2d=38
a+b+2c—d=-1

2b—c+d=1

—2c—2d=4

2b+c—d=-5

c+d=-2

—2c+2d=6
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10

Zadatak 12.

Rjesenje.

Zadatak 13.

Rjesenje.

2d =1
1
5
€=73
b=-1
11
=7
1
= 7 —1
5 1,
w = ) + 51
Izracunaj:
1) i77; 2) i1359; 3) i2468
4) l-325; 5) iSlO; 6) i707.

1) = 41941 — 419 [ — (14 19121121’

2)NilBS9 = 433943 — #3393 — (#)39 () = 1. (—i) = —i;
3) 2468 — 4617 — (i4)617 -1.

4 PP =48 i=10i =10,

5) i510 — i4-127 . i2 =1. (71) — 71;

6) i’ =*176. P = 1. (—i) = —i.
Koliko je:

D i+2+P+7+°+...+i3;

2) P+t 40+ B8 404+ 4+,
3) i102 _ i104 + i106 _ i108 + .+ i122;
4) ilOl _ i103 + ilOS _ i107 + .+ i121 :
5) 1+84+0++i?4 i

6) l'lll +i222 +i333 — +l‘999?

1 i+i3+i5+i7+i9+...+i33:i—i+i4+1+i4+3+i2'4+1+...+i8'4+1
=i—ifdi—ihi—+i=1;

2) i2+i4+i6+i8+i10+...+i30:*1+1+l.4+2+i2'4+i2'4+2+...+i7'4+2
=—1l+1=14+1-14+..-1=-1;

3) imz—i104+i106—i108+...+i122 :i4-25+2_i4-26+i4-26+2 _#y

11 pribrojnika
o+ =11 -1—...—1=—11;
4) ilOl _ i103 4 ilOS _ i107 NI i121 _ i4-25+1 _ i4-25+3 + i4-26+1 _ i4~26+3

11 pribrojnika
oA =i i i =10
5) 1+i3+i6+i9+i12+i15:1_i+(i3)2+i4-2+1+i4-3+i4-3+3
=l—-i-14+i+1—-i=1-1i;





