5 Vektori

D>

Sto éu nauéiti?

* opisati geometrijski model vektora navodeci njegove osnovne karakteristike

* raCunati s vektorima: zbrajati, oduzimati, mnoZiti vektor skalarom te popratiti crtezima te operacije
» definirati skalarni umnozak vektora te navesti primjere u kojima se provodi skalarno mnozenje

* primjenjivati vektore na neke zadatke geometrije ravnine

* rastavljati vektor u komponente i ilustrirati to primjerima iz fizike
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U svijetu oko nas prepoznat éemo mnoge veli¢ine Cija se vrijednost izraZava
brojem. To su primjerice duljina, povrSina, obujam, temperatura, tlak, masa,
energija, specificna gustoca. .. Nazivamo ih skalarnim veli¢inama. Medutim,
neke se velicine ne mogu opisati samo brojem. Za djelovanje sile vaZan je njezin
iznos, ali i smjer djelovanja. I brzina je fizikalna velicina koja — uz svoj iznos
— mora imati definiran i smjer. Isto ce vrijediti i za ubrzanje, moment sile,
elektricno ili magnetsko polje itd. Takve veli¢ine nazivat ¢emo vektorskim.

m Osnovni pojmovi o vektorima

Definicija vektora

B
_&
Vektor' je usmjerena duZina ‘AB a =
u kojoj razlikujemo pocetnu tocku b
(hvatiste) A izavrsSnu to¢ku'(Kraj) y C
B. Vektor crtamo poput obi¢ne du- s
Zine, s tim da je zavr$na tocka ozna-

¢ena strelicom.

. o . — g — ey . .
Zato ¢emo vektor oznaCavati s AB, CD, PQ ili samo malim slovom iznad
kojeg je postavljena strelica: d, b itd.

S V2 éemo oznacavati skup svih vektora ¢ija se pocetna i zavrina tocka nalaze u
jednoj ravnini. Kazemo da je V2 skup svih vektora u ravnini.

Opisyvektora

Vektor je odreden ako poznajemo njegovu duljinu, smjer i orijentaciju.

N
Duljina vektora d = AB udalje-
nost je izmedu njegove pocetne i za-
vrsne tocke. To je, dakle, duljina
duzine AB. Duljinu vektora ozna-

. —
Cavamo s |d|, odnosno |AB]|:

| = |AB| = |AB).

! yector (lat.) — nositelj
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Smjer vektora. Ako pravac p prolazitockama A i B vektora AB , onda kaZzemo
— —

da taj pravac sadrZi vektor AB , ili da vektor AB leZi na pravcu p. Govorimo

jos da je pravac p nositelj vektora 14—B> .

Za sve vektore koji leZe na paralelnim pravcima reéi ¢emo da imaju isti smjer.
Za njih jos kazemo da su kolinearni.

Smjer vektora odreden je pravcem

—

na kojem vektor lezi. Vektori AB

i C—D> imaju isti smjer, ali razlicitu
— —

duljinu. Vektori AD i BC ni-

su istog smjera, no imaju jednaku
duljinu. A B

Prikazane su silnice elektricnog polja paralelnih ploca.
7 U svakoj tocki izmedu ploca polje ima isti smjer 1 duljinu.

Smijer i kolinearnost vektora

Ako dva vektora leze na paralelnim prav-
cima, za njih kazemo da imaju isti smjer
ili dasu kolinearni. U suprotnom slucaju
govorimo o nekolinearnim vektorima.

Orijentacija vektora. Vektor nije potpuno odreden ako mu poznajemo duljinu i
pravac nositelj. Moramo mu poznavati jos i orijentaciju.

Nacrtajmo pravac p i izdvojimo na
njemu tri to¢ke. Neka su to (tim po-
retkom) A, B i C. Onda su vekto-
. - - . - . .. ..
ri AB, AC i BC iste orijentacije.
Takoder su iste orijentacije i vektori
— — —

CB, CA, BA . Medutim, vektori

_> . _> . . .
BA i BC na slici suprotne su ori-

jentacije.




Orijentacija se na prirodan nacin pre-
nosi i na vektore istog smjera. Tako

—
su na slici, primjerice, vektori AB i

—
RS istog smjera i iste orijentacije, a

— . - . . . R
AB i QP su vektori istog smjera, r
ali suprotne orijentacije.
0
P

Odredenost i jednakost vektora

Vektor je odreden ako mu znamo duljinu, smjer i oxijentaciju.

Dva su vektora jednaka ako se podudaraju po duljini, smjeru i orijenta-
ciji.

— —
m Vektori AE i BD imaju-istu duljinu,
smjer i orijentaciju pasu jednaki. Vek- E D
— —

tori AC 1 ED imaju istismjer, ali raz-
licite duljine, pa nisu jednaki. -Vektori

— . o . . . .. .

AE i CD imaju iste duljine, ali nema-
ju isti smjer pa nisu jednaki. Konacno,
— . g . . . .o . .

AB i DE imaju istu duljinu i smjer, y B C
ali suprotnu orijentaciju, pa takoder ni-

su jednaki.

Vektori ¢iji je nositelj isti jednaki su kad imaju istu duljinu i orijentaciju. Za
vektore kojima se nositelji razlikuju imamo sljedeci kriterij.

Kriterij za jednakost vektora

Vektori AB i CD jednaki su onda i samo onda ako je cetverokut ABDC
paralelogram.

Jedan je smjer u ovoj tvrdnji ocit: ako
je Cetverokut ABDC paralelogram, tada
vrijedi |[AB| = |CD|, pravci AB i CD

—_—
su paralelni, a orijentacije vektora AB

. H . o v
i CD suidentiCne.
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— —
Obratno, ako je AB = CD, tada su u Cetverokutu ABDC dvije nasuprotne
stranice paralelne i jednake duljine, $to je dovoljno da bi on bio paralelogram.

Za svaki vektor mozemo odrediti nje- B
mu jednak vektor koji ima pocetak u S~
unaprijed zadanoj tocki O. Odaberimo -~

neki vektor AB i neka je dana toCka
O. Postoji (samo jedna) tocka T tak-
va da je OTBA paralelogram. Onda je -~

— —
OT = AB. -

Radijus-vektor. Temeljni stavak o vektorima

b,
Neka je O bilo koja toc¢ka ravnine (ili prostora) i AB zadani vek-
tor. Tada postoji jedinstvena tocka 7° u ravnini (ili'prostoru) za koju je

— —
OT = AB.

—
Vektor OT nazivamo radijus-vektor tocke T .

—_— —

Vektori koji imaju istu duljinu i smjer ne moraju biti jednaki. Oni se mogu
razlikovati po orijentaciji.

Suprotni vektori

Za dva vektora kazemo da su suprotna ako imaju istu duljinu i smjer, a
suprotnu orijentaciju. Suprotan vektor vektoru @ oznacavat emos —a.

A B

— —
Vektori AB i ED imaju isti iznos (duljinu), smjer i orijentaciju pa su jed-
— — —
naki. Vektori BC i EF suprotni su. Jednako tako su suprotni vektori AC
—
i DF .



Zadatak 1.  Nacrtaj pravilni Sesterokut ABCDEF . Nekaje S sjeci$te njegovih dijagonala. Ispisi
sve vektore kojima su krajnje tocke vrhovi Sesterokuta i koji

1) su jednaki vektoru 14_§ ;
2) imaju isti smjer kao vektor IEE} ;

3) imaju jednaku orijentaciju kao i vektor S_é .
— ’ —
Vektor suprotan vektoru —d je d, pa zato vrijedi —(—d) = d.

— —
Vektor suprotan vektoru AB je BA , jer taj vektor ima isti iznos i smjer, a suprotnu

. . . - g
orijentaciju. Zato je —AB = BA .

Nul-vektor

Vektor kojem se podudaraju pocetna i zavrsna tocka nazivamo nul-vektor i ozna-
¢avamo s 0. Njegova je duljina 0, i to je jedini vektor duljine nula. Tako je

- —
0 = AA , za bilo koju tocku A . Jedino za nul-vektor nema smisla govoriti o smjeru
niti o orijentaciji. Prema dogovoru uzimamo da je nul-vektor kolinearan sa svakim
vektorom.

1. Koje su od sljedeé¢ih veli¢ina vektorske, a ko- 2) Ispisi sve vektore koji imaju jednak smjer kao
je skalarne: temperatura, obujam, brzina, masa, i el D) Ispisi sve vektore koji imaju jed-
ubrzanje, sila, elektriéni napon? .

naku orijentaciju kao i vektor BD .

2. Dan je paralelogram ABCD. Tocka O sjecite
jenjegovih dijagonala. Promatramo skup vektora 3.
kojima su pocetna i zavrSna tocka vrh paralelo-
grama ili tocka O. 4. Koliko postoji vektora kojima su pocetna i zavr-

$na tocka vrhovi cetverokuta ABCD ako je taj

éetverokut paralelogram, a koliko ako nije para-
lelogram?

Koliko postoji vektora kojima su pocetna i zavr-
$na tocka neka dva vrha trokuta ABC?

5. Akoje AB = CD ,dokazidaje AC = BD .

6. Nacrtaj pravilan Sesterokut ABCDEF . Neka je

S sjeciste dijagonala tog Sesterokuta. IspiSi sve
o vektore kojima su pocetna i zavrSna tocka neki
i vektor AO . Ispisi sve vektore koji imaju jed- vrh Sesterokuta ili tocka S, a koji su

1) Ispisi sve vektore koji imaju jednak smjer kao

— — —
naku orijentaciju kao i vektor AO . 1) jednaki vektoru BC; 2) suprotni vektoru SA .
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m Zbrajanje vektora

Zbrajanje vektora

Ako ¢amac plovi preko rijeke brzinom
3 m/s okomito na njezin tok, a brzina
vode je 1 m/s, kakva ¢e biti njegova
putanja? Na ovo su pitanje znali odgo-
voriti jos stari Grei: ¢amac e se gibati
po pravcu koji je dijagonala pravokutni-
ka koji ¢ine pojedina gibanja. Krene li
¢amac iz tocke A prema tocki B i ako
cijelo vrijeme vozi okomito na tok vode,
sti¢i ¢e na drugu obalu u tocki C.

Pred oko 400 godina nizozemski znanstvenik Simon Stevin rjeSavao je opcenitiji
problem gibanja tijela na koje djeluju razlicite sile. Mnogo prije nego $to je
pojam vektora uSao u matematiku, on je ispravno odgovorio na pitanje moze
li se djelovanje dviju sila zamijeniti djelovanjem samo jedne sile kO]a Ce imati

isti u¢inak? Djelovanje dviju sila predstavljenih vektorima F, i F, moZe se
zamijeniti djelovanjem samo jedne sile predstavljene vektorom F. Pritom j je F
dijagonala paralelograma kojemu su F; i F, susjedne stranice.

Time je opravdana sljedeca definicija zbrajanja vektora.

Zbroj dvaju vektora — pravilo paralelograma

—_— — —
Zbroj dvaju vektora OA 1 OB sistim pocetkom O je vektor OC takav
daje OC dijagonala paralelograma OACB.

Pisemo C

— — —
OC = OA + OB.



W Kosi hitac. Tijelo je izbaceno pod nekim kutom pocetnom brzinom v, . Pod
pretpostavkom odsustva trenja, ono ¢e se nastaviti gibati u tom smjeru istom
brzinom. Medutim, u svakom trenutku, zbog utjecaja gravitacijske sile, iz-
nos komponente brzine v, prema tlu povecava se proporcionalno proteklom
vremenu: v, = gf. Rezultantno gibanje odvija se po paraboli.

Vektor brzine tijela dobiva se zbrajanjem jedne stalne komponente u smje-
ru pocetne brzine i druge kojoj se.iznos mijenja proporcionalno proteklom
vremenu. Rezultantna brzina bit‘ée uvijek tangencijalna na putanju tijela.

—_— —

Kako ¢emo zbrajati vektore a i b koji ima-
ju pocetke u razlicitim tockama?

Oznacimo pocetnu tocku vektora @ s O.
Neka je A njegova zavrSna tocka. Izaberi-

—_ -
mo vektor OB jednak vektoru b.

— — . —> .
Zbrojimo vektore OA i OB . Njihov je zbroj vektor ¢ = OC . Kako se vektori
0—1>9 ib podudaraju, vrijedi

— —

— -
¢=0C = OA + OB =d+b.

—_— =

Zbrajanje vektora mozemo opisati na jos je-
dan nacin. Pogledajmo sliku.

Neka su @ i b bilo koja dva vektora. Oz-
na¢imo pocetnu to¢ku vektora @ s A, a
zavrsnu s B.
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— —
Dakle, d = AB . Izaberimo vektor AD jednak vektoru b. Nacrtajmo paralelo-
gram ABCD. Po pravilu paralelograma za zbrajanje dvaju vektora je

I — — —
a+b=AB + AD = AC.
. . H . H . . - —> _) . .
Medutim, vektori AD i BC su jednaki, b = AD = BC . To znaci da se zbroj
dvaju vektora moZe dobiti i na ovaj nacin:

L o= — — —
a+b=AC = AB + BC.

— —

Primijetimo da smo tu izabrali dva vektora, AB i BC tako da se zavrSetak
jednog podudara s pocetkom drugog vektora. Za takve vektore kaZzemo da su
ulancani ili da se nadovezuju.

Zbroj vektora — pravilo trokuta

Vektori @ i b su ulancani ako se za-
vrietak prvog podudara s pocetkom
drugog. Zbroj dvaju ulancanih vek-

- . — . -— .o
tora AB i BC je vektor AC koji
spaja pocetnu tocku prvog vektora sa
zavrsnom tockom drugog vektora.

m Neka je dan pravilni Sesterokut ABCDEF i neka je S njegovo srediste.
Odredimo sljedece vektore:
E D
— — — —
1) AB+ CD; 2) FS + ED;

— — — —
3) BC + ED; 4) BC + EF .
A B

@ Promatrajmo sliku i pratimo redom sljedece jednakosti:

— — — — —
1) AB + CD = AB + BS = AS;
— — — — —
2) FS+ ED = FS + SC = FC;
— — — —  —
3) BC + ED = AS + SC=AC;

— — — — — —
4) BC+ EF =BC + CB=BB = 0.



Zadatak 1.

Nacrti kva;drat ABCD inekasu Ay, By, C; i D) polovista njegovih stranica
AB, BC, CD i AD. To¢ka S je srediSte kvadrata. Odredi vektore:

— — — — — —
1) A\B, + A\D; ; 2) AA|, + BBy ; 3) CC; + SA; ;
— — — — — —
4) AS + BS; 5) AB, + CDy ; 6) A|C + BA .
— . —

Pravilo trokuta za zbrajanje vektora pogodno je zbog toga Sto se moze poopditi
na zbroj vise od dvaju vektora. Da bismo to pokazali, prije toga moramo nauciti
osnovna svojstva operacije zbrajanja vektora.

Svojstva operacije zbrajanja vektora

Realne brojeve a i b mozemo zbrajati u bilo kojem poretku, jer vrijedi a + b =
b + a. Isto svojstvo ima i operacija zbrajanja vektora, jer se po pravilu paralelo-

grama zbrojevi d + b i b + d racunaju na isti nacin.

m Provjerimo svojstvo komutativnosti zbrajanja vektora.

10

© Nekasuad i b bilo koja dva vektora. Odaberimo njima jednake vektore tako
dabudu ulancani. Neka je, dakle, @ = AB i b = BC . Onda je

= — — —
di+b= AB + BC = AC.

Odaberimo sad vektore jednake vektorima & i b , ali tako da budu ulanc¢ani
u drugom poretku. Vrijedi b= A_D> id= D—C)‘ . Zato je

- — — —

b+a= AD + DC = AC.

Zakljucujemo da vrijedi d+ b=b+d, pa je zbrajanje vektora komutativno.
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Komutativnost zbrajanja vektora

Zbrajanje vektora je komutativno, tj. za bilo koja dva vektora a i b
vrijedi
i+b=b+ad.

—_— —

Da bismo zbrojili vise od dva broja, moramo odabrati poredak zbrajanja. Tako,
primjerice, tri broja a, b i ¢ moZemo zbrojiti na nadin (a + b) + ¢, u kojem
se zbroju prvih dvaju brojeva dodaje tredi, ali i na naéin a + (b + ¢), u kojem
smo najprije zbrojili posljednja dva broja i taj zbroj dodali prvom broju. Kako je
zbrajanje realnih brojeva asocijativno, u oba ¢emo postupka dobiti isti rezultat.
PokaZzimo da isto svojstvo ima i zbrajanje vektora.

Uvjerimo se u istinitost ovog svojstva koristeci pravilo trokuta za zbrajanje vek-
tora. Izaberimo vektore @, b i ¢ tako da budu ulandani. Neka jed= ﬁ,
b= BCic=CD.Onda vrijedi:
I o — — — — e —
(d+b)+c=(AB + BC)+ CD = AC + CD = AD.
Zbrajajuci u drugom poretku dobit ¢emo
. - — — — — — —
i+ (b+c¢)=AB +(BC+ CD)= AB + BD = AD.

Dakle, vrijedi (@+b)+¢=d+ (b+ 7).

Asocijativnost zbrajanja vektora

—

Zbrajanje vektora je asocijativno, tj. za bilo koja tri vektora a, bic
vrijedi
(d+b)+c=d+ (b+0).
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