
220 RJEŠENJA

m) 6

p

arc tg x � c ; n) 2

p

arc sin x � c ; o) 1
2 tg2 x � ln j tg xj � c ; p) 1

2 earc tg x ;

r) �2e�

1
2 arc sin x � c .

6.3. Parcijalna integracija

6.24. a) �x�1�ex�c ; b) 1
2e2x

�

x� 1
2

�
�c ; c) � 1

2x ln 2

�

x�

1
ln 2

�
�c ; d) � 1

3x ln 3

�

x�

1
ln 3

�
�

c ; e) �e1�x�x�1��c ; f) ex�x2�2x�2��c ; g) ex�x�1�2�c ; h) �e�x�x2�3x�3��c ;
i) �x � 1�ex � c .

6.25. a) 1
2 �x

2� 1�ex2

� c ; b) 1
2 �x

2� 2�ex2

� c ; c) �1
3 �1� x3�e�x3

� c ; d) 6�
p

x� 1�e

p

x � c ;

e) 6e
3px�

3p

x2 � 2 3px � 2� � c ; f) 2e

p

x�x

p

x � 3x � 6

p

x � 6� � c ; g)
ex

x � 1

� c ;

h)
ex

p

x � 1

� c .

6.26. a) x�ln x� 1�� c ; b) x

�

ln
4p

x3� 3
4

�
� c ; c) x2

2 ln�1� x�� 1
4x2 � 1

2x� 1
2 ln�x � 1�� c ;

d) x3

3

�

ln

p

x� 1
6

�
� c ; e) �1

x

�

ln

p

x � 1
2

�
� c ; f) �1

3 �2� x�3 ln 3px � 8
9 ln x � 4

3x �

1
3x2 � 1

27x3 � c ; g) 1
2x ln2 x � x ln x � x � c ; h) x ln�

p

x2 � 5 � x� �
p

x2 � 5 � c ;

i)
ln x

1� x

� ln

���� x�1
x

���� � c ; j)

�2 ln

p

x
1 � x

� ln

���� x
x�1

���� � c ; k) x2

2

�

ln x2 � 3
2

�
� c ;

l) x

�

ln 2
x � 1

�
� c .

6.27. a) x�ln 2x � 1� � c ; b) �x � 1� ln�x � 1� � x � c ; c) ��1 � x2��ln�1 � x2� � 1� � c ;

d) �1
3 �x

3�3x��ln�x3�3x��1��c ; e) �1
x

�

ln 1
x �1

�
�c ; f)

�2 � x2�2

2

�

ln�2�x2�� 1
2

�
�

2�2� x2��ln�2� x2��1�� c ; g) 1
2 �x

2�2x��ln�x2�2x��1�� c ; h) 1
2 ln x�ln�ln x��1�� c .

6.28. a) � x
1 � ex � x � ln�1 � ex� � c ; b)

xex � 1
1 � ex � ln�1 � ex� � c ; c) 2

p

1 � ex�x � 2� �

2 ln

����
p

1 � ex � 1p

1 � ex � 1

����� c .

6.29. a) �x cos x�sin x�c ; b) x
2 sin 2x� 1

4 cos 2x�c ; c) �2�x2� cos�x�1��2x sin�x�1��c ;

d) �x cos x � sin x � x2

2 cos a � c ; e) �1� 2x � x2� cos x � 2�x � 1� sin x � c ; f) Uputa:

sin2 x � 1
2 �1� cos 2x� , x2

4 � x
4 sin x � 1

4 cos x � c ; g) x
2 sin2 x � x

4 � 1
8 sin 2x � c .

6.30. a) �2

p

x cos

p

x � 2 sin

p

x � c ; b) �

3p

x2 � 2� sin 3px � 2 3px cos 3px � c ; c) 2�x �

2� sin

p

x � 4

p

x cos

p

x � c ; d)

p

x sin2px � 1
2

p

x � 1
4 sin 2

p

x � c .

6.31. a) x arc sin x�
p

1� x2�c ; b) x arc tg x� 1
2 ln�1�x2��c ; c) 1

2 �x
2�1� arc tg x� 1

2x�c ;

d) x3

3 arc tg x � 1
6x2 � 1

6 ln�1 � x2� � c ; e) x�arc sin x�2 � 2

p

1� x2 arc sin x � 2x � c ;

f) �2

p

1� x arc sin x � 4

p

1 � x � c ; g)

p

1 � x2 arc tg x � ln jx �
p

1 � x2j � c

6.32. a) �tg x�1�etg x�c ; b) �arc tg x�1�e� arc tg x�c ; c) x arc tg 3px� 1
2

3p

x2� 1
2 ln�1�

3p
x2��c ;

d) 1
2 �x � 1� arc tg

p

x � 1
2

p

x � c .

1
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nezavisnost vektora 1.4.2. Izračunavanje determinante
1.2.3. Rang matrice 1.4.3. Primjena determinanti
1.2.4. Primjena u ekonomiji 1.5. Medusektorski model �input-output analiza�

1.3. Sustav linearnih jednadžbi 1.6. Problem linearnog programiranja

1.1. Matrice

1.1.1. Definicija

1.1. Ispišite nul-matricu formata �2� 2� , �3� 2� , �2� 3� , �3� 1� , �1� 3� .

1.2. Dane su sljedeće matrice

A �
�

0 π
2 �π

�
� B �

�
� 1

0

�0�5

�
�� C �

�
� 0�3 1

2 π
e �1 1995
37
41

p

2 0

�
��

D �
�

� 2�i
2�ip

3�i

p

2

�
�� E � ��1965 0�1 3 �0�333 �� F �

�
��

2 �1

�1 �3
0 �0�2
3 �5

�
���

a) Kojeg su formata navedene matrice?
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b) Koji se element matrice F nalazi u drugom retku i prvom stupcu, a koji u
trećem retku i drugom stupcu?
c) Ako elemente matrice D označimo s dij , odredite d13 i d31 .
d) Koje su od navedenih matrica kvadratne? Kojeg reda?
e) Ispišite sve vektore stupce. Kojeg su formata te matrice?
f) Ispišite sve vektore retke. Kojeg su formata te matrice?
g) Ispišite nul-matricu istog formata kao i D .
h) Ispišite nul-matricu istog formata kao i E .
i) Ispišite jediničnu matricu istog formata kao i A .
j) Ispišite jediničnu matricu istog formata kao i F .
k) Koliko stupaca treba dodati matrici D da bi ona bila kvadratna i kojeg
reda? A koliko redaka?

1.3. Ispišite matricu

a) A �
�

b I
a O

�
ako je a �

�
1

�1

�

i b �
�

0
0

�

.

b) A �
�

b I
a O

�
ako je a �

�
��1

0
1

�
� i b � � 1 � .

c) A �
�

O a
b I

�
ako je a � � 1 0 � i b �

�

0�3
2

�

.

Kojeg su formata matrice A , I i O ?

1.4. Ispišite sve elemente matrice A tako da ona bude simetrična, ako je

a) A �
�

��3 �

2 4

� 3

�
� b) A �

�
� 3 � 0

�1 2 0

� � 1

�
� c) A �

�
��

3 �1 � �

� 3 0 π
2 � 3 �

2 � e 3

�
��

1.5. Ispišite sve elemente matrice A tako da ona bude antisimetrična, ako je

a) A �
�

� � � 2

�1 � �2

� � �
�

� b) A �
�

��
� e � cos π

� � � �

π 0 � 0

� �1 � �
�

��

1.6. Odredite parametre a� b � R takve da matrica D bude dijagonalna, ako je

a) D �
�

� a3�1 0 0
16a2�1 3eb a�b

0 �a�b 0

�
� b) D �

�
�

p

a 0 b2�2b
0 log�a�1� 0

b�2 0 0

�
�

1.7. Odredite parametre a� b � R takve da matrica S bude skalarna, ako je

a) S �
�

a2 2�a
a�2 b

�

b) S �
�

� 1 a2�4 b2�1
0 a�b 0
0 0 1

�
�
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6.16. a) �
p

x � 1�2 � 4�
p

x � 1� � 2 ln jpx � 1j � c ; b) 2
3 �

p

x � 1�3 � 3�
p

x � 1�2 � 8�
p

x �

1� � 4 ln jpx � 1j � c ; c) 2
5x2px � 1

2x2 � 2
3x

p

x � x � 2

p

x � 2 ln jpx � 1j � c ;

d) 2
5 x2px�x2�10

3 x

p

x�10x�40

p

x�80 ln jpx�2j�c ; e) 6
7x 6px�6

5
6p

x5�3
2

3p

x2�2

p

x�

3 3px�6 6px�3 ln j 3px�1j�6 arc tg 6px�c ; f) 3
10 �1�x� 3

p
�2 � 2x�2� 3

4
3

p
�2 � 2x�2�c .

6.17. a) 1
2 ln�x2 �2�� 1p

2
arc tg

xp

2

� c ; b) 2 arc sin x�
p

1� x2� c ; c) 1
2 arc tg x2� 1

4 ln�1�

x4� � c ; d) � 1p

2
ln

����
p

2 � x3

p

2� x3

����� ln j2� x6j� c .

6.18. a)
1

1� x

� c ; b) arc tg�x � 2� � c ; c) 2p

3
arc tg

2x � 1p

3

� c ; d) 1
4 ln

����x � 3
x � 1

���� � c ;

e) � 1p

6
ln

������

x � 1�
q

2
3

x � 1 �
q

2
3

�������c ; f) � 1p

3
arc tg

4x � 1p

3

�c ; g) ln jx� 5
2 �

p

x2 � 5x � 1j�c ;

h) ln j2x2�3x�2j� 2p

7
arc tg

4x � 3p

7

�c ; i) 2 ln j3x2�9x�1j�6

q

3
31 ln

����
p

3�2x � 3��p31p

3�2x � 3� �
p

31

�����

c ; j) 2

p

1� 2x � 9x2� 2
3 arc sin

3p

10

�3x� 1
3 ��c ; k) �3

p

2� 4x � x2�3 arc sin
x � 2p

6

�

c ; l) ln

���� x
x � 1

����� c .

6.19. a)
23x

3 ln 2

� c ; b)
2�x

ln 2

� c ; c)

�ex � 1�11

11

� c ; d) � 1

2 ln 3

p

2 � 3x

� c ; e)

�x � ex�8

8

� c ;

f)

�x2 � ex�6

6

� c ; g) 1
2e2x � 1

2e�2x � 2x � c ; h) �3e�

x
3 � c .

6.20. a) 1
2 ex2�1�c ; b) 1

2ex2�2x �c ; c) �1
3ex3�6x �c ; d) 2e

p

x �c ; e)
32

p

x

ln 3

�c ; f) �e
1
x �c ;

g) eex

� c .

6.21. a) 2
3 �e

x�1�3�c ; b) 1
3e3x�2e2x �3ex �c ; c) �1

3 �1�e2x�
p

1� e2x �c ; d) � 3
5 � ln 2

�3�

2x� 3

p
�3� 2x�2�c ; e)

1p

2
arc tg

ex � 1p

2

�c ; f) 2 arc sin
ex � 2p

5

�c ; g) ln

p

ex � 1� 1p

ex � 1 � 1

�c ;

h) 2 arc tg ex �c ; i)
1

2 ln 2
arc tg 2x�1�c ; j) 2 arc sin ex � 1

2 ln j1�e2xj�c ; k) arc tg ex �c ;

l) 2

p

ex � 1�1 � 1
3 �e

x � 1�� � c ; m) 3�ex � 1�

2
3

h

1
5 �e

x � 1� � 1
2

i
� c ;

6.22. a) 1
2 ln2 x � c ; b) ln2px � c ; c) 1

2 ln4px � c ; d) 2
3 �3 � 2 ln x�

2
3 � c ; e) � 1

2 ln2 x

� c ;

f) 3
2

3p

ln2 x � c ; g) �2 ln�1 � ln x� � 2�1 � ln x� � c ; h) �1
2 ln�1 � ln2 x� � c ;

i) ln

����1 �
p

ln x

1�pln x

����� c ;

6.23. a) �1
2 cos 2x � c ; b) �1

2 cos�x2 � 3� � c ; c) 1
4 cos�2x2 � 4x� � c ; d) 2 sin

p

x � c ;

e) 1
2 sin2 x � c ; f) � ln j cos xj � c ; g) �1

4 cos4 x � c ; h) 5
2 ln�1 � sin2 x� � c ;

i) �1
2e2 cos x�1 � c ; j) 1

3e3 sin x � 1
3 sin3 x � c ; k) � 1

cos x

�

2p

cos x

� c ; l) arc tg2 x � c ;
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6.7. a) ln jx �
p

x2 � 1j� c ; b) ln jx �
p

7 � x2j� c ; c) ln jx �
p

x2 � 5j� c ; d) 1p

2
ln jx �q

1
2 � x2j � c ; e)

1p

3
ln jx �

p

x2 � 2j � c ; f) ln jx �
p

x2 � 2j � ln jx �
p

x2 � 2j � c .

6.8. a) arc sin x
2 � c ; b) arc sin xp

7

� c ; c)
1p

2
arc sin

xp

2

� c ; d)
1p

2
arc sin

q

2
5x � c ;

e) ln jx �
p

1 � x2j� arc sin x � c .

6.9. a) �3 cos x � c ; b) 1
2 sin x � c ; c) x sin a � sin x � c ; d) �a ln j cos xj � x cos a ;

e) a x3

3 � ln j sin xj� c .

6.2. Metoda supstitucije

6.10. a)

�x � 1�11

11

�c ; b)

�3x � 9�10

30

�c ; c) 9
5 �2x�1�

5
3 �c ; d)

3
1� x

�c ; e) �2 ln j1�2xj�c ;

f) �1
3 �2x � 3�

p

2x � 3 � c ; g) 2
5 �1 � x�2

p

1� x � c ; h) 6
7 �2 � x�2 3p2� x � c ;

i) 1
3 ln j3x � 1j � c ; j) �1

2 �1� 3x�

2
3 � c ; k)

�1

�1 � x�2

� c .

6.11. a) 1
28 �2x � 1�7 � 1

24 �2x � 1�6 � c ; b)

�1� x�12

12

� �1� x�11

11

� c ; c)

�1� x�9

9

� c ;

d) 2
5 �x � 1�2

p

x � 1 � 2
3 �x � 1�

p

x � 1 � c ; e) �2
3 �1� x�

p

1� x � 4
5 �1� x�2

p

1� x �

2
7 �1� x�3

p

1� x� c ; f) 1
7 �1�

p

x�14� 3
13 �1�

p

x�13 � 1
4 �1�

p

x�12� 1
11 �1�

p

x�11 � c ;

g) 2�1�
p

x�� 2 ln j1�pxj� c ; h) 2 arc tg

p

4x � 1� c ; i) � 1p

2
ln

����
p

2 �
p

1� xp

2�p1� x

����� c ;

j) � 2
x � 1

�

1

�x � 1�2

�c ; k) 3� 3px�1��3 ln j 3px�1j�c ; l) 2

p

x � 2�
p

2 arc tg

r

x � 2
2

�

c .

6.12. a)

�x2 � 1�11

22

� c ; b) �2
9 �1� x2�9 � c ; c) �1

6 �4� x3�6 � c ; d) �1
4 �x

2 � 2x��2 � c ;

e) �x2 � 4x�2

p

x2 � 4x � c ; f) �1
5 �x

3 � 6x� 3

p
�x3 � 6x�2 � c ; g) � 1

2�x2 � 1�
� c ;

h) �4
3

ln j1 � x3j � c ; i) �3

p

2x � x2 � c ; j) � 1
10

6

p
�1� 4x3�5 � c ; k) arc tg x2 � c ;

l) 3
4 ln

����1 � x2

1� x2

���� � c ; m) 1
2 ln

���� x4 � 1
x4 � 1

���� � c ; n) 5
3 arc sin x3 � c ; o) 1

2 ln�x2 � 1� � c ;

p) 6 3

p

x2 � 6x � c .

6.13. a) 1
24 �1 � x2�12 � 1

22 �1 � x2�11 � c ; b) 3 3

p
�1� x3�2�1 � x3�

�

1
8 �1 � x3� � 1

5

�
� c ;

c) 7 7

p
�x2 � 3�3

�

1
10 �x

2�3��1

�
�c ; d) �1

2

p

1� x4� 1
6 �1�x4�

p

1� x4�arc sin x�c .

6.14. a) ln jx2 � 2x � 5j � c ; b) � ln jx3 � 2x � 2j � c ; c) �2 ln jx4 � x2 � 1j � c ;

d) �2
5

6

p
�4x3 � 3x � 1�5 � c .

6.15. a)
x2

2

� 2x � ln jx � 1j � c ; b) x2 � x � 2 ln jx � 1j � c ; c) �4x � 15 ln jx � 3j � c ;

d)
x3

3

� x � ln j2x � 1j � c ; e) x � 2 ln jx � 3j � c .

1.1. MATRICE 3

1.8. Odredite parametre a� b � R takve da matrica A bude gornja trokutasta ako je

a) A �
�

a2 a2�b2

a�b 0

�

b) A �
�

� 3a2 4b�1 3
a2�4 1 0

b�a�1 2�a 0

�
�

1.9. Odredite parametre a� b � R takve da matrica A bude gornja ili donja trokutasta
ako je

a) A �
�

a2�b3 a�2
1 b

�

b) A �
�

� a2�3b a�b 0
a�b 0 a�1
b�2 0 0

�
�

1.10. Usporedite matrice A i B ako su

a) A �
�

1

�1

�

, B � � 1 �1 � b) A �
�

1 1
0 1

�

, B �
��2 �3

0 0

�

c) A �
�

2 2
3 3

�

, B �
�

2
3

�
d) A �
�

4
2

�

, B �
�

6
3

�

1.11. Odredite parametre a� b � R takve da su matrice A i B jednake ako su

a) A �
�

a�b 3a
a�b 1

�
, B �

��2a�b 2b
5 1

�

b) A �
�

0
a�b

�
, B �

�

a�3
a2�b2

�

1.1.2. Operacije s matricama

1.12. Dane su sljedeće matrice

A �
�

3 �1
1 2

�
� B �

�
� 2

�1
3

�
�� C �

�
� 1

4
4

�
��

D �
�

1 1
1 1

�
� E � ��4 2 �1 �� F �

�

2 �1 �1

�1 �1 2

�
�

Izračunajte:
a) A � D b) A�D c) �A � D d) B � C

e) E � F f) �2E g) B� 2C

1.13. Odredite parametre a� b � R takve da je

a)

�

a 4a

�2a a

�
�

�

3b b
3b �b

�
�

��2 3

�5 2

�

b)

�

a 3a

�a �0�5a

�
� 2

� �b 2b

�2b �b

�
�

�

4 2
2 1

�
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1.14. Zadane su matrice A �
�

� 3a�1 b 0
a�1 3b 2b

0 3a 1

�
� i B �

�
� b b a

0 a2 a�b
a�b �1�5 b�a

�
� .

Odredite parametre a� b � R takve da je A � 2B a) gornja, b) donja trokutasta
matrica.

1.15. Ako je moguće, izračunajte A � B i B � A za matrice

a) A � ��1 0 1 � , B �
�

��1

�1

�1

�
� b) A �

�
� 2 0

4 0
1 3

�
� , B �

�

1

�1

�

c) A �
�

0 2
1 1

�

, B �
��1 0

3 �2
�

d) A �
�

� 5 �1
0 2
0 1

�
� , B �

�
� 1 0 3

1 1 2

�2 0 0

�
�

1.16. Za koje vrijednosti parametara a� b � R su matrice A i B komutativne s obzi-
rom na množenje, ako su

a) A �
�

� 3 2 a

�1 1 b
0 1 0

�
� , B �

�
� 7 6 �8

�4 �2 1

�1 1 �1

�
�

b) A �
�

� 2 b �a
3 0 0
a �2 1

�
� , B �

�
� 0 4a 4

6 �3 3

�9 a 0

�
�

1.17. Za koje vrijednosti parametara a� b � R je matrica A � B antisimetrična ako su

a) A �
�

� a 1 �1

�1 1 1

�2 0 0

�
�� B �

�
� 1 0 0

0 a2�1 1
b 0 1

�
�

b) A �
�

a �2 0
0 �b 1

�
� B �

�
��a 1

�2 1
8 �2

�
�

1.18. Za kvadratnu matricu A kažemo da je idempotentna ako je A2 � A . Za koje je

vrijednosti parametara a� b � R matrica A idempotentna ako je

a) A �
�

a 0
b 0

�

b) A �
�

� a 0 a
b 1 0
1 0 1

�
�

1.19. Zadane su matrice A �
��1 2

0 1

�

i B �
��1 3

1 1

�

. Izračunajte:

a) f �A� ako je f �x� � x2 � 2x � 3
b) f �B� ako je f �x� � �x � 2�2

c) f �A� � f �B� ako je f �x� � �x � 1�2

d) f �A�� � f �B� ako je f �x� � x2 � 1
e) � f �A� � f �B��� ako je f �x� � �x � 1��x � 2�
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6. Integralni račun

6.1. Neposredno integriranje funkcija

6.1. a) 5x � c ; b) �0�5x � c ; c) 3
2 x2 � c ; d) x6 � c ; e) 3

5x
5
3 � c ; f) �3

2x�2 � c ;

g) �2x�

1
2 � c ; h) 4 ln jxj � c ; i) a2x � c .

6.2. a) 5 ln jxj� c ; b) �3
x � c ; c) 2

3x

p

x � c ; d) 4
5 x2px � c ; e) 6x

3p

x2 � c ; f)

p

2x

p

x � c ;

g) 6
13 x2 6px � c .

6.3. a) 2
3x3 �

x2

2

� c ; b) �3
5x5 � x3 � c ; c) x

5
3 � 2

3x
3
2 � c ; d) 2

3x3 � 1
2 x2 � c ; e) �1

3x3 �

1
2x2 � 2x � c ; f) 2

5x2px � 1
2x2 � c ; g)

p

2x2

�

1
2 �

2
5

p

x

�

; h) 2x2 � 16
3 x

p

x � 4x � c ;

i) x

p

x

�

2
7 x2� 8

5x� 8
3

�
�c ; j) 2

p

x

�

1
3x�1

�
�c ; k)

p

x
3

�

4
5 x2� 2

3 x�2

�
�c ; l) 3

5 x
3p

x2�

12
7 x 6px � 3

2
3p

x2 � c ; m) � 1

4x 3px

�

1
3p

x2

� 1
3 ln jxj� c ; n)

1p

2

�

4

p

x� 6 3p2
5

6p

x5

�
� c ;

o) 4
7x

4p

x3 � c .

6.4. a)
2x

ln 2

� c ; b)
4x�1

ln 4

� c ; c)

�1 � a�x

ln�1 � a�
� c ; d)

3x

ln 3

� 2x

ln 2

� c ; e)
4x�1

ln 4

� 4
3x

ln 3

� c ;

f)
10x

ln 10

� c ; g) 3
6x

ln 6

� c ; h)

�

3
5

�x 1
ln 3� ln 5

� c ; i) 4
2x

ln 2

� c ; j) � 2
5x ln 5

� c ;

k) � 3
2x ln 2

� c ; l)
1

2x ln 2

� 1
5x ln 5

� c ; m) � 3
2x ln 2

� 1
2 � 3x ln 3

� c ; n)
1

6x ln 6

�

1
3 � 4x ln 4

� c ; o) 2ex � c ; p)

�

3
e

�x 1
ln 3� 1

� c ; r) 2ex � c ; s) 1
3 e3x � c ; t) ex�1 � c .

6.5. a) arc tg x � c ; b) 3
2 arc tg x

2 � c ; c)
1p

5
arc tg

xp

5

� c ; d) � 1

2

p

2
arc tg

x

2

p

2

� c ;

e)
1

2

p

2
arc tg

xp

2

� c ; f) � 1p

30
arc tg

q

5
6x � c ; g) arc tg x � c ; h) 2 arc tg x � c ;

i)
x2

2

�

3p

2
arc tg

xp

2

� c ; j)
x3

3

� arc tg x � c ; k)
x2

2

� x �

1p

2
arc tg

xp

2

� c ;

l) x �

3p

2
arc tg

xp

2

� c ; m) x � 6p

3
arc tg

xp

3

� c .

6.6. a) 1
2 ln

����� x � 1
x � 1

������ c ; b)
1

2

p

2
ln

�����
p

2 � xp

2� x

������ c ; c) � 1

2

p

10
ln

�����
p

5x �p2p

5x �
p

2

������ c ;

d)
1

2

p

7
ln

�����1 �
p

7x

1�p7x

����� � c ; e) 1
2 ln

�����1 � x
1� x

����� � c ; f) � x2

2

� 1
2 ln

�����x � 1
x � 1

����� � c ; g)
x2

2

�

x �

1p

2
ln

�����
p

2 � xp

2� x

����� � c ; h) Uputa: 2 � 1 � x2 � 1 � x2 , arc tg x � 1
2 ln

�����1 � x
1� x

����� � c ;

i) x � ln

�����1 � x
1� x

������ c ; j) x � arc tg x � 1
2 ln

�����1 � x
1� x

������ c .
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5.107. Q1 � �2p1 � 40 , Q2 � �5p2 � 130 ; R�Q1� Q2� � �1
2Q2

1 � 1
5Q2

2 � 15Q1 � 16Q2 � 10 ,
M�15� 40�422�5� .

5.108. a) M�21� 16�1011� ; b) M�15� 34�13 706� .

5.109. a) Y �

1
1� c0

�b � I0� ,

�Y

�b

� 1
1�c0

, ravnotežni se dohodak poveća za 1
1�c0

jedinica;

�Y

�c0

�

b � I0

�1� c0�2
, ravnotežni se dohodak poveća za

b � I0

�1� c0�2
jedinica;

b) Y �

b � G0

1� c0 � i
,

�Y

�b

�

1
1� c0 � i

,

�Y

�c0

�

b � G0

�1� c0 � i�2
.

5.110. a) Y �

1
1� b� i

�C0 � I0 � G0� ,

�Y

�i

�

C0 � I0 � G0

�1� b� i�2
,

�Y

�I0

�

1
1� b� i

;

b) Y �

1
1� b� i� g

�C0 � I0 � G0� ,

�Y

�i

�

C0 � I0 � G0

�1� b� i� g�2
,

�Y

�I0

�

1
1� b� i� g

.

5.111. a) Y �

C0 � I0 � G0 � bT0

1� b � bt
,

�Y

�T0

�

�b
1� b � bt

,

�Y

�t

�

�b

�1� b � bt�2

�C0 � I0 � G0 �

bT0� .

b) Y �

C0 � G0 � bT0

1� b� i � bt
,

�Y

�T0

�

�b
1� b� i � bt

,

�Y

�t

�

�b

�1� b� i � bt�2

�C0�G0�bT0� .

5.112. a) Y �

C0 � I0 � G0 � X0 � Z0

1� b
,

�Y

�X0

�

�Y

�Z0

�

1
1� b

.

b) Y �

C0 � I0 � G0 � X0 � Z0

1� b� i � z
,

�Y

�X0

�

�Y

�Z0

�

1
1� b� i � z

.

5.113. a) Y �

C0 � I0 � G0 � bT0

1� b
,

�Y

�G0

�

�Y

�T0

� 1 ;

b) Y �

C0 � I0 � G0 � bT0

1� b � bt
,

�Y

�G0

�

�Y

�T0

�

1� b
1� b � bt

;

5.114. Y � 3000 ; ako je G � G0 , onda je

�Y

�G0

� 1
0�2 , pa je �Y � 1

0�2�G0 . Budući je �G0 � 50 ,

to je �Y � 250 . Ako je �Y � 500 , onda je �G0 � 0�2�Y � 100 . Ako je C � 200 � cY ,

onda je Y �

600
0�8� c

, pa je

�Y

�c

�

600

�0�8� c�2
. Budući je �c � �0�1 , a c � 0�6 , to je

�Y � �1500 .

5.115. a) y � 13
34 x � 43

34 , y�30� � 433
34 ; b) y � 37

52 x � 270
52 , y�30� � 345

13 .

5.116. a) y � � 5
14x2 � 87

14 x � 9 , y�14� � 8 ; b) y � �0�16464x2 � 4�2056x � 0�7268 ,
y�14� � 27�336 .

5.117. a) y � 410�9535�1�49433307�x , y�7� � 6837�92774 ; b) y � 410�9535e0�40168x ,
y�7� � 6837�928196 ;

5.118. a) y � 27x � 11 ; b) y � �2�70987x2 � 17�1134021x � 7�34904 . �Napomena: podaci bi
se mogli dobro aproksimirati i funkcijom oblika y � ax3 � bx2 � cx � d .�

c) y � 55
7 x2 � 351

7 x � 94 .

1.1. MATRICE 5

f) f �A2� ako je f �x� � x2 � 1
g) � f �B���2 ako je f �x� � x3 � 2
h) f �A� B� ako je f �x� y� � x2 � 2xy � y2

1.20. Zadane su matrice A � � 1 2 �1 � i B �
�

� 1

�1

�1

�
� . Izračunajte:

a) f �BA� ako je f �x� � x2 � 2

b) f ��BA��� ako je f �x� � x � 1
c) f ��BA��� � f �A�B�� ako je f �x� � �x � 1�2

d) f �BA� I� ako je f �x� � x2

1.21. Zadane su matrice A �
�

� 0 2 0

�2 0 �3
0 3 0

�
� i B �

�
� 2 0 0

0 3 0
0 0 �1

�
� . Izračunajte:

a) A � A� � B4 b) 3A3 � �B � B��3 � 3�A��3

c) �A � �B � B��4 d) 3A2 � 2�A��2 � B2

1.22. Zadane su matrice A �
�

� 1 2 �1
0 1 2

�1 2 2

�
� i B �

�
� 2 2 1

�2 5 6

�3 4 9

�
� . Provjerite komuta-

tivnost matrica s obzirom na množenje, te izračunajte:
a) AB� BA b) A�B� � B�A� c) ��AB���5 � ��BA���5

1.1.3. Primjena u ekonomiji

1.23. Poduzeće PHONECOM prodaje dva tipa telefona, super i compact, preko dva
prodajna mjesta P1 i P2 . Vrijednosti prodaje u $, za rujan i listopad, dane su u
matricama A i B , redom:

Rujan

super compact
P1

P2

�

18 000 35 000
25 000 27 000

�

Listopad

super compact
P1

P2

�

20 000 40 000
30 000 25 000

�

a) Kolika je ukupna prodaja poduzeća PHONECOM u ta dva mjeseca po poje-
dinom prodajnom mjestu i pojedinom tipu telefona?
b) Koliko je povećanje prodaje u listopadu u odnosu na rujan po pojedinom
prodajnom mjestu i tipu telefona? Komentirajte.
c) Ako je provizija na prodaju 5%, izračunajte proviziju za svako prodajno mjesto
po pojedinom tipu telefona, za mjesec rujan.
d) Ako je porez na prihod u rujnu bio 3%, a u listopadu 3.2%, izračunajte ukupni
porez poduzeća po pojedinom prodajnom mjestu i tipu telefona.



6 1. ELEMENTI LINEARNE ALGEBRE

1.24. Poduzeće PHONECOM proizvodi tri tipa telefona: super, compact i deluxe, na
dva proizvodna mjesta P1 i P2 . Troškovi �u $� po jedinici rada i repromaterijala
za pojedini tip telefona i proizvodno mjesto, dani su u matricama A i B , redom
Prodajno mjesto P1 :

super compact deluxe
repromaterijal

rad

�

10 12 15
20 24 26

�
Prodajno mjesto P2 :

super compact deluxe
repromaterijal

rad

�
11 12 16
18 25 25

�

Izračunajte prosječne troškove proizvodnje po jedinici rada i repromaterijala za
svaki tip telefona posebno.

1.2. Vektorski prostor

1.2.1. Vektorski prostor Rn

1.25. Izračunajte skalarni produkt vektora x� y � R3

a) x � �2��1� 1� , y � �1� 3� 1�

b) x � �3� 0��0�5� , y � ��2� 10��12�

Što zaključujete?

1.26. Odredite parametre a� b � R tako da vektori x i y budu okomiti, ako su
a) x � �a� 0� b� , y � ��b� a� a�

b) x � �b � a� 1��2� , y � �b � a� a2� 0�

c) x � �a� b � 1� 8� , y � �b � 1� a� 2� b � 1�

1.27. Zadani su vektori iz M31 :

x �
�

� 1
2

�1

�
�� y �

�
� 0

1

�2

�
�� z �

�
� 1

2
2

�
��

Izračunajte:
a) �x � y�� � z b) �2x � y���2z� c) �x��2y � z�

1.28. Odredite vektor x � R3 koji je okomit na vektore
a) a � �3� 3� 0� , b � �4� 3��1� , c � ��5� 4� 1�

b) a � b , 2a� b i c , gdje su a � �1��2��1� , b � �1� 1� 1� , c � �4� 1� 2�
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5.96. Uputa: fiksni su troškovi jednaki T�0� 0� .

a) 10, T � 20Q2 � 110 , T � 10Q1 � 50 , A�Q1� Q2� �

10Q1 � 20Q2 � 10
Q1 � Q2

; b) 5,

T � 21Q2 �15 , T � 5Q1 �7 , A�Q1� Q2� � 1�

2Q1Q2 � 5
Q1 � Q2

; c) 10, T � Q2
2 �20Q2 �110 ,

T � Q2
1�4Q1�14 , A�Q1� Q2� � Q1�Q2�10 ; d) 4, T �

p

10Q2 � 16 , T �
p

2Q1 � 16 ,

A�Q1� Q2� �
p

Q1Q2 � 16
Q1 � Q2

.

5.97. a) T�Q1� Q2� � Q1 � Q2 � 10 , T�0� 0� � 10 , TQ1 � 1 , povećanje količine prvog dobra za
jednu jedinicu, uzrokuje povećanje troškova za jednu jedinicu; TQ2 � 1 , povećanje količine
drugog dobra za jednu jedinicu uzrokuje povećanje troškova za jednu jedinicu;
b) T�Q1� Q2� � �1�2Q2��Q1�Q2��2Q2

2�2 , T�0� 0� � 2 , TQ1 � 1�2Q2 , TQ2 � 1�2Q1 ;

c) T�Q1� Q2� �
p

Q1Q2 � 25 , T�0� 0� � 5 , TQ1 �

Q2

2

p

Q1Q2 � 25
, TQ2 �

Q1

2

p

Q1Q2 � 25
.

5.98. a) T�Q1� Q2� � Q1 � 2Q2 � 1000 ; b) T�Q1� Q2� � 0�5Q1 � Q2 � 1000 .

5.99. a) m�2� 1�3� ; b) m�1� 2�37� .

5.100. a) m�12� 8�160� ; b) m�16� 4�35� .

5.101. a) m�2� 4�18� ; b) m�8� 8�64� ; c) m�2� 4�37� ; d) m�1� 10 ln 4�98� .

5.102. Uputa: T�L� C� � L � 2C � 10 . a) m�8� 2�22� ; b) m�8� 4�26� ; c) m�64
9 �

16
9 �

332
3 � .

5.103. Uputa: R � p1d1 � p2d2 . a) R�d1� d2� � �1
2d2

1 � 1
2d2

2 � 1
4d1d2 � 50d1 � 30d2 ,

R�p1� p2� � �2p2
1�2p2

2�p1p2�100p1�10p2 , ER�p1 � 231
271 , p1 � 6 � 1% , R � 231

271 % ,

ER�p2 � 6
271 , p2 � 1 � 1% , R � 6

271 % ;

b) R�d1� d2� � �9d2
1 � 4d2

2 � 2d1d2 � 230d1 � 130d2 , R�p1� p2� � � 4
35 p2

1 � 9
35 p2

2 �

2
35 p1p2 � 30p1 � 40p2 , ER�p1 � 1200

1507 , ER�p2 � 2
11 ;

c) R�d1� d2� � �d3
1 � 2d2

1d2 � d2
2 � 100d1 � 300d2 , R�p1� p2� � p1

p

100� p1 � 2p1p2 �

p2
2 � 100p2 , ER�p1 � 0�404 , ER�p2 � 1�59 .

5.104. a) AR�Q1� Q2� �

�Q2
1 � Q2

2 � 4Q1 � 10Q2

Q1 � Q2
, RQ1 � �2Q1 � 4 , RQ1�1� 4� � 2 , kad se

proizvodnja na nivou Q1 � 1 poveća za jednu jedinicu, prihod se poveća za dvije jedinice;
RQ2 � �2Q2 � 10 , RQ2�1� 4� � 2 , kad se proizvodnja na nivou Q2 � 4 poveća za jednu
jedinicu, prihod se poveća za dvije jedinice;

b) AR�Q1� Q2� �

10Q1

p

10� Q1 � Q2
2

Q1 � Q2
, RQ1 � 10

p

10�Q1 � 5Q1p

10� Q1
,

RQ1�1� 4� � 85
3 , RQ2 � �2Q2 , RQ2�1� 4� � �8 ;

c) AR�Q1� Q2� �

20Q1

p

Q2

Q1 � Q2
, RQ1 � 20

p

Q2 , RQ1�1� 4� � 40 , RQ2 �

10Q1p

Q2
, RQ2�1� 4� �

5 .

5.105. a) R�p1� p2� � �p2
1 � 4p2

2 � 16p1 � 8p2 , M�8� 1�68� ; b) R�p1� p2� � �p2
1 � p2

2 � p1p2 �

7p1 � 10p2 , M�8� 9�73� ; c) R�p1� p2� � p1e�p1 � 2p2
2 � 16p2 , M�1� 4�e�1 � 32� .

5.106. Uputa: R � p1Q1 � p2Q2 , π � R� T .
a) π�Q1� Q2� � �5Q2

1 � 2Q2
2 � 10Q1 � 20Q2 � 10 , M�1� 5�45� ; b) π�Q1� Q2� �

�4Q2
1�Q2

2�2Q1Q2�7Q1�3Q2�10 , M�5
3 �

19
6 � 7

12 � ; c) π�Q1� Q2� �

16
Q1

�Q2
2�2Q1Q2�1 ,

M�2� 2�11� .
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Q

Q1

2 Q

Q1

2

11

11

Sl. 188. Sl. 189.

Q

Q1

2

5

10

Q

Q1

2

9

9

Sl. 190. Sl. 191.

Q

Q1

2

Sl. 192.

5.94. a) Q2 �

10
Q1

,
dQ2

dQ1

� � 10

Q2
1

, interval konveksnosti krivulje indiferencije jednak je intervalu

rasta granične stope supstitucije, tj. Q1 � �0� ��� ;

b) Q2 �

20� Q1

Q1
,

dQ2

dQ1

� � 20

Q2
1

, Q1 � �0� ��� ;

c) Q2 �

400

Q2
1

,
dQ2

dQ1

� �800

Q3
1

, Q1 � �0� ��� .

5.95. Uputa: Q1 � 2Q2 � 100 .
a) M�50� 25�1250� ; b) M�51�5� 24�25�1376�125� ; c) M�51�5� 24�25�1378�125� ;

d) M�200
3 � 100

3 �272�166� ; e) M�75� 12�5�47�921� .
Na nivou maksimalne korisnosti, budžetsko je ograničenje tangenta na krivulju indiferencije u
točki maksimuma korisnosti.

1.2. VEKTORSKI PROSTOR 7

1.29. Odredite vektor x � R3 takav da je
a) kxk2 �

p

5 , a � x � �5 , b � x � �5 gdje su a � �1��1� 2� i b � �3� 2� 1� ,
b) kxk2 �
p

29 i okomit je na vektore a � ��10� 4� 2� i b � �15��6� 3� .

1.30. Odredite parametar t � R takav da je
a) kxk2 �

p

6 ako je x � �t��t� 2t� ,
b) kxk2 � kyk2 ako su x � �t � 1� 2t� 1� i y � �2t� t � 1��1� ,
c) u � v , ako su u � x � y , v � x � y , x � �2��t� 0� i y � �1� 2t��t� .

1.31. a) Izračunajte x � y ako su x � 2a � b , y � 3b � a , a i b jedinični,
medusobno okomiti vektori.
b) Izračunajte y � x ako su x � a � 2b , y � 3�a � b� , te kak2 � 1 , kbk2 � 2
i a � b .
c) Izračunajte y � �x � y� ako su x � 5a � 3b , y � a � b , te kak2 � kbk2 .
d) Izračunajte kxk2 ako je x � 4a� 3b , te a i b ortonormirani vektori.
e) Izračunajte x � y ako su x i y jedinični vektori, a vektori a � x � y i
b � x � 2y medusobno okomiti.

1.32. Izračunajte d2�x� y� ako su
a) x � �1� 2��1� , y � ��1� 2� 1�

b) x � 2a� 3b , y � a � 2b , te a i b medusobno ortonormirani vektori.

1.33. Odredite parametar t � R takav da je
a) d2�x� y� �

p

21 ako su x � �t��t��t� , y � �2t� 3� t�

b) d2�x� y� � 3d2�y� x� � 16 ako su x � �t��3�
p

2� , y � �1� t� t

p

2�

c) d��x� y� � 6 ako su x � �t� 2� 1� , y � �1� 2t� t�

d) kxk� � d��x� y� � 4 ako su x � �t� 1��1� , y � �t� 2��2�

e) kyk1 � d1�x� y� � 7 ako su x � �2t � 2� 2t � 2� 1� , y � �t � 1� 2t � 2� 2� .

1.2.2. Linearna zavisnost i nezavisnost vektora

1.34. Prikažite w kao linearnu kombinaciju od x , y , z , ako su

a) x �
�

� 1

�2
0

�
� , y �

�
� 3

�2
1

�
� , z �

�
��1

�1

�1

�
� , w �

�
��3

�1

�2

�
�

b) w �
�

��8

�4

�2

�
� , x �

�
� 3

2

�1

�
� , y �

�
� 4

5
0

�
� , z �

�
��1

3

�1

�
�

c) x �
�

� 1 �1
2 0
4 3

�
� , y �

�
� 3 0

0 1
0 1

�
� , z �

�
��1 �1

0 0
0 1

�
� , w �

�
� 6 �1

4 1
8 6

�
�
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1.35. Ispitajte linearnu nezavisnost vektora �matrica�:
a) x � �1��1� 2� , y � �4� 2� 0� , z � �1� 1� 1�

b) x �
�

� 1
2
1

�
� , y �

�
� 0

1
1

�
� , z �

�
� 1

4
3

�
�

c) x �
�

��
�1

0

�1

�1

�
�� , y �

�
��

2
1
1
2

�
�� , z �

�
��

3
0
0
1

�
��

d) x �
�

� 2 3

�1 1
0 1

�
� , y �

�
��1 2

3 0
0 �1

�
� , z �

�
� 3 1

�4 1
0 2

�
�

1.36. Odredite parametar t � R takav da sljedeći vektori budu linearno nezavisni

a) x �
�

� 1

�1
2

�
� , y �

�
� 0

t
1

�
� , z �

�
� 1

1
t

�
�

b) x �
�

� 1
t

�1

�
� , y �

�
� 2

1

�2

�
�

c) x �
�

��
t
5
1
0

�
�� , y �

�
��

2
0
6

�10

�
�� , z �

�
��

4
3
0
1

�
�� , w �

�
��

0
1

�4
7

�
��

1.37. Provjerite da li sljedeći vektori tvore bazu od M31 , ako su

a) x �
�

� 1
2
1

�
� , y �

�
��1

3

�1

�
� , z �

�
� 1

0
2

�
�

b) x �
�

��1
2

10

�
� , y �

�
� 1

0
2

�
�

c) x �
�

��1
2

�1

�
� , y �

�
� 3

2
1

�
� , z �

�
� 2

4
0

�
�

d) x �
��1

2

�

, y �
�

3
2

�

, z �
��1

�1

�

1.38. Odredite parametar t � R tako da sljedeći vektori tvore bazu od R3 ako su
a) x � �1� 2� 1� , y � �2� 5� t� , z � �2� 2� t � 1�

b) x � �t � 1� 1� 2� , y � �1� 1� 2� , z � �2� 3� t � 2�

c) x � �t� 1� 1� , y � �1� t� 1� , z � �1� 1� t�

d) x � �1� 1� t � 1� , y � �1� t � 1� 1� , z � �t � 1� 1� 1�
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5.87. Uputa: funkcija odreduje konstantne prinose ako joj je stupanj homogenosti jednak 1.

a) a � 0�25 , a � 0�75 ; b) 1
a � 2 , a � 1

3 ; c) a� 3 , a � 4 ; d) a� 1 , a � 2 ; e) a � 1 ,
a � 0 .

5.88. a) 0�65 � 0�1t ,
Qt

Q

� 0�1 ; b) 1 � t ln 1�5 ,
Qt

Q

� ln 1�5 ; c) 0�4 � 0�2t ,
Qt

Q

� 0�2 ;

d) 0�87 � 0�039t ,
Qt

Q

� 0�039 .

5.89. a)
Q
L

�k� � 1�01k0�5 ; b)
Q
L

�k� � 0�25k
2
3 ; c)

Q
L

�k� � 2�02

p

k .

5.90. a)
dL
dC

� � 3L
2C , Es � 1 , dQ � 0�00542 ; b)

dL
dC

� � L
C , Es � 1 , dQ � 1�7712 ;

c)
dL
dC

� � L
3C , Es � 1 , dQ � 0�163342 .

Možete primijetiti da je za Cobb-Douglasovu funkciju proizvodnje Es � 1 .

5.91. Uputa: tražite maksimum funkcije uz uvjet 10L � 15C � 20 000 .

a) M

�

1600� 800
3 �1129�305

�

, λ � 0�05647 ;

b) M

�

2000
3 � 8000

9 �68 853�04

�

, λ � 5�164 ;

c) M

�

8000
9 � 20 000

27 �925�88

�

, λ � 0�041665 ;

d) M�898�9795� 734�014�808�16432� , λ � 0�04041 ;
e) M�150� 1233�34�34 073 662�87� , λ � 22 715�78 ;

f) M

�

40 000
47 �

36 000
47

�20 121 321�87

�

, λ � 2246�81 .

Budžetsko ograničenje je tangenta na izokvantu u točki maksimuma funkcije proizvodnje.

5.92. Uputa: logaritmirajte!

a) lim
ρ�0

Q�L� C� � L0�4C0�6 ; b) lim
ρ�0

Q�L� C� � 2LC .

CES funkcija proizvodnje u graničnom slučaju postaje Cobb-Douglasova.

5.93. Uputa:
dQ2

dQ1

� �UQ1

UQ2

. a) U�4� 16� � 64 , Q2 � 10
Q1

, vidi sliku 188; UQ1 � Q2 ,

UQ2 � Q1 ,
dQ2

dQ1

� �Q2

Q1
,

dQ2

dQ1

�4� 16� � �4 ; kad se količina prvog dobra na nivou Q1 � 4

poveća za jednu jedinicu, količina se drugog dobra smanji za 4 jedinice �uz U � 64 �; koe-
ficijent smjera tangente na krivulju Q2 � Q2�Q1� �uz U � 64 � u točki �4� 16� jednak je

�4 ; b) U�4� 16� � 85 , Q2 �

11� Q1

1 � Q1
, vidi sliku 189; UQ1 � 1 � Q2 , UQ2 � 1 � Q1 ,

dQ2

dQ1

�4� 16� � �17
5 ; c) U�4� 16� � 100 , Q2 �

10� Q1

2 � Q1
, vidi sliku 190; UQ1 � 1 � Q2 ,

UQ2 � 2 � Q1 ,
dQ2

dQ1

�4� 16� � �17
6 ; d) U�4� 16� � 85 , Q2 �

9� Q1

1 � Q1
, vidi sliku 191;

UQ1 � Q2�1 , UQ2 � Q1�1 ,
dQ2

dQ1

�4� 16� � �17
5 ; e) U�4� 16� � 4 , Q2 �

10 000

Q2
1

, vidi sli-

ku 192; UQ1 � 0�5Q�0�5
1 Q0�25

2 , UQ2 � 0�25Q0�5
1 Q�0�75

2 ,
dQ2

dQ1

� �2Q2

Q1
,

dQ2

dQ1

�4� 16� � �8 .
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C

L

C

L

Sl. 183. Sl. 184.

C

L

C

L

Sl. 185. Sl. 186.

C

L

Sl. 187.

5.85. a) QL � 1
2 L�

3
4 C

1
2 , QC � L

1
4 C�

1
2 ,

dL
dC

� �2L
C ,

dC
dL

� � C
2L , L �

43 046 721
16C2 ;

b) QL � 0�798

�

C
L

�0�24

, QC � 0�252

�

L
C

�0�76

,
dL
dC

� �0�3158 L
C ,

dC
dL

� �3�1667C
L ,

L �

304�287
C0�3158 ; c) QL � 0�13

C0�25

L0�75 , QC � 0�13
L0�25

C0�75 ,
dL
dC

� � L
C ,

dC
dL

� �C
L ,

L �

�

155�77
C0�25

�4

; d) QL � 0�2

�

1 �
q

C
L

�

, QC � 0�2

�

1 �
q

L
C

�

,
dL
dC

� �
q

L
C ,

dC
dL

� �
q

C
L , L � �20�125 � p

C�2 ; e) QL � 0�26L�

3
2 �0�5L�

1
2 � 0�5C�

1
2 ��3 ,

QC � 0�26C�

3
2 �0�5L�

1
2 � 0�5C�

1
2 ��3 ,

dL
dC

� � L
C

q

L
C ,

dC
dL

� �C
L

q

C
L , L � �0�16025�

C�

1
2 ��2 ; f) QL � 0�084L�0�8e0�01C , QC � 0�0042L0�2e0�01C ,

dL
dC

� �0�05L ,
dC
dL

�

�20
L , L � �192�86�5e�0�05C .

5.86. Uputa: izračunajte stupanj homogenosti funkcije.
a) 0.82; opadajući prinosi; povećat će se 8.129%; b) 1; konstantni prinosi; povećat će se 10%;
c) 2.5; rastući prinosi; povećat će se 26.91%; d) 3; rastući prinosi; povećat će se 33.1%; e) 1;
konstantni prinosi; povećat će se 10%.

1.2. VEKTORSKI PROSTOR 9

1.39. Prikažite vektor x � �2� 4� 8� u bazi fa� b� cg ako su
a) a � �1� 1� 1� , b � �1� 2� 3� , c � �0� 1� 4�

b) a � �4� 6� 8� , b � �1� 2��2� , c � �1� 0� 2�

c) a � ��1� 3� 0� , b � �2��1� 4� , c � ��2� 1��4�

1.40. Neka je

a) a �
��1

2

�

b) a �
�

1
�3

�
vektor iz M21 . Pokažite da je skup S � fx � M21� x�a � 0g vektorski
potprostor od M21 i nadite mu jednu bazu.

1.41. Ispitajte je li S potprostor od R3 , �koje dimenzije?� i nadite mu jednu bazu ako
je

a) S � f�x1� x2� x3� � R3� x1 � x2 � x3 � 0g

b) S � f�x� y� z� � R3� x � y � 0g

c) S � f�x� y� z� � R3� z � 0g

d) S � f�x1� x2� x3� � R3� x1 � 1g

1.42. Ispitajte je li V potprostor od M2 i nadite mu jednu bazu ako je V skup svih

a) gornje trokutastih b) donje trokutastih c) simetričnih
d) antisimetričnih e) dijagonalnih f) skalarnih

matrica iz M2 .

1.2.3. Rang matrice

1.43. Odredite rang matrice A

a) A �
�

� 1 0 3
2 1 2
1 1 0

�
� b) A �

�
� 0 �1 �1

0 �2 �2
2 4 6

�
�

c) A �
�

� 3 �6 9 0
1 �2 3 0
2 �4 6 0

�
� d) A �

�
��

0 4 �1
1 3 �2
2 5 3

�1 �2 0

�
��

e) A � � 1 2 4 � f) A �
�

��
�1 7

2 6
4 5
5 �2

�
��

g) A �
�

����

2 �4 2 0

�2 5 �2 2
0 2 �1 3
0 1 0 2
0 1 �1 1

�
����
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1.44. Odredite parametar t � R takav da je

a) r�A� � 3 , ako je A �
�

� t 3 1
1 2 0
2 �1 1

�
�

b) r�A�� � 3 , ako je A �
�

� 2 1 �3 �1
t �1 1�t 1
1 2 �3 �2

�
�

c) r�A� � 2 , ako je A �
�

� t 3 4
2 t 3

�1 2 1

�
�

d) r�A�� � 2 , ako je A �
�

��t 2 �1 t
3 1 �4 �3
1 �2 t �1

�
�

e) r�A� � 1 , ako je A �
�

� t �4
�1 t

1 �2

�
�

1.45. Odredite parametre a� b � R takve da je

a) r�A�� � 2 , ako je A �
�

� a b 6 �2
2 6 2 �4
1 3 � 3

2 �2

�
�

b) r�A� � 3 , ako je A �
�

� a 3 4 5

�1 0 �1 �2
0 �3 2 b

�
�

c) r�A� � 2 , ako je A �
�

��
�a 2 1

b �5 4
2 �3 5
a �1 6

�
��

1.46. Diskutirajte rang matrice A u ovisnosti o parametru t � R ako je

a) A �
�

� t �1
0 2
1 0

�
� b) A �

�
� t 2 1 t�1

0 �1 2 2
t 3 1 1�t

�
�

c) A �
�

� 1 1 t 1
1 t 1 1
t 1 1 1

�
� d) A �

�
��2 �2 2

t 1 �2
t 2 �1

�
�

e) A �
�

� 1 t
t 4
2 2t

�
� f) A �

�
� 2 1�t

t 1
2 2

�
�
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5.78. Uputa: Ep2�di �

1
Edi�p2

, i � 1� 2 . a) Ed1�p1 � � 5
99 , p1 � 1 � 1% , d1 � 5

99% ;

Ed1�p2 � 4
99 , p2 � 2 � 1% , d1 � 4

99
% ; proizvodi 1 i 2 su supstituti; b) Ed1�p1 � � 2

13 ,

Ed1�p2 � � 1
13 , proizvodi 1 i 2 su komplementi; c) Ed1�p1 � �0�4 , Ed1�p2 � 5 , proizvodi 1 i

2 su supstituti; d) Ed2�p1 � 4
7 , Ed2�p2 � �10

7 , proizvodi 1 i 2 su supstituti; e) Ed2�p1 � 0 ,

Ed2�p2 � � 1
24 , proizvodi 1 i 2 nisu ni supstituti ni komplementi; f) Ed2�p1 � �4 , Ed2�p2 � �3 ,

proizvodi 1 i 2 su komplementi.

5.79. a) 0�7 ; b) 1
2 ; c) �1

6 ; d) 2�3 ; e) 7
2 .

5.80. a) �2 ; b) �1�1 ; c) �1 ; d) �3
4 ; e) 0 ; f) 4 .

5.81. Uputa: R�p1� p2� � p1d1 � p2d2 ; a) R � �2p2
1�2p2

2 �4p1p2 �10p1 �5p2 ; R�1� 4� � 12 ;

�R

�p1

� 22 ,

�R

�p2

� �5 ; ER�p1 � 11
6 , p1 � 1 � 1% , R � 11

6 % ; ER�p2 � �5
3 ,

p2 � 4 � 1% , R � 5
3 % ; b) R � 2p1p2�p2

2�10p1

p

10� p1 ; R�1� 4� � 22 ;

�R

�p1

� 109
3 ,

�R

�p2

� �6 ; ER�p1 � 109
66 , ER�p2 � �12

11 ; c) R � p1p2 � p1

p

p2 � 5 � 11 ; R�1� 4� � 18 ;

�R

�p1

� 7 ,

�R

�p2

� 7
6 ; ER�p1 � 7

18 , ER�p2 � 14
54 .

5.82. a) 0�09 ; b) 0�09 ; c) �0�0067 ; d) 0 ; e) 0�02 .

5.83. a) 0�202 ; b) 0�505 ; c) �0�1965 ; d) �1�8454 .

5.84. Uputa:
dL
dC

� �QC

QL
. a) L �

60
C

,

�Q

�L

� 2C ,

�Q

�C

� 2L ;
dL
dC

� � L
C

;
dL
dC

�25� 16� �

�25
16 ; kad se kapital na nivou C � 16 poveća za jednu jedinicu, rad se smanji za 25

16 je-

dinica �uz Q � 800 �; koeficijent smjera tangente na krivulju L � L�C� �uz Q � 800 �

u točki �16� 25� je �25
16 ; izoklina: L � 2C ; izokline za

dL
dC

� 0 odreduju područje ra-

cionalnih odluka �to su tzv. linije grebena�; vidi sliku 183; b) L �

40p

C
,

�Q

�L

� 3

p

C ,

�Q

�C

�

3L

2

p

C
;

dL
dC

� � L
2C

;
dL
dC

�25� 16� � �25
32 ; izoklina: L � 4C ; vidi sliku 184;

c) L �

230 400
C

,

�Q

�L

� 1
8

q

C
L ,

�Q

�C

� 1
8

q

L
C ;

dL
dC

� � L
C

;
dL
dC

�25� 16� � �25
16 ;

izoklina: L � 2C ; vidi sliku 185; d) L � 3

r

900
C

,

�Q

�L

� 6

p

LC ,

�Q

�C

� 2L

q

L
C ;

dL
dC

� � L
3C

;
dL
dC

�25� 16� � �25
48 ; izoklina: L � 6C ; vidi sliku 186; e) L �

14 400

e0�19

p

C
,

�Q

�L

� e0�095

2 L�

1
2 C

1
4 ,

�Q

�C

� e0�095

4 L
1
2 C�

3
4 ;

dL
dC

� � L
2C

;
dL
dC

�25� 16� � �25
32 ; izoklina:

L � 4C ; vidi sliku 187.
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5.72. a) x � R ; b) ne postoji takav x ; c) 1
3 ; d) x � �0� ��� .

5.73. a) a � 2 ; b) a� b � R , a � 2b ; c) a � R , b � 2 ; d) a � 1
4 , b � 3

5 .

5.74. a) 3 ; b) 2 ; c) 1
2 ; d) 1 .

5.75. a) �1 ; b) 2 ; c) 1 ; d) 1
3 .

5.76. a) �1 ; b) ne postoji takav t ; c) 1
2 .

5.77. a) p1 � �0� 30� , p2 � �0� ��� ; d1�2� 1� � 112 ;

�d1

�p1

� �4 ,

�d1

�p2

� 0 ; p1 � , d1 � ;

p2 � , d1 � const. ; Ed1�p1 � �0�2 , Ed1�p2 � 0 ; vidi sliku 179.

b) p2 � 1
2 p1 � 25 ; d2�2� 1� � 100 ;

�d2

�p1

� 2 ,

�d2

�p2

� �4 ; p1 � , d2 � ; p2 � , d2 � ;

Ed2�p1 � 5
53 , Ed2�p2 � � 2

53 ; vidi sliku 180.

c) p2 �

9
2�p1

; Točka �2� 1� nije u domeni funkcije;

�d1

�p1

� �1 ,

�d1

�p2

� 1 ; p1 � , d1 � ;

p2 � , d1 � ; Ed1�p1 � �5
4 , Ed1�p2 � 5

4 ; vidi sliku 181.

d) p1 � �0� ��� , p2 � �0� 10� ; d2�2� 1� � 12 ;

�d2

�p1

� 6 ,

�d2

�p2

� �5
3 ; p1 � , d2 � ;

p2 � , d2 � ; Ed2�p1 � 1 , Ed2�p2 � � 1
18 ; vidi sliku 182.

p

p1

2

30

p

p1

2

302010

10

20

30

0

Sl. 179. Sl. 180.

p

p1

2

1 2

9
2
_

p

p1

2

10

Sl. 181. Sl. 182.
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1.2.4. Primjena u ekonomiji

1.47. Ako je vektor q �
�

q1

q2

�

vektor proizvodnje poduzeća �gdje je qi količina i -tog

proizvoda�, c �
�

2
1

�

, vektor jediničnih troškova i p �
�

10
6

�
vektor prodajnih

cijena po jedinici proizvoda, izračunajte i interpretirajte skalarne produkte
a) q� � c b) q� � p c) q� � �p� c�

1.48. Dan je vektor proizvodnje nekog poduzeća q �
�

� q1

q2

q3

�
� , gdje je qi količina i -tog

proizvoda u kg. Izračunajte q� � e , gdje je e �
�

� 1
1
1

�
� i interpretirajte.

1.49. Dan je vektor dnevne proizvodnje nekog poduzeća q �
�

� q1

q2

q3

�
� , koja se ostvaruje

na jednom stroju čiji je dnevni kapacitet šesnaest sati. Ako je vektor c �
�

� 0�1
0�09
0�25

�
�

vektor kapaciteta �u satima� po jedinici proizvoda, čemu mora biti jednak ska-
larni produkt q�c �ispišite ga� da bi se dnevni kapacitet stroja u potpunosti
iskoristio?

1.3. Sustav linearnih jednadžbi

1.3.1. Rješenje i egzistencija rješenja sustava linearnih jednadžbi

1.50. Provjerite konzistentnost sustava ako je

a)
x �y �z � 6
2x �y �2z � 6
x �2y �z � �6

b)
2x �y �z � 4
x �2y �z � 1
x �3y �2z � 3

c)
x �y �2z � 1

�2x �2y �4z � �2

�x �y �2z � �1
d)

2x1 �x2 �2x3 � 6

�3x1 �3x3 � 9
x1 �2x2 �x3 � 10

e)

2x �y �3z �w � 1
3x �y �z � 0

�x �2y �4z �w � 1
x �3y �7z �2w � 5
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1.51. Odredite parametar t � R takav da je sustav konzistentan ako je

a)

�x �y � t
x �2y �2z � t�1

�y �tz � t�1
b)

�y �z � t
2x �y �2z � t�1

2tx �z � t�1

c)
x1 �x2 �tx3 � 1
x1 �tx2 �x3 � 1

tx1 �tx2 �tx3 � 1
d)

tx �t2y �t�t�1�z � 0
x �y �2z � 1

2x �y �3z � 0

1.52. Odredite parametar t � R takav da je sustav nekonzistentan ako je

a)
tx �5y �z � 2
5x �ty �3z � 2
x �3y �z � �1

b)
x �y �z � �2
x �ty �tz � 5

tx �y �z � 3

c)
tx �y �tz � 2

�1�t�x �y �tz � 1
x �2tz � 4

1.53. Odredite parametar t � R takav da sustav ima i netrivijalno rješenje ako je

a)

�tx �y �z � 0

�x �ty �z � 0

�1�t�x ��1�t�y � 0
b)

x �ty �3z � 0

�tx �4y �2z � 0
3x �5y �tz � 0

1.3.2. Rješavanje sustava linearnih jednadžbi

1.54. Riješite sustav ako je

a)
x �y �z � 2

2x �y �z � 1

�x �3y �z � 8
b)

y �z � 3
x �y �2z � 5

�3x �5z � 18

c)

2x �y �2w �2 � 0
3y �z �4w �3 � 0

x �3z �6w �4 � 0
3x �y �z � 0

d)
y �z � 4

3x �y �z � 2
3x � 6

e)
2x1 �x2 �4x3 � 6

�x1 �2x3 � 4

�x1 �x2 �2x3 � 18
f)

2x �3y �4z � 1
3x �y �2z � 2

�x �4y �6z � 5

g)

y �z �w � 4
3x �2y �4z �w � 3

�3x �3y �5z �2w � 1

�3x �4y �6z �3w � 5

1.55. Riješite sustav linearnih jednadžbi:

a)
x �y �z � 0

2x �y �3z � 0
2y �z � 0

b)

�3x1 �2x2 �x3 � 0
x1 �3x3 � 0

2x1 �2x2 �2x3 � 0
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5.59. a) m�0� 0�0� ; b) nema ekstrema; c) nema ekstrema; d) nema ekstrema; e) nema ekstrema.

5.61. a) a � ���� 0� ; b) ne postoji takav a � R ; c) a � ���� 0� 	 �4� ��� ; d) a �

�e� 1� ��� .

5.62. a) 0 ; b) k � �1
2 ���� ; c) k � �0� 2� .

5.9. Relativni (vezani) ekstremi funkcija

5.63. a) M

�

1
2 �

1
2 �

1
4

�

; b) m

�

3
2 ��

1
2 � �

1
4

�

; c) m

�

1
2 ��

1
2 �

1
2

�

; d) m

�p

2
2 � 1

2 �

3
4

�

; e) m�1� 0�0� .

5.64. a) m

�

1� 2� 13

�

, M��1��2�3� ; b) m

�

4��p2� 2
4�

p

2

�

, M

�

4�
p

2� 2
4�p2

�

; c) m

�

2
3 �

256
81 � 94

�

.

5.65. a) m�
p

5��10� � 10 6p5� , M��p5��10� 10 6p5� ; b) M

�

1
2 �

1
2 �

p

2

�

; c) m

�

0� �3�

� 3p3� 1
3p3

�

, M��2� 1�2� , M�2� 1�2� .

5.66. a) m��3
2 ��

1
2 � �

1
2e�3� ; b) m�2� 1

4 �4e
1
4 � 2� ; c) nema ekstrema.

5.67. a) m�1
e ��1� � 1

e � ; b) m�e�

1
2 ��e�1� � 1

2e � ; c) M�1� 1�0� .

5.68. a) M�2� 2�4� , m��2��2� � 4� ; b) M�3��3�6� , m��3� 3� � 6� ; c) M�4��2�10� ,
m��4� 2� � 10� ; d) M�1� 1�1� , M��1��1�1� , m��1� 1� � 1� , m�1��1� � 1� ;

5.69. a) 3 � 3 � 3 � 9 ; b) 20
3 � 20

3 � 20
3 � 8000

27 ; c) 2�2�2
3 � 2 ; d)

p

22 � 22 � 22 � 2

p

3 ;

e) 2 � 2 � 4 ; f)

p

2r � p2r � 2r2 ; g) 2�2
2 � 2 ; h) 4�6 � 6 � 6 � 6 � 6 � 6� � 432 .

5.10. Primjena u ekonomiji

5.70. a) Ef�x � 5
3 , x � 2 � 1% , f � 5

3% ; Ef�y � 1
3 , y � 1 � 1% , f � 1

3 % ; b) Ef�x � 1 ,

Ef�y � 1
4 ; c) Ef�x � �25

27 , x � 2 � 1% , f � 25
27% ; Ef�y � 4

27 ; d) Ef�x � � 1
36 ,

Ef�y � 3
8 ; e) Ef�x � 3

2 , Ef�y � 1
2 ; f) Ef�x � 2 , Ef�y � 1 ; g) Ef�x � 2

3 , Ef�y � 1
2 ;

h) Ef�x � 1
ln 2 , Ef�y � 1

ln 2 ; i) Ef�x � 1
ln 2 , Ef�y � 4

ln 2 ; j) Ef�x � 1
10�ln 2 ,

Ef�y � �3
2�10�ln 2�

.

5.71. a) Ef�x � � 1
18226 , Ef�y � � 1

18226 , Ef�z � 18225
9113 ; b) Ef�x � 25

56 , Ef�y � � 9
56 ,

Ef�z � 3
14 ; c) Ef�x � 1

2 , Ef�y � 3
4 , Ef�z � 1

8 ; d) Ef�x � 2 , Ef�y � 1 , Ef�z � 9 ;

e) Ef�x � 1
2 , Ef�y � �� , Ef�z � �� ; f) Ef�x � 4 , Ef�y � 2 , Ef�z � 2 .
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5.44. a) fxx � �4 cos�2x � y� , fxy � fyx � �2 cos�2x � y� , fyy � � cos�2x � y� ;
b) fxx � �y2 sin�y�x � 1�� , fxy � fyx � cos�y�x � 1�� � �x � 1�y sin�y�x � 1�� ,

fyy � ��x � 1�2 sin�y�x � 1�� ; c) fxx �

�2xy

�x2 � y2�2
, fxy � fyx �

x2 � y2

�x2 � y2�2
,

fyy �

�x
x2 � y2

; d) fxx �

�y4

sin2�xy2�

, fxy � fyx � 2y

�

ctg�xy2� � xy2

sin2�xy2�
�

, fyy �

2x

�

ctg�xy2�� 2xy2

sin2�xy2�
�

.

5.45. a) fxxx � 6�yz�3 , fxyy � 18x2yz3 , fxyz � 27�xyz�2 ; b) fxxx � exy�z � y3 , fxyy �

xexy�z�xy � 2� , fxyz � exy�z�xy � 1� ; c) fxxx �

2
x3 , fxyy � 0 , fxyz � 0 .

5.46. Uputa: fxy � fyx . a)
3

2

p

x
; b) 6xex2�y ; c)

2x � y
2�x2 � xy�

; d)
1p

y2 � x2
.

5.7. Totalni diferencijal prvog i višeg reda

5.49. a) Δx f � 0�02 , Δy f � 0�001 , Δ f � 0�02101 , dx f � 0�02 , dy f � 0�001 , df � 0�021 ;
b) Δx f � 0�1608 , Δy f � 0�012 , Δ f � 0�17305 , dx f � 0�16 , dy f � 0�012 , df � 0�172 ;
c) Δx f � 0�005 , Δy f � �0�00025 , Δ f � 0�004748 , dx f � 0�05 , dy f � �0�00025 ,
df � 0�04975 ; d) Δx f � 0�00288435 , Δy f � 0�000289 , Δ f � 0�003173 , dx f �

0�0028868 , dy f � 0�00028868 , df � 0�00317543 ; e) Δx f � 0�14927 , Δy f � 0�0073928 ,
Δ f � 0�1568864 , dx f � 0�14778 , dy f � 0�00739 , df � 0�15517 ;.

5.50. a) �0�01 ; b) 0 ; c) 0�00834 ; d) �0�02 ; e) �0�01 .

5.51. a) 1�4 cm2 ; b) �0�0046 m ; c) �0�575 cm2 ; d) 0�13 m3 .

5.52. a) 1�02 ; b) 0�99 ; c) 3�0075 ; d) 1�005 ; e) 0�000834 ; f) 2 ; g) 79�84 .

5.53. a) 1 ; b) 3�00417 ; c) 0�0005 .

5.54. a) 0�099 ; b) 0�142 ; c) 0�04 .

5.8. Ekstremi funkcija više varijabli

5.55. a) m�0� 0�� 16� ; b) m�1� 0�0�5� ; c) m��1� 3�� 16� ; d) m�2��2�� 12� ; e) m�1� 0�� 3� ,

M��1� 0�9� ; f) nema ekstrema; g) M��1� 6�118� ; h) nema ekstrema; i) m�1� 1
2 �109�125� .

5.56. a) nema ekstrema; b) m�4� 2�3� ; c) m�4� 3�40� , M��4��3� � 60� ; d) nema ekstrema.

5.57. a) M�4� 4�22� ; b) m�2� 2� � 5� ; c) nema ekstrema; d) M

�

1
2 ��

1
2 �

p

6

�

; e) m�1��2� �

1
2

p

6� .

5.58. a) m�4� 0�e�512� , ��4� 0�e512� ; b) m�1� 1�e�1� ; c) m�0� y�0� , y � R ; d) m��1� 0�0� ;
e) m�0� 0�0� .
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1.56. Riješite sustav linearnih jednadžbi:

a)
x �y �z �w � 1

2x �y �z � 2
b)

x �y �2z �4w � 3
2x �2y �4z �10w � 2

c)
2x �3y �4z �w � 2
2x �3y �8z �w � 6

1.57. Riješite sustav linearnih jednadžbi:

a)

x �y �z � 1
3x �2y �z � 2

y �z � 1
2x �y �2z � 1

b)

x2 �x3 � 0
2x1 �x2 �x3 � 1

x1 �x2 �2x3 � 2
3x1 �3x3 � 6

1.58. Nadite sva bazična rješenja sustava:

a)
x �y �z � 1
x �y �z � 3

b)
x �y �z �w � 4

�y �2z �w � 2
x �z � 6

c)
2x �y �3z �w � 1

x �2y �z �2w � 2

1.3.3. Inverzna matrica

1.59. Odredite inverz matrice A ako je

a) A �
�

1 2
2 1

�

b) A �
�

� 1 1 2
2 3 10
4 0 9

�
� c) A �

�
� 2 3 1

4 7 �1
3 2 0

�
�

d) A �
�

� 1 2 2
3 6 3
2 5 1

�
� e) A �

�
� 0 1 �1

2 4 6
3 2 1

�
� f) A �

�
� 2 3 1

4 6 2
3 1 �2

�
�

g) A �
�

��

0 2 3 1
2 4 �2 7

�2 1 2 �5
1 2 �1 3

�
��

1.60. Odredite parametar t � R takav da matrica A bude regularna ako je

a) A �
�

� 2 2 t
2 t 2
t 2 2

�
� b) A �

�
� 1 1 2

t t t
2 1 4

�
�

c) A �
�

� t�1 2 t�1
1 t 1�t
2 1 1

�
� d) A �

�
��

1 t�1 �1 t�1

�1 2 t t�1
2 t�1 �2 t�1
t �1 0 t�1

�
��
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1.61. Odredite parametar t � R takav da postoji inverz matrice A ako je

a) A �
�

� t�1 �1 2
2 t�1 �1

�1 2 t�1

�
� b) A �

�
��

1�t 2 3 4
1 2�t 3 4
1 2 3�t 4
1 2 3 4�t

�
��

1.62. Zadane su matrice

A �
�

��1 �2 � 1
2

0 1 �1
2 2 3

�
�� B �

�
��2 0 0

0 2 0
0 0 �1

�
�� C �

�
� 1

2

�1

�
�

Riješite matrične jednadžbe
a) AX � B � I b) AX � B�1 � X

c) A�X � B3 � I � 2X d) X�A� B�1�� � I � �X � B

e) �AB��X � �AB��1 � X f) A�1X � C � ABX

1.63. Riješite matrične jednadžbe

a) AX � B � X ako su A �
�

2 2
1 3

�

, B �
�

2
2

�

b) A�1X � 2C � B�X ako su A �
�

2 �3

�1 2

�

, B �
�

0 �1
1 0

�

, C �
�

1
1

�

1.3.4. Primjena u ekonomiji

1.64. Tjedna ponuda � s � i potražnja �d � za proizvodom A u nekoj regiji, dane su

jednadžbama

a)
d � 150 �10p
s � �100 �40p

b)
p � 35 �0�025d
p � �40 �0�05s

gdje je p cijena. Izračunajte ravnotežnu cijenu i ravnotežnu količinu proizvoda.

1.65. Poduzeće proizvodi televizore uz $ 51 000 fiksnih i
a) $ 1400 b) $ 1150

varijabilnih troškova po jedinici proizvoda. Ako se televizori prodaju po cije-
ni od $ 2000 po komadu, izračunajte koliko komada televizora mora poduzeće
prodavati da bi pokrilo svoje troškove �tzv. break even�.

1.66. Neko poduzeće proizvodi tri tipa štednjaka: super, compact i deluxe. Svaki tip
mora proći kroz tri različita postrojenja: P1 �proizvodnja dijelova�, P2 �sk-
lapanje dijelova� i P3 �pakiranje�. Trajanja tih prolaza �u satima� po jedinici
proizvoda, dana su u tabeli.

super compact deluxe

P1 0.4 0.5 0.5

P2 0.25 0.3 0.4

P3 0.2 0.2 0.2
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5.32. a) 2t � 1 ; b) 2t � 1 ; c) tet ; d) �1� t�e�t ; e) 2t � 1 ; f) 1
2

�

1 � 1p

t

�

.

5.5. Eulerov teorem

5.33. a) 2�x � y�2 ; b) 6

p

xy
3
2 ; c) 1

4y�

1
2 ; d) 0 .

5.34. a) �x � y � z�

1
3 ; b) 6x2 ln

xy
z2 ; c) 0 ; d) 1

2

p

x�ln x � ln y� � 1
2y

1
2 .

5.35. a) 1
2 ; b) 1

2 ; c) 4
3 ; d) 1 ; e) 2 ili �1 .

5.36. a) �3 � z�3xy2ez ; b) z ln x
y ; c) �2y�2z2 ; d) ��1 � y�

p

xzey ; e) 5
2x

p

x�y � z� .

5.37. a) 1 ; b) 3 ; c) �1
2 ; d) 0 .

5.38. a) 7
2 ; b) 1 ili 3; c) 2 ; d) ne postoji takav t � R .

5.6. Parcijalne derivacije višeg reda

5.39. a) fxx � 2 , fxy � fyx � 1 , fyy � 0 ; b) fxx � 0 , fxy � fyx � 3y2 , fyy � 6xy ; c) fxx �

4y3 , fxy � fyx � 12xy2 , fyy � 12x2y ; d) fxx � 18xy�3 , fxy � fyx � �27x2y�4 � 1 ,
fyy � 36x3y�5 .

5.40. a) fxx � 0 , fxy � fyx � � 1
y2 , fyy � 2x

y3 ; b) fxx �

2y
x3 , fxy � fyx � � 1

x2 , fyy � 0 ;

c) fxx �

4y

�x � y�3
, fxy � fyx �

�2x � 2y

�x � y�3
, fyy �

4x

�x � y�3
; d) fxx �

6�y � 3�

�y � 3x�3
,

fxy � fyx �
�3x � y � 6

�y � 3x�3
, fyy �

2�x � 1�

�y � 3x�3
.

5.41. a) fxx � fxy � fyx � fyy �

�1
4�x � y�

p

x � y
; b) fxx �

�px
4

p

x � y�x � y�

, fxy � fyx �

x

4

p

y�x � y��x � y�

, fyy �

�x2 � 4y2 � 4y

4y�x � y�
p

y�x � y�

; c) fxx � �2
9 �x � 2y��

4
3 , fxy � fyx �

�4
9 �x � 2y��

4
3 � 1 , fyy � �8

9 �x � 2y��

4
3 ; d) fxx �

�1
4x

p

xy
, fxy � fyx �

�1
4y

p

xy
,

fyy �

3

p

xy � 2y

p

y

4y3 .

5.42. a) fxx � ex�y , fxy � fyx � �ex�y , fyy � ex�y ; b) fxx � 6x � 3y , fxy �

fyx � 3x2 � 3y ln 3 , fyy � x3 � 3y�ln 3�2 ; c) fxx � e

p

x�y�1� y � 1
4x

�

1 � 1p

x�y � 1�
�

,

fxy � fyx � e

p

x�y�1� 1
4

�

1 �

1p

x�y � 1�
�

, fyy � e

p

x�y�1� x
4�y � 1�

�

1 � 1p

x�y � 1�
�

;

d) fxx � y�y � 1�xy�2 , fxy � fyx � xy�1�1 � y ln x� , fyy � xy�ln x�2 .

5.43. a) fxx � � 1

�x � 1�2
, fxy � fyx � 0 , fyy � � 1

y2
; b) fxx � � 1

x2
, fxy � fyx � 0 , fyy �

� 1
y2

; c) fxx �

1
x � y

�

1 �

y
x � y

�

, fxy � fyx �

1
x � y

�

1 � x
x � y

�

, fyy �

�x

�x � y�2
;

d) fxx �

y�2x � y�

x2�x � y�2
, fxy � fyx �

�1

�x � y�2
, fyy �

x�x � 2y�

y2�x � y�2
.
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5.19. a) fx �

1
2

p

x�y � 1�

, fy �

�px

�y � 1�2
; b) fx �

1p

x
, fy �

1

3 3

p

y2
; c) fx �

p

y � yz ,

fy � x
2

p

y � xz , fz � xy ; d) fx � y�

1
3 , fy � �1

3y�

4
3 x ; e) fx �

1
2

p

x�
p

y � 1�

,

fy �

�px
2

p

y�
p

y � 1�2
.

5.20. a) fx � 2x ln 2 , fy � 0 ; b) fx � 3x ln 3 , fy � 3y2 ; c) fx � 2x7y , fy � x27y ln 7 ;
d) fx � exey , fy � exey , fz � bzb�1 ; e) fx � yxy�1 , fy � xy ln x .

5.21. a) fx � 1
x , fy � 1

y ; b) fx � y ln z , fy � x ln z , fz �

xy
z ; c) fx � axa�1�y�1� ln z�bxb�1 ,

fy � xa ln z , fz �

xa�y � 1�

z
; d) fx �

1
x�ln y � z�

, fy �

� ln x
y�ln y � z�2

, fz �

ln x

�ln y � z�2
.

5.22. a) fx � sin y , fy � x cos y ; b) fx � a sin y , fy � �ax � 1� cos y ; c) fx � sin z , fy � sin z ,
fz � �x � y� cos z .

5.23. a) 1
2 , �2 ; b) 1, 1

2e ; c) 2
3 , �1

2 .

5.4. Parcijalne derivacije složenih funkcija

5.24. a) fx � 9�3x � 2y�2 , fy � 6�3x � 2y�2 ; b) fx � 4�2x � y� � a , fy � 2�2x � y� � a ;
c) fx � 12xy � 2x � 3y � 2z � 4 , fy � 3x�2x � 1� , fz � 2�z � x� .

5.25. a) fx �

�x � 2y � 1

�x � 1�3
, fy � � 1

�x � 1�2
; b) fx �

2��x � y � 2�

�x � y�3
, fy �

�2�2x � 1�

�x � y�3
;

c) fx �

1

�y � 1�2

� 1
x2y

, fy �

�2x

�y � 1�3

� 1
xy2 .

5.26. a) fx �

1p

2x � 3y
, fy �

3
2

p

2x � 3y
; b) fx �

xp

x2 � y3

� 1
x2 , fy �

�3y2

2

p

x2 � y3
;

c) fx �

yp

x2 � y2�x � y�

, fy �

�xp

x2 � y2�x � y�

.

5.27. a) fx � 2e2x�y , fy � �e2x�y ; b) fx � �x � 1��2 � �x � 1� ln 2� � 2x�y , fy �

��x � 1�22x�y ln 2 ; c) fx � 3

p

x�y2 ln 3

2

p

x � y2
, fy � 3

p

x�y2 y ln 3p

x � y2
; d) fx �

p

y

ez�1 ,

fy �

x
2

p

yez�1 , fz �
�x

p

y � 1

ez�1 ; e) fx � yzxyz�1 , fy � zxyz ln x , fz � yxyz ln x .

5.28. a) fx �

�2x
1� x2 � y2 , fy �

�2y
1� x2 � y2 ; b) fx �

ex

ex �
p

y
, fy �

1
2

p

y�ex �
p

y�

;

c) fx � e

p

x

�

ln�x � 3y�

2

p

x

�

1
x � 3y

�

, fy �

3e

p

x

x � 3y
; d) fx �

z�ln�x � y��z�1

x � y
, fy �

z�ln�x � y��z�1

x � y
, fz � �ln�x � y��z ln�ln�x � y�� .

5.29. a) fx � a cos xea sin x�cos y , fy � � sin yea sin x�cos y ; b) fx �

1p

1� x � y
p

x � y
,

fy �

�1p

1� x � y

p

x � y
; c) fx �

1
1 � �x � 2y�2

, fy �

2
1 � �x � 2y�2

; d) fx �

y�sin x�y�1 � cos x , fy � �sin x�y ln�sin x� .

1.4. DETERMINANTA 15

Postrojenja P1 , P2 i P3 raspolažu s tjednim kapacitetom od, redom
a) 37, 25, 16 b) 40, 27.25, 17

sati. Koliko se štednjaka svakog tipa mora tjedno proizvoditi da bi poduzeće

radilo punim kapacitetom?

1.67. Poduzeće plaća godišnji porez od $ 1 664 000. Državni porez iznosi 25% dohotka
koji ostane nakon što se plati porez gradu i županiji. Županijski porez iznosi 10%
dohotka koji ostane nakon što se plati porez državi i gradu, te gradski porez iznosi
5% dohotka koji ostane nakon što se plati državni i županijski porez. Izračunajte
iznos državnog, županijskog i gradskog poreza koje poduzeće mora platiti.

1.68. Jedan savjetnik za investicije ima na raspolaganju dvije vrste investicija: niskori-
zične investicije koje godišnje vraćaju 10% i visokorizične koje godišnje vraćaju
20%. Ako klijent ima na raspolaganju $ 50 000 i želi da mu se vrati

a) 15% b) 18%

od toga, kako treba investirati? Komentirajte.

1.4. Determinanta

1.4.1. Svojstva determinante

1.69. Izračunajte det A za A � M3 ako je
a) det�2A� � 8 b) 16 det�1

2A� � 4

c) det�1
2A� �

p

2�det 1p

2
A� � �5

1.70. Izračunajte red matrice A ako je det A � �1 i

a) det�3A� � �27 b) �8 det�1
2A� � 1

2

c) det A � det�1
2A� � det�1

4A� � �21
16

1.71. Izračunajte skalar t � R ako je A � M3 , det A � �1 i
a) det�3tA� � 27 b) �1

2 det�4t2A� � 1
2

c) 1
8 det�tA�� det�

p

tA� � 0

1.72. Izračunajte det A za A � M2 ako je
a) det A2 � det A� � 0 b) det A � A� � det�

p

2A�� � 1 � 0
c) det A3 � 2 det��A� � 0



16 1. ELEMENTI LINEARNE ALGEBRE

1.73. Izračunajte
a) det A � det��A�� b) det A � det A2 � � � �� det A10

ako je A � M3 antisimetrična matrica.

1.4.2. Izračunavanje determinante

1.74. Izračunajte vrijednost sljedećih determinanti:

a)

				 24 18
8 1

				 b)

						
�1 1 0

0 3 1
2 2 0

						 c)

						

2 5 �3
1 1 0
4 3 1

						

d)

						
�1 0 �1

3 1 4
2 4 6

						 e)

							
1 3 4 99
0 2 2 0

�1 1 0 100
2 4 6 10

							 f)

							

0 �1 1 1
2 2 0 2
4 4 0 4
0 �1 1 1

							

g)

							

6 3 2 3
8 �3 2 4
2 �3 1 1
8 �3 1 5

							

1.75. Izračunajte vrijednost sljedećih determinanti

a)

				 a b
b a

				 b)

				 x�1 x�1
x�1 x�1

				 c)

						

x x�y x
y y�z y
z z�x z

						

d)

						

x 0 0
x10 x10 0
x100 x100 x100

						 e)

						

0 a a
b 0 a
b b 0

						 f)

						

1�x 1 1
1 1�y 1
1 1 1�z

						

g)

						

1 x x
x 1 x
x x 1

						 h)

						

x�a a a
a a�x �a

�a �a x�a

						

i)

							

a b c d
a �b �c �d
a b �c �d
a b c �d

							 j)

							

x�1 x x x
x x�2 x x
x x x�3 x
x x x x�4

							

k)

								

t �2 2 1
3

t2 �2 4 1
t3 �2 8 3
t4 �2 16 9

								 l)

							

x x2 x3 x4

2x 4x2 8x3 16x4

3x 9x2 27x3 81x4

4x 16x2 64x3 256x4
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x

y

0

2

3

1 4

1

2

-1

-2

-3

-1-2-3

3

y=-e   + 3

2

1

y=-e   +

y=-e   +

1-x

1-x

1-x

Sl. 178.

5.7. a) 4 ; b) 7 ; c) �1 .

5.8. a) g� f � 3�x�y�2 ; b) g� f �
p

3x2 � y3 ; c) g� f �

y
2x2y � 1

; d) g� f � e9�x�y��12

p

x�y ;

e) g � f � � 1
2xy .

5.9. a) F�t� � 3t ; b) F�t� � t2 � 2t � 2 ; c) F�t� � t

p

t ; d) F�t� � t � 1 ; e) F�t� � 1� t ;

f) F�t� � e

p

t ; g) F�t� � tet ; h) F�t� � �3t � 4 .

5.2. Homogenost

5.10. a) α � 1 ; b) α � 1 � a ; c) α � �2 ; d) nije homogena; e) α � 0 ; f) α � �3
2 ;

g) α � �2 ; h) α � 2 ; i) α � 0 ; j) nije homogena; k) α � 1�5 ; l) α � 2a� 1
2 ; m) nije

homogena.
5.11. a) Poveća se za 21%; b) smanji se za 27.75%; c) smanji se 9 puta; d) poveća se 4 puta.
5.12. a) Smanji se 5.66 puta; b) poveća se 1.5 puta; c) smanji se za 13.51%.

5.13. a) c � 2 ; b) c � �7
6 ; c) ne postoji takav c jer je funkcija homogena stupnja 0; d) c � 0�5

ili c � 1 .

5.14. a) t �

ln 1�05
ln 1�1

; b) t �

ln 1�05
ln 2

.

5.15. a) α � β ; b) 1
2 ; c) 0 .

5.16. Uputa: f �1� y
x � �

1
x f �x� y� , f �x2� yx� � x f �x� y� jer su funkcije homogene stupnja 1.

5.3. Parcijalne derivacije

5.17. a) fx � 2x , fy � 2y ; b) fx � 6x � 2y2 , fy � 4xy � 1 ; c) fx � 6xy , fy � 3x2 �

z
2

p

y
,

fz �
p

y ; d) fx � 6ax , fy � a � 1 ; e) fx � 4ya�1 � z , fy � 4�a � 1�xya�2 , fz � x ;

f) fx � �1 � a�xa � y�1 � axa�1� , fy � x � xa � 2y .

5.18. a) fx � � 1
x2 , fy � 2 ; b) fx � � 2

x2 , fy � 1

�1�y�2 ; c) fx � 1
y�1 , fy � � x

�y�1�2 ;

d) fx � 1
1�y , fy � 2�x

�1�y�2 .
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5. Funkcije više varijabli

5.1. Funkcije više varijabli

5.1. a) 1 ; b) 2 ; c) 2 ; d) 0 ; e) 0 ; f) �1
4 ; g)

p

2 �
p

7 ; h) 0 ; i) 3 ; j) �1 .

5.2. a) f �1� x�y� � 1��x�y�2 ; b) f �1� x�y� � 1�p3� x � y ; c) f �1� x�y� �

1� �x � y�2

1 � �x � y�2
;

d) f �1� x � y� � 1 � ln�x � y� .

5.3. a) f �x� y� � x2 ; b) f �x� y� � x3 �

xp

y
; c) f �x� y� � x

y2 � y2 .

5.4. a) f �x� � �x2 � x ; b) f �x� � x3 ; c) f �x� �
p

1� x .

5.5. a) D � f�x� y� � R2� x �� yg ; b) D � R2 n f�1� 0�g ; c) D � f�x� y� � R2� y � x2g ;
d) D � f�x� y� � R2� x2 � y2

� 9g ; e) R2 ; f) D � f�x� y� � R2� x2 � 1� y2

� 1g ;
g) D � f�x� y� � R2� x � y � 0g ; g) D � f�x� y� � R2� �x � 1�2 � �y � 2�2 � 4g .

5.6. a) Vidi sliku 174; b) Vidi sliku 175; c) Vidi sliku 176; d) Vidi sliku 177; e) Vidi sliku 178.

x

y

0 2 31 4

1

2

-1

-2

-3

y=x-1
y=x-2

y=x-3

x

y

0 2

3

1 4

1

2

-1

-2

-3

-1-2-3

3y= 1
x-1
__

2

3

y= __
x-1

y= __
x-1

Sl. 174. Sl. 175.

x

y

0
2

1

1

2

-1

-2

-1-2

y=x +y =3

3
2

y=x +y =12 2
22

2 2

y=x +y =2

x

y

0 2

3

1 4

1

2

-1

-2

-3

-1-2-3

3

y= 1-x +3

y= 1-x +2

y= 1-x +1

Sl. 176. Sl. 177.

1.4. DETERMINANTA 17

1.76. Riješite jednadžbe:

a)

						

x�1 x�1 x�2
x�3 x�5 x
x�1 x�3 x�1

						 � 0 b)

							

x�4 �3 x�2 0
x�1 �1 x�1 0

7 3 1 0
0 0 1 1

							 � 0

c)

							

x�a a a a
a 2x�a a a
a a x�a a
a a a 2x�a

							 � 0

1.77. Izračunajte:
a) det A � det A2 b) det��A� � det A� � det�A��2

ako je A �
�

� x�a b c
a x�b c
a b x�c

�
� .

1.78. Izračunajte:

a) det A � det A� b)
10P

k�0
det Ak

ako je A �
�

� 0 �a b
a 0 �c

�b c 0

�
� .

1.4.3. Primjena determinanti

1.79. Provjerite linearnu nezavisnost vektora:

a) x �
�

��1
0
1

�
� , y �

�
� 3

2
1

�
� , z �

�
� 0

1
2

�
�

b) x �
�

��
�1

0
2
1

�
�� , y �

�
��

�1
2
3
1

�
�� , z �

�
��

0
1
2
1

�
�� , w �

�
��

�1
1
4
2

�
��

1.80. Odredite parametar t � R takav da su sljedeći vektori linearno zavisni:

a) x �
�

� 2
2
2

�
� , y �

�
� 1

1�t
1

�
� , z �

�
� 1

1
2�t

�
�

b) x �
�

� 2t
2
2

�
� , y �

�
� 3

3t2

3

�
� , z �

�
��1

�1

�1

�
�

c) x �
�

��

1�t
1
1
1

�
�� , y �

�
��

2�t
2
2
2

�
�� , z �

�
��

1
1
1
1

�
�� , w �

�
��

�1
1

�1
1

�
��
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1.81. Provjerite regularnost matrice A ako je:

a) A �
�

� a b a�b
b2�a2 b2�a2 0

b a b�a

�
� , a �� b

b) A �
�

��

m�1 2m�1 �m 0
2m�3 m�2 m�1 0
m�1 2m�1 �m 0

1 1 1 1

�
�� c) A �

�
��

4 2 2 2
2 4 2 2
2 2 4 2
2 2 2 4

�
��

1.82. Odredite parametar t � R takav da A�1 postoji ako je:

a) A �
�

� t�1 2 3
1 t�2 t�3
1 2 3

�
� b) A �

�
��

1 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 t t2 t3

�
��

1.83. Ako je det A � 2 , A � M3 , izračunajte:
a) 4 det A�1 � det A� b) 8 det A�2 � det A�1 � A�

c) 16 det�4A��1 � det�A�1��

1.84. Riješite matrične jednadžbe:

a) A�AX � X � �det A�I ako je A �
�

2 3
0 2

�

b) �XA�1��1 �

1
det X

X� � A�1 ako je A �
�

� 0 1 1
10 2 8
1 0 2

�
�

c) AX � �A�A� � X�A ako je A � diag �1� 2� 3�

d) �A�X�1B���1 � B�X � I� � 2B ako su A �
�

1 2
2 3

�

i B �
�

2 1
3 2

�

e) �XA�B�1��1 � BA��X�1 � 2I� � �XA�1B�1��1 ako su A �
��1 2

2 �2

�

i B �
�

10 10
12 13

�

.

1.85. Izračunajte:

a) A�1A�AA� � �A2A���1 ako je A �
�

� 1 1 1
1 2 0
1 0 1

�
�

b) �AA���1 � 1
det A

I � A2A� ako je A �
�

� 1 1 1
0 2 1

�1 0 1

�
�

c) A�A � I��A�1 � A�A ako je A �
��2 0

0 �2

�

d) A�1�A�1A���1�B�1A���1 ako su A �
�

0 �1
1 0

�

i B �
��100 99

50 30

�
4. DIFERENCIJALNI RAČUN 203

4.135. a) V�t� � 140 000e�0�05t , V�3� � 120 499�12 , EV�t � �0�05t , s porastom vremena,
vrijednost stroja brže opada; b) V�t� � 191 200e�0�05t , V�3� � 164 567�37 , EV�t � �0�05t .

4.136. a) d � ln�21903�46t � 10404�57� , 6�53% ; b) d � ln�115�3t � 56�83� , 7�09% .
4.137. Vidi sliku 172. lim

t�� Y�t� � 300 ; Što je radno iskustvo veće, i efikasnost je veća. Savršena

efikasnost rezultira nivoom tjedne proizvodnje od 300 jedinica;
dY
dt

� 8e�0�08t .

0

100

200

300

y

t
Sl. 172.

4.138. Y�t� � 200� 140e�0�288t ; t � 2�94 tjedna.
4.139. Vidi sliku 173. U prvih par godina, tj. za t � �0� 9�73� , prodaja raste sporije da bi nakon toga

ubrzano rasla i dostigla gornju granicu od lim
t�� Y�t� � 100 .
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4.140. t �

1
4r2

; optimalna vrijednost vremena opada s porastom stope r .
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4.127. Uputa: π � R � T . a) π�Q� � �6Q2 � 1320Q � 1500 , M�110� 71 100� , MR�Q� �

1400�12Q , t�Q� � 80 , MR�110� � t�110� � 80 ; b) π�Q� � �Q3�1�5Q2�1260Q�750 ,
M�20� 15 850� , MR�Q� � 1400�15Q , t�Q� � 3Q2�12Q�140 , MR�20� � t�20� � 1100 .
Nul-točke funkcije dobiti su nivoi proizvodnje na kojima su ukupni prihodi jednaki ukupnim
troškovima �tzv. break-even point�.

4.128. a) S � 0�5Y � 20 , c � 0�5 , porast dohotka za jednu jedinicu uzrokuje porast potrošnje za 0.5
jedinica, s � 0�5 , porast dohotka za jednu jedinicu uzrokuje porast štednje za 0.5 jedinica;
b) S � 0�4Y � 10 , c � 0�6 , s � 0�4 ; c) S � Y � 8

p

Y � 5 , c � 0�4 , s � 0�6 ;
d) S � Y � 10

p

Y � 36� 50 , c � 0�625 , s � 0�375 .

4.129. a) c � 0�4 , granična sklonost potrošnji je konstantna, granična sklonost štednji je konstantna

i iznosi s � 0�6 ; b) c � 2p

Y
, granična sklonost potrošnji �štednji� pada �raste�, c � 0�2 ;

c) c �

1p

Y � 64
, granična sklonost potrošnji �štednji� pada �raste�, c � 1

6 .

4.130. a) Y � 20 � 2I0 , dohodak raste; b) Y � 100
3 � 5

3 I0 , dohodak raste.

4.131. a) Y � 60� T0 , dohodak pada; b) Y � 80� T0 , dohodak pada.

4.132. a) Y � 2000
3 � 1000

3 i , Y � 4M0 � 120i , i � 25
17 �

3
340 M0 , Y � 3000

17 � 50
17 M0 , kad M0

raste, i pada, a Y raste.

b) Y � 350
3 � 100

3 i , Y � 250i � 5M0 � 100 , i � 13
17 �

3
170 M0 , Y � 1550

17 � 10
17M0 , kad

M0 raste, i pada, a y raste.

4.133. a) S�t� � 11e0�1165t , 11.65%, S�8� � 27�95 ; b) S�t� � 15�4e0�0704t , 7.04% S�17� � 51 .

4.134. a) S�t� � 11�25e0�025t , S�9� � 14�089 ; b) S�t� � 166�32e0�025t , S�9� � 208�29 .

1.4. DETERMINANTA 19

e) �A���1�A�BA�2�BA��1 ako su A�1 �
�

� 1 2 0

�1 1 1
0 1 �1

�
� i B �

�
� 1 1 0

1 0 0
1 0 1

�
�

f) �det A��A�A���1A�A � �det A�A�A� ako je A �
�

� 1 2 �1
2 0 1

�1 1 2

�
�

g) A�BA2B�1A� � �det A�I � B�1 ako su A �
�

� 2 1 3
1 0 1
0 �2 0

�
� i

B �
�

��2 0 0
0 �2 0
0 0 �2

�
�

1.86. Odredite matricu A ako je:

a) A� �
�

��1 1 1
1 �1 1
1 1 �1

�
� b) A� �

�
� 2 �2 0

4 �3 2

�2 1 0

�
�

1.87. Izračunajte det X ako je:

a) A�XB � B , gdje su A �
�

5 2
2 1

�

, B �
�

2 100
10 98

�

b) �A�1�5X�B��2 � B4 , gdje su A �
��2 �5

1 3

�

, B �
�

4 2
1 1

�

1.88. a) Neka je A � Mn regularna matrica. Pokažite da je det A�1 �

1
det A

.

b) Neka je T � Mn regularna i A� B � Mn takve daje A � T�1BT . Pokažite da
je det A � det B .
c) Pokažite da je za idempotentnu matricu A � Mn , det A � 0 ili det A � 1 .
d) Pokažite da je za ortogonalnu matricu det A � 1 ili det A � �1 . �Matrica je
ortogonalna ako je A�A � I �.

1.89. Odredite vektor x � M31 tako da je
a) kxk2 �

p

6 , x � a , i skup fb� c� xg linearno zavisan skup, gdje su

a �
�

� 2

�1
0

�
� , b �

�
� 0

1
1

�
� , c �

�
� 1

3
0

�
� ;

b) x � a i skupovi fa� b� xg i fa� c� xg linearno zavisni, gdje su a �
�

� 2
2
2

�
� ,

b �
�

� 1
1
4

�
� , c �

�
� 3

3
0

�
� .
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