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1.1. Pojam skupa i odnosa medu skupovima

Osnovu matematike kao nauke ¢ine pojmovi od kojih se neki definiraju, tj. objaénja—
vaju pomocu ve¢ poznatih pojmova, a neke pak nije moguce pOJasnm s jednostavnijim i
veé znanim pOJm0v1ma Nazovimo takve pOJmove osnovnim pOJmOVlma Jedan od tih
osnovnih pojmova je i pojam skupa. To onda znaci da se i taj pojam ne definira, a smisao
mu se najbolje objasnjava pomocu niza konkretnih primjera iz kojih se onda vidi §to sve
moZemo staviti pod taj pojam.

Primjer 1.

a) Skup studenata u predavaonici.

b) Skup brojeva 1, 3,5, 7, 9.

¢) Skup rjesenja jednadzbe x> —3x +2 =0.

d) Skup pravaca ravnine koji prolaze ishodiStem.

e) Skup svih tocaka ravnine koje su jednako udaljene od jedne ¢vrste tocke te ravnine.
f) Skup kolegija prve godine studija.
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Skup je, kao §to se iz danih primjera vidi, sagraden od objekata koji su svi neposredno
istaknuti ili zadovoljavaju neki zahtjev. Te objekte zovemo elementima ili ¢lanovima
skupa. Iz primjera se takoder vidi da priroda elemenata moZe biti razli¢ita. Tako su u
primjeru 1a) elementi pojedini studenti, u primjeru 1b) pojedini napisani neparni brojevi, u
primjeru lc) rjeSenja dane jednadZbe, u primjeru 1d) element je pojedini pravac koji prolazi
ishodiStem, u primjeru le) pojedina tocka kruznice, a u primjeru 1f) jedan od elemenata
je i “matematika”.

U izvjesnim situacijama upotrebljavaju se i neki drugi nazivi, sinonimi za skup, kao sto
su: oblast, podrucje, familija itd., a i poznati srednjoskolski termin “geometrijsko mjesto
tocaka” spada u tu kategoriju.

Skupovi se obic¢no, da bi istakli ¢injenicu da oni predstavljaju odredenu cjelinu for-
miranu po nekom svojstvu, oznac¢avaju jedinstvenim simbolom i obi¢no su to velika slova:
A, N, X,.... Elemente tih skupova oznacavamo malim slovima: a, n, x,. ...

Ako x kao objekt pripada nekom skupu X, tada ¢emo to, tj. ¢injenicu *“ x je element
skupa X7, oznaciti sa: x € X. Negaciju prethodnog, tj. da “ x nije element skupa X~
pisemo: x ¢ X.

Kao §to se iz prethodnog primjera vidi, skup je zadan ako za svaki objekt moZemo
utvrditi pripada li ili ne pripada skupu. U skladu s tim skup se moZe zadati ili nabrajanjem
svih njegovih elemenata koje onda stavljamo u viti¢aste zagrade, npr. skup iz primjera 1b)

A={1,3,517,09},
ili iskazom karakteristicnog svojstva koje njegovi elementi moraju zadovoljavati, npr. skup
iz primjera lc)
B={x:x*-3x+2=0}

§to se Cita “B je skup brojeva x takvih da zadovoljavaju jednadzbu x> — 3x +2 = 0.
Istaknimo da su elementi tako zadanog skupa ]edll‘ll objekti koji to svojstvo zadovoljavaju
Jasno, uvjet koji zadovoljavaju elementi skupa mozZe biti razli¢itog karaktera, $to ovisi i o
pr1rod1 elemenata zadanog skupa. Napomenimo da se ¢esto umjesto oznake ““:” koristi i

“lw.
Skup koji nema niti jedan element zove se prazni skup i oznacava simbolom § (ili
v ). Takav je npr. skup

C = {x : x su ljudi ¢&ija je visina veéa od 10 m},

$to neposredno slijedi iz poznatih statisti¢kih podataka.

Definicija1. Neka su X i Y dva skupa. Ako je svaki element skupa X ujedno i
element skupa Y, tada kaZzemo da je skup X podskup skupa Y ilidaje X diood Y.

Sadrzaj te definicije simbolicki piSemo: X C Y, Sto ¢itamo “X je podskup od Y ili
“X je sadrzan u Y ”. Istaknimo da se u takvom sluc¢aju za Y kaze da je i nadskup od X.
Naglasimo joS$ jednom da tvrdnja X C Y znaci isto §to i ¢injenica da iz toga Sto je x € X
slijedi dajei x € Y. Oznacimo to sa:

(XCY) < (WxeX = x€7).

Simbol V Citaj “za svaki”,a = “implicira”. <= je znak ekvivalencije, tj. on nam
ukazuje na to da sadrzaji lijevo i desno od te oznake znace jedno te isto.

Za ilustraciju raznih svojstava skupova ¢esto koristimo skupove ¢iji su elementi tocke
ravnine omedene zatvorenim krivuljama. Tada ¢injenicu X C Y graficki prikazujemo kao
nasl. 1.1.
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SL1.1.

Ako X nije podskup od Y to oznaavamosa x ¢ . To onda znaci da postoji bar jedan
element skupa X koji nije element od Y. Simbolicki to piSemo:

(X¢Y) < (Ix € Xtakavdax ¢ Y).

Napomenimo i to da se prazan skup smatra podskupom svakog skupa.

Primjer 2. Nekaje X ={1,2} i Y ={x:x(x — 1)(x —2) =0}. Tadaje X C Y.
Primjer 3. Akoje X ={1,2} i Y ={2,3} tadajei X ¢ Y.

Definicija2. Skupovi X i Y sujednaki, Sto piSemo X = Y, ako sadrZe iste elemente.

Prethodna definicija kazuje da je X = Y tada kada je svaki element skupa X ujedno
i element skupa Y, ali i to da je tada svaki element iz Y ujednoiu X. Dakle

(X=Y) < (XCYiVYcX).

Primjer 4. Neka su dani skupovi X = {0, 1,2} i ¥ = {x : x* — 3x? + 2x = 0}.
Tadaje X =Y.

Iz dosad recenog vidi se da definicija zapravo znaci objaSnjenje pomocu kojeg se
uvodi neki novi pojam, koristeci za to ve¢ poznate Cinjenice. U matematici osim definicije
postoje i iskazi koji nesto tvrde uz neke dane pretpostavke (hipoteze). Takve iskaze zovemo
teoremima, a naglasimo da tvrdnje teorema zahtijevaju dokaz koristeci pretpostavke koje
su u teoremu dane.

Teorem 1. Ako je X podskup od Y i Y podskup od Z, tada je i X podskup od Z.

Teorem, dakle, kazedaiz X C Y i Y CZ = X C Z. Napomenimo da je u ovom
sluéaju X C Y i Y C Z pretpostavka, a X C Z tvrdnja teorema.

Dokaz. Trebamo pokazati da za svaki x € X uz dane pretpostavke slijedi da je i
x € Z. Neka je x € X proizvoljni element. Buduéi da je X C Y, iz prethodnog slijedi da
jei x € Y, ato zajedno s pretpostavkom Y C Z povlac¢idajei x € Z. To onda znaci da
jeXCZ.
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1.2. Operacije sa skupovima

U aritmetici se na odredeni nacin svakom paru brojeva x i y pridruZuje npr. broj
x +y ili x-y. Ova pridruZivanja zovemo operacijama zbrajanja odnosno mnozZenja. Sada
¢emo napraviti nesto sli¢no i za skupove, tj. na odredeni nacin pridruZit ¢emo npr. svakom
paru skupova X i Y neke nove skupove. Po analogiji s prethodnim to zapravo znaci da
medu skupovima uvodimo operacije.

Definicija 1. Danasudvaskupa X i Y. Unijaskupova X i Y je skup svih elemenata
koji suiliu X ili u Y ili u njihovom zajednickom dijelu. Unija skupova X i Y oznacava
sesa XUY,itosecita“X unija Y.

Primjer 1. Nekaje X = {1,2,3} i ¥ = {2,3,4}. Tadaje X UY = {1,2, 3,4}.

Prethodna definicija pokazuje da vrijedi: ako je x element od X ili element od Y ili
element od oba ta skupa tada je x € X U Y, ali i obratno: ako je x € X U Y tada je x
element od X ili od Y ili od oba skupa.

To simbolicki oznac¢avamo sa

Vx;x EXVx€EY <— xeXUY.

Tu smo upotrijebili novu oznaku V koja znaci: ili vrijedi prvo ili drugo ili oba. Graficki
uniju prikazujemo kao na sl. 2, gdje je X U Y “iscrtkano” podrucje.

Sl 1.2.

Napomena 1. Analogno se definira i unija za konacan broj skupova. Osim toga iz
definicije unije slijedi da je
XCXUY i YCXUY

Definicija2. Dana su dva skupa X i Y. Presjek skupova X i Y je skup svih
elemenata koji su zajednicki skupovima X i Y.
Presjek skupova X i Y oznacavase sa XN Y, §to se Cita “X presjek Y.

Primjer 2. Nekaje X = {1,2,3} i Y ={2,3,4}. Tadaje XNY = {2, 3}.

Presjek skupova X i Y graficki se prikazuje kao na sl. 3, gdje je X N'Y “iscrtkano”
podrucje.



1.2. OPERACIIE SA SKUPOVIMA 5

Sl 1.3.

Napomena 2. Analogno se definira i presjek od bilo kojeg kona¢nog broja skupova.
Osim toga, iz dane definicije slijedi da je X N'Y podskupiod X iod Y, tj. da vrijedi:

XNYCX i XNnYCY

Definicija 3. Za dva skupa X i Y kaZe se sa du disjunktni ako nemaju zajednickih
elemenata, tj. akoje XNY = 0.

Primjer 3. Neka je
X={(xy):—x+1<y<x—1}

Y ={(xy):y >}
PrikaZemo li te skupove u ravnini odmah se vidi daje X N'Y = (). To je dano slikom 4.

y
y=x?
Y y:x]
N X
0 1 X
/
y=-x+1
Sl 14.

Definicija 4. Dana su dvaskupa X i Y. Diferencija skupova X i Y, uoznaci X\Y,
je skup svih onih elemenata iz X koji ne pripadaju skupu Y.

Diferenciju skupova X i Y graficki prikazujemo kao na slici 5.



1. SKUPOVI BROJEVA

SI 1.5
Primjer 4. Nekaje X = {a,b,c,e} i Y ={a,c,d}. Tadaje X\ Y = {b, e}.

Napomena 3. 1z definicije diferencije skupova X i Y slijedidaje X\ Y C X.

Promatrajmo sada skupove X i U takvedaje X C U.

Definicija 5. Komplement skupa X, u oznaci CX ili X€, je skup elemenata koji ne
pripadaju skupu X .

Od posebnog je interesa za neke vazne pojmove, koji ¢e se razmatrati kasnije, tzv.
direktni ili Kartezijev produkt skupova.

Za skup {x,y} kaZemo da je ureden ako znamo koji je od tih elemenata na prvom,
a koji na drugom mjestu. Takav skup zovemo uredenim parom i oznaavamo sa (x,y).
Analogno se uvodi i pojam uredene 7 -torke.

CX

Sl 1.6.

Definicija6. Neka su X i Y dva neprazna skupa. Direktni produkt skupova X i
Y, uoznaci X x Y, je skup svih uredenih parova, takvih da je prvi element iz X, a drugi
iz Y. Dakle

XxY={(x,y):xeXyeY}
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Primjer 5. Nekaje X = {1,2} i Y = {a, b, c¢}. Tada je
XxY={(1,a);(1,b);(1,¢);(2,a);(2,b);(2,¢)}.
Ako je Y = X produkt X x X zovemo Kartezijevim kvadratom skupa X i ozna¢avamo sa
X2,
U posebnom slucaju kada imamo R? = R x R, gdje je R skup realnih brojeva, R?
je skup svih uredenih parova realnih brojeva.

R*={(x,y):x€R i y€R}.

Analognoza R?,...,R".
Istaknimo neke pojmove o kojima je bilo govora jo$ u osnovnoj skoli. Jedan od njih
je pojam relacije.

Definicija7. Neka su X i Y neprazni skupovi. Relacijom R iz X u Y zovemo
podskupod X x Y.

Primjer 6. Nekaje X = {1,2,3} i Y = {a,b,c}. Tadaje R = {(1,a);(3,b)} C
X x Y jedna od relacijaiz X u Y. Tu je npr. elementu 1 € X pridruZen element a € Y.

Svakoj relaciji R iz X u Y odgovara inverzna relacija, u oznaci R~!,iz ¥ u X kojoj
su elementi uredeni parovi dobiveni zamjenom mjesta od x i y u svim parovima relacije

R, tji. R"'={(y,x): (x,y) €ER}.

Primjer 7. Zarelaciju R iz prethodnog primjera inverzna relacija je

R™"'={(a,1); (b,3)}.
Promatrajmo sada takvu relaciju R iz X u Y da se kao prvi element uredenog para te
relacije pojavljuje svaki element iz X i to samo jednom. Ako i inverzna relacija R~ ima
to isto svojstvo, tj. da se i svaki element iz Y pojavljuje kao prvi element uredenih parova
iz R™!, i to samo jednom, onda kaZemo da je izmedu elemenata skupa X i elemenata
skupa Y uspostavljeno obostrano jednoznacno pridruZivanje.

Primjer 8. Za skupove X={1, 2,3} i Y={a, b, c} nekaje R={(1, a);(2,¢);(3,b)}.
Tuje R~ = {(a, 1);(c, 2); (b,3)}.

Dvaskupa X i Y izmedu kojih moZemo uspostaviti obostrano jednozna¢no pridruZi-
vanje nazivamo ekvivalentnim, $to oznacavamo sa X ~ Y. Iz prethodnog primjera slijedi
da su skupovi X i Y ekvivalentni.

Za skup X kaZemo da je konacan ako je X = () ili ako postoji prirodan broj n takav
daje X ~{1,2,...,n}.

Za skup koji nije konac¢an kazemo da je beskonac¢an. Ako je N skup prirodnih brojeva
iakoje X ~ N za X kazemo da je prebrojiv. Za beskonacan skup koji nije prebrojiv
kaZemo da je neprebrojiv.



8 1. SKUPOVI BROJEVA

1.3. Realni brojevi

Upoznavanje s odredenim pojmovima analize, o kojima ée biti govora kasnije (konver-
gencija, neprekidnost. . . ) kao predznanje pretpostavlja usvojen pojam, kao i razna svojstva
skuparealnih brojeva R. Stoga izgradnja tog pojma zahtijevala bi mnogo prostorai vreme-
na, a bududi da se tokom srednjoskolskog obrazovanja na razli¢itim nivoima o tome dosta
detaljno govorilo, mi éemo pretpostaviti da ta potrebna svojstva skupa realnih brojeva R
znamo i samo ¢emo informativno dati pregled raznih skupova brojeva kao i uzroke koji su
zahtijevali proSirenje tih skupova. Uz to ¢emo istaknuti i neka njihova svojstva.

1.3.1. Prirodni i cijeli brojevi

Prvi pojam broja, koji se pojavio u povijesti zbog elementarne potrebe Covjeka da na
odredeni nacin zna izraziti koli¢inu elemenata odredenog skupa, bio je pojam prirodnog
broja. Skup prirodnih brojeva uzimamo kao osnovni skup, a ozna¢avamo ga sa N . Imamo
dakle

N={1,2,3,...,n...}.

U tom skupu definirane su neke nama poznate operacije.

Opéenito éemo, ako su nam zadani skupovi X, Y i Z, operacijom (binarnom ope-
racijom) smatrati zakon po kojem je svakom uredenom paru iz X X Y pridruZen jedan i
samo jedan element skupa Z. Ako je X = Y = Z dobivamo poseban slucaj tog pojma,
tzv. unutarnju operaciju po kojoj svakom uredenom paru elemenata iz X pridruZujemo
jednoznacno odreden element tog istog skupa. Ovaj poseban slucaj iskazujemo i tako
da istaknemo da je to operacija na tom skupu, ali i tako da je ta opracija na tom skupu
izvodljiva.

Sada je jasno da je zbrajanje i mnoZenje u skupu N uvijek izvodljivo. To znaci da
za svaki m, n € N slijedidaje m+n € Nim-n € N. Te operacije podvrgavaju se
poznatim zakonima komutacije i asocijacije, tj. vrijedi

m4+n=n+m i m-n=n-m
(m+n)+r=m+m+r) i (m-n)-r=m-(n-r).

Osim toga one su medusobno povezane zakonom distribucije, koji govori da se produkt
sa sumom distribuira na svaki sumand iz te sume, tj. vrijedi

m-(n+r)=m-n+m-r.

Razmotrimo sada jednadZbu m + x = n, gdje su m i n proizvoljni elementi iz N.
Ako postoji x € N tako da ta jednadZba vrijedi, onda to piSemo kao x = n — m. Time je
definirano oduzimanje.

U vezi s prethodnim naglasimo: ako jednadZba m + x = n ima rjeSenje u skupu N
onda kaZemo da je “/m manji od n” §to oznacavamo sa m < n. Tu istu ¢injenicu moZemo
iskazatiis “n je veéi od m” uz oznaku n > m. Analogno znamo §to znaci n < m. Ako
nije ni m < n ni n < m kazemo da je m = n. Na taj naCin smo u skup N uveli uredaj,
odnosno skup prirodnih brojeva N postaje ureden skup. To dakle znaci, da za svaki m,
n €N imamodaje m <nili m > n ili m =n.

Iz prethodnog je jasno da jednadzba m + x = n ima rjeSenje u N samo u slucaju
m < n. Dabi ta jednadZba uvijek imala rjeSenje potrebno je izvrsiti proSirenje skupa N.
Da bismo uklonili to ogranic¢enje, na izvodljivost oduzimanja uvodimo nulu kao rezultat
oduzimanja dva jednaka prirodna broja, kao i negativne brojeve na analogan nacin.
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Opcenito ¢emo prosirenje brojevnih skupova vrsiti tako da taj proSireni skup u od-
nosu na polazni zadovoljava odredene uvjete. Tako npr. u prosirenom skupu uvodimo
one operacije koje su postojale i u polaznom skupu, a ako njih primijenimo na elemente
polaznog skupa one daju isto Sto i operacije toga polaznog skupa. Osim toga, te operacije
u proSirenom skupu moraju imati sva ona svojstva koja su imala u polaznom skupu, a
prosireni skup mora biti najmanji skup na kojem je operacija, zbog koje se vrsi proSirenje,
izvodljiva.

Uzimajudi to u obzir kod prosirenja skupa N, tj. definirajuci operacije koje zadovo-
ljavaju te zahtjeve, dobivamo skup cijelih brojeva koji oznac¢avamo sa Z . Dakle

Z={..,-n,...,—2,-1,0,1,2,...,n,...}.
Podskupod Z, {0,1,2,...,n,...} zovemo nenegativnim cijelim brojevima.

IskaZimo jo§ jedno svojstvo skupa N. Svaki podskup M prirodnih brojeva N koji
sadrZi broj 1, 1ima svojstvo da ako za svaki n € M slijedi n+ 1 € M, sadrZi sve prirodne
brojeve, tj. M = N.

Na tom svojstvu temelji se postupak dokazivanja teorema Cija tvrdnja ovisi o prirod-
nom broju n, koji se zove matematicka ili potpuna indukcija.

Primjer 1. Za svaki prirodni broj n € N vrijedi:

nn+1)(2n+1)

PP+224+3 +.. +n= ¢ : (1)

Dokaz. Ozna¢imos M skup svih n € N za koje prethodna jednakost vrijedi. Jasno
daje 1 € M,budu¢idaza n =1 imamo

p_l0+De+1
e S

idakle 1 =1.

Pretpostavimo da je n € M, tj. da jednakost (1) za n vrijedi. PokaZimo da iz te
pretpostavke slijedi da jei n+ 1 € M, tj. da ako se sumiranje kvadrata prvih n prirodnih
brojeva vr$i po formuli (1) da onda i sumiranje kvadrata n + 1 prirodnih brojeva vr§imo
po istoj formuli.

n(n+1)(2n+ 1)
6
nn+1)2n+ 1) +6(n+1)2
6

(n+1)(2n* + n+ 6n+6)

6
_ (n+1)(2n*+Tn +6)

6
_(n+1)(n+2)(2n+3)
B 6
(n+1D)[(n+1)+1]2(n+ 1) + 1]

5 .

Odmah se vidi da je to isti oblik kao i desna strana formule (1) samo na mjestima gdje tu
stoji n ovdje stoji n+ 1. Na taj naCin smo pokazalidaiz n € M slijedi n+ 1 € M. Po
ve¢ iskazanom svojstvu skupa N, iz prethodnog slijedi da je M = N, tj. da se ta sumacija

vrsi po formuli (1) za svaki prirodni broj.
Dokaz binomnog teorema matemati¢mom indukcijom dan je u 16.2.

P4+22 4. 40P+ (n+1)° +(n+1)>2
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1.3.2. Racionalni brojevi

U skupu cijelih brojeva Z izvodljive su, kao $to smo vidjeli, tri operacije. Medutim,
dijeljenje nije uvijek izvodljivo: gx = p, gdjeje p,q € Z i g # 0, uskupu Z nemauvijek
rjeSenja. Ako postoji x € Z, koji je rjeSenje te jednadZbe onda taj element oznacavamo sa
x="2 Dabii dijeljenje bilo izvodljivo bez ograni¢enja nuzno treba, u skladu s opéom

q

napomenom, proSiriti podrucje brojeva. Zato promatramo skup
V4 .
Q= {5 :pquZIq#O}

medu ¢ijim elementima uvodimo operacije zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja i dijeljenja
pomocu dobro nam poznatih pravila za rad s rzlomcima. Tako dobiveni skup Q zovemo
skupom racionalnih brojeva. Iz samog postupka formiranja novih skupova ocito je da
vrijedi NC Z C Q.
Navedimo neka svojstva skupa Q:
a) Sve Cetiri osnovne racunske operacije u skupu Q uvijek su izvodljive.
b) Skup racionalnih brojeva moze se urediti. Ako racionalne brojeve piSemo u
obliku gdje su nazivnici pozitivni, tj. prirodni brojevi, uredaj u Q uvodimo sa:
P < r akoje ps < gr.
q s

c¢) Skup racionalnih brojeva je prebrojiv, §to znaci da se izmedu elemenata skupa Q
i elemenata skupa N moZe uspostaviti obostrano jednoznac¢na korespondencija,
dakle Q ~ N.

d) Skup racionalnih brojeva je svuda gust. To znaci da izmedu dva razlidita racio-
nalna broja postoji bar jos jedan racionalni broj, pa prema tome i njih beskona¢no
mnogo.

Dokazimo prethodnu tvrdnju: Nekasu a, b € Q i a < b. Tada je racionalan i broj

b
c= % koji je vedi od a, a manji od b, . @ < ¢ < b. Akoje ¢ = “3< tada

je a < c1 < ¢ < b. Taj proces moZemo nastaviti analogno dalje, a to onda dokazuje

prethodnu tvrdnju.
e) Svaki racionalni broj moZe se prikazati u obliku decimalnog broja s kona¢nim
brojem decimala ili u obliku periodskog decimalnog broja. Vrijedi i obratno, tj.

svaki se konacni ili periodski decimalni broj moZe prikazati u obliku P

q
Postupci za transformaciju iz jednog oblika zapisa elemenata iz Q u drugi oblik
poznati su iz srednje Skole, a ilustrirani su sljede¢im primjerom.

Primjer 2.
1 .
a) %:1.5; b) §:O.333...:0.3;
36 9 .. 36 12
¢) 0.36 = @;6— 25" o 6 21d) 0.36 = 99 ~ 33°
e) 0.636=——

990 990 99 33"

Racionalne brojeve moZemo prikazati pomocu to¢aka pravca i na taj nacin dati njiho-
vu geometrijsku interpretaciju. Neka je dat proizvoljni pravac. Na njemu izaberimo neku
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toCku koju zovemo ishodiste i oznacimo je s O i neku drugu tocku, obi¢no desno od O, i
oznac¢imo je s 1. Udaljenost od 0 do 1 uzima se kao jedinica duljine. Tako dobiven pravac
zove se brojevni pravac.

0 1

SL1.7.

Postoji jedan prirodni naéin (mjerenje) pomoéu kojeg se svakom racionalnom broju
moze pridruZiti jedna tocka brojevnog pravca - racionalna tocka. Dani broj zove se apscisa
te tocke.

Kako je skup racionalnih brojeva svuda gust imamo dojam da su sve tocke na brojev-
nom pravcu racionalne. Da li je to tako?

1.3.3. Iracionalni brojevi

Da odgovorimo na prethodno pitanje razmotrimo sljedecu konstrukciju:

SL 1.8

Da li je apscisa tocke M predocene simbolom /2 racionalan broj? Pitanje je, znadi,

da 1i se dijagonala kvadrata moZe izmjeriti njegovom stranicom odnosno da li jednadZba

x? = 2 ima racionalno rjeSenje. Tvrdimo da nema racionalnog broja x kojem bi kvadrat

bio 2. Da to pokaZemo sluzit éemo se indirektnim dokazom. Pretpostavit éemo da takav
broj postoji, a onda iz toga izvesti proturjecje. DokaZimo najprije jednu lemu (leme su
iskazi koje primjenjujemo u toku dokaza nekog teorema).

Lema 1. Kvadrat neparna broja je neparan broj.
Cijeli broj p je paran ako je djeljiv sa 2 tj. ako je g =n € Z. Odavde je p = 2n
opci oblik parnog broja. Tada je 2n + 1 opci oblik neparnog broja.

Dokaz leme. (2n +1)* = 4n> +4n+ 1 = 2(2n> + 2n) + 1. Prvi sumand je paran
broj §to znaci da je suma neparan broj. Lema je time dokazana. Prethodno prakticki znaci
ako je kvadrat nekog broja paran, onda je i taj broj paran.

PokaZimo sada da v/2 nije racionalan broj. Pretpostavimo, kao §to smo ve¢ rekli,
suprotno, tj. da v/2 jest racionalan. To bi znacilo da se v/2 moZe napisati u obliku

Vil
q

uz jo$ jednu napomenu, da je razlomak P 4o kraja skraden, tj. da je najveéa zajednicka
mjera M(p, q) = 1, odnosnodasu p i g relativno prosti brojevi. Kvadriranjem dobivamo
2
p

q—2:2 = p’ =24%
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Znacidaje p? paran broj, a po lemi slijedi da je tadai p paran, tj. oblika p = 2p, p; € Z.
Tada imamo 4p? = 2¢> = 2p} = ¢°,ipo lemi je g paran broj, pa moZemo pisati da je
q="2q.

Time smo dosli do kontradikcije, jer bi se razlomak p mogao skratiti sa 2, a to je

suprotno ucinjenoj pretpostavci dasu p i g do kraja skraceni. Sli¢no bi se moglo pokazati
iza \/5, V5 Y.

1z prethodnog slijedi:

1. Skup racionalnih to¢aka na brojevnom pravcu ima “praznina” iako je svuda gust.
2. Duljina dijagonale kvadrata stranice 1 ne moZe se izraziti racionalnim brojem.
KaZe se da su dijagonala i stranica kvadrata nesumjerljive duZine.

Dakle, ako bi se radilo samo s racionalnim brojevima, to bi znacilo da dijagonala
kvadrata stranice 1 nema duljine, a na brojevnom pravcu bismo imali praznine. Iz toga se
vidi da je potrebno dalje prosiriti podrucje brojeva. Skup racionalnih brojeva prosirujemo
skupom iracionalnih brojeva kojeg oznac¢avamo sa 1.

Buduéi da iracionalan broj v/2 nije razlomak, ne moZemo ga prikazati u obliku ko-
nacnog ili periodskog decimalnog broja. Ipak moZemo potraZiti medu cijelim brojevima
najveci kojem je kvadrat manji od 2 i najmanji kojem je kvadrat veci od 2. To isto u¢inimo
i s decimalnim brojevima s jednom decimalom, pa sa dvije itd. Dobivamo

1=17<2<2=4
196 =14 <2< 15%>=225
1.9881 = 1,412 <2 < 1.42°> =2.0164
1.999396 = 1.414> < 2 < 1.415% = 2.002225 itd.

Tako se vidi da se v/2 moZe koliko hoéemo to¢no uklijestiti s ovakva dvaniza 1; 1.4; 1.41;
1.414;...12; 1.5; 1.42; 1.415;. . . racionalnih brojeva.
Neka svojstva skupa racionalnih brojeva:
a) To je ureden skup;
b) Skup iracionalnih brojeva je svuda gust;
¢) Skup iracionalnih brojeva je neprebrojiv, pa bi se u stanovitom smislu moglo reéi
da je iracionalnih brojeva viSe nego racionalnih;
d) Iracionalni brojevi prikazuju se neperiodskim decimalnim brojevima i obratno.
Skup racionalnih i iracionalnih brojeva zajedno tvore skup realnih brojeva R. Iz
prethodnih razmatranja slijedi da je izmedu skupa realnih brojeva R i toaka brojevnog
pravca uspostavljena obostrano jednoznac¢na korespodencija. To je i razlog da ¢emo kadsto
umjesto o broju x govoriti o tocki x, jer se zapravo misli na to¢ku brojevnog pravca kojoj
je realan broj x apscisa.

1.3.4. Algebarski i transcendentni brojevi

Skup realnih brojeva R mozZe se rastaviti na dva disjunktna podskupa uvodenjem
pojma algebarskih i transcendentnih brojeva.

Definicija 1. Realan broj nazivamo algebarskim ako je korijen algebarske jednadzbe
apx" + a1 X" '+ . +ax+ap=0 kojoj su koeficijenti cijeli brojevii a, # 0, Realan
broj koji nije algebarski nazivamo transcendentnim.

Svi transcedentni brojevi su iracionalni, dok medu algebarske pripadaju dijelom iraci-

onalni kao i svi racionalni brojevi. Brojevi 7, e, 2V2 su transcendentni. Skup algebarskih
brojeva je prebrojiv.
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1.4. Neki jednostavni skupovi na brojevhom pravcu
i neka njihova svojstva

U daljnjem izlaganju Cesto ¢emo se susretati s raznim, uglavnom “jednostavnim”
podskupovima skupa realnih brojeva R 1 koristiti neka svojstva tih skupova. Zbog toga
uvedimo neke osnovne pojmove koji su u vezi s tom problematikom.

Definicija 1. Skup svih realnih brojeva x za koje vrijedi nejednakost a < x < b
(a < x < b) gdjesu a, b € R zove se otvoreni (zatvoreni) interval i oznacava sa (a, b)
ili {a,b) ,odnosno ([a, b]).

Dakle, po definiciji je (a,b) = {x € R:a<x < b,a,b€e R} i [a,b]={x eR:
a<x < b,a be R}, agraficki te skupove prikazujemo kao na slikama 1.91 1.10.

Naglasimo da kod otvorenog intervala (a, b) brojevi a i b nisu elementi tog skupa,
dok kod zatvorenog intervala [a, b] oni tom skupu pripadaju.

(a,b) [a,b]
R r

L

a

R

SNBSS
SN

SL1.9. SL. 1.10.

Definicija 2. Poluotvorenim (poluzatvorenim) intervalom (a, b] ([a, b)) nazivamo
skup svih realnih brojeva x za koje vrijedi: a < x < b (a < x < b).

Definicija 3. Beskona¢nim intervalima nazivamo skupove:
{xeR:x<aa€cR}=(-x,a)
{xeR:x>aacR}=(a,+)
{xeR:x<a,aeR}=(-00,4]
{xeR:x>a,a€eR}=]a,+x)

{xeR:—00<x < +00} =(—00,+0) =R.

Za skup S realnih brojeva kaZemo da je ograni¢en odozgo (odozdo) ako postoji realan broj
M (m)takavdaje x <M (x > m)zasve x € S. Takav broj M (m) zove se gornja
(donja) meda skupa S. Cesto se koristi i termin gornja (donja) ograda.

Skup S je ogranicen ako je ogranicen odozdo i odozgo. Geometrijski to znaci da
postoji neki interval iz R, konac¢ne duljine, koji sadrzi S. Skup je neograni¢en ako nema
ili gornju ili donju ogradu.

Primjer 1. Skupovi (1, 5), [1,5], (1,5] i [1,5) su ograniceni.

Primjer 2. Skup [2, +00) je neograniéen, jer nije ograni¢en odozgo.
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11 1
Primjer 3. Skup S = {1, IR IRERI AL } je ogranicen, jer je S C [0, 1].
n
Ocevidno da iz nacina kako je uveden pojam gornje (donje) mede, slijedi da bilo koji
skup S iz R koji je ograni¢en odozgo (odozdo) ima beskona¢no mnogo gornjih (donjih)
meda. Najmanja (najveca) gornja (donja) meda skupa S zove se supremum (infimum) i
oznacava sa sup S (infS).

Primjer4. Za skup S = {x ¢ R: 0 < x < 2} = [0,2) znamo da je supS = 2 i
inf S = 0. Primijetimo da je inf S € S ali supS ¢ S.

Primjer 5. Akoje S={1,3,7,5},tadaje infS=1,a supS=7.

Primjer 6. Akoje S={x € R:0<x?> <9},ondaje supS=3,ainfS=-3.U
ovome slucaju nijedna od tih vrijednosti nije element skupa S.

1z prethodnih se primjera vidi da supremum i infimum mogu ali ne moraju pripadati
promatranom skupu. Ako je supS € S onda je to maksimum od S a ako je infS € §
onda je to minimum od S.

Primjer 7. Ako je S = [1, 5] onda je maksimum tog skupa 5, a minimum 1.

Primjer 8. Otvoreni interval S = (@, b) nema niti maksimum niti minimum, jer je
infS=a¢ (a )
supS =>b ¢ (a, b).

Pojam koji ¢e se Cesto koristiti u daljnjem izlaganju je okolina zadanog realnog broja x¢ u
skupu R.

Definicija4. Skup O iz R zovemo okolinom realnog broja xo u R ako postoji
realan broj € > 0 takav da je

X € (x() —8,)(0-1-8) C 0.
Odatle slijedi da je i sam interval (xo — €, xo + €), za proizvoljan broj € > 0, okolina

od xo. Vidi se da je xo poloviste tog intervala ¢ija je duljina 2¢. Takvu okolinu zovemo
€ - okolinom broja x( i oznacavamo je sa O, (xo) -

1z definicije slijedi da je otvoreni interval okolina svake svoje tocke.

Za skup S C R kaZemo da je otvoren ako za svaki x € S postoji okolina O(x) tako
daje O(x) C S ili ekvivalentno: S je otvoren ako je okolina svakog svog elementa. Skup
S C R je zatvoren ako mu je komplement u R otvoren.

Svi elementi iz S za koje je S okolina tvore nutrinu od S, oznacavamo je sa IntS.
Jasno je da za otvorene skupove S vrijedi IntS = S'.

Skup svih tocaka koje nisu ni u nutrini od S ni u nutrini komplementa od S zovemo
granicomod S.

Primjer 9. Nekaje S = [2,4).
Tada je IntS = (2,4), a granicaod S skup {2, 4}.
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1.5. Apsolutna vrijednost realnih brojeva

S pojmom apsolutne vrijednosti realnog broja uglavnom smo se svi susreli u elemen-
tarnoj matematici. Pa ipak, jer se taj pojam vrlo Cesto primjenjuje u daljnjem izlaganju,
dajemo njegovu definiciju i osnovna svojstva.

Definicija 1. Apsolutnom vrijednoséu realnog broja x naziva se sam broj x, ako je
x pozitivan ili 0; broj —x, ako je x negativan. Apsolutna vrijednost broja x oznacava se
e[ -

Na taj nacin po definiciji je
¥ X, akojex >0
x| =
x, akojex <O0.

Primjer1. |[6|=6;|—6/=—(-6)=6.

Iz same definicije neposredno slijedi da je |x| > 0.
Kako je x*> = (—x)?, za apsolutne vrijednosti vrijede jednakosti:

=2 i |y = Va2
pa onda slijedi

| = x| = \/(=x)> = VaZ = |x|.

Kao poseban slu¢aj toga imamo: |x —y| = [y — x|.

Pretpostavimo, da su na brojevnom pravcu dane dvije tocke P i Q ¢ije su apscise x i
y. Udaljenost izmedu tocaka P i Q jednakaje y — x, ako je tocka Q desno od tocke P,
tj. y > x, odnosno x — y, ako je Q lijevood P, tj. x > y. Na taj na¢in imamo

X—y, zaxZ=y
o=yl =
y—x, zay>Xx

a to znaci da je |x — y| udaljenost to¢aka P i Q. Specijalno ako je tocka Q u ishodistu,
tada je y = 0, paimamo da |x| znaci udaljenost to¢ke P (apscise x ) od ishodista.

Teorem 2. Nekaje r > 0; tadaje |x| <r < —-r<x<r.

Dokaz. Dokaz je lako provesti geometrijski. Ako x zadovoljava nejednakost |x| < r
to, po prethodnom, znaci da je udaljenost te tocke od ishodiSta manja od r, a to onda
znadi da je to i tocka iz intervala (—r,r). Jasno da vrijedi i obrat, tj. da svaki x koji
zadovoljava —r < x < r ima svojstvo da je od O udaljen za manje od r, a to upravo
znadi da zadovoljavai |x| < r.

Sada je jasno da iz nejednakosti |x — A| < € slijedi —¢ < x — A < € odnosno
A —¢e < x < A+ ¢ tj. tu nejednakost zadovoljavaju apscise onih tocaka koje su iz intervala
(A — €, A+ ¢). Prema prethodnom slijedi da ako je to¢ka P iz € - okoline od A, za njenu
apscisu x vrijedi: |x —A| < €.
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Lema2. —|x| < x < [x].

Dokaz. Dokaz za x < |x|. Akoje x > 0, tada po definiciji imamo |x| = x. Ako je
pak x < 0, imamo |x| = —x > 0 > x. Analogno se dokazuje i sluéaj —|x| < x.

Teorem 3. Apsolutna vrijednost sume ne premasuje sumu apsolutnih vrijednosti po-
jedinih sumanada, 1. |x +y| < |x| + |y].

Dokaz. Ako je x +y > 0 tada imamo, koristeci definiciju apsolutne vrijednosti i
prethodnu lemu, daje |x +y| =x +y < |x| + |y|.

Akoje x+y < 0, tada je koristedi isto kao u prethodnomsluéaju |x+y| = —(x+y) =
(=x) + (=) <[ =x[+ | =yl = [x[ + I¥].

Teorem 4. Poopcuje se na slucaj konacnog broja sumanada; uostalom, on je u teks-
tovnom dijelu tako i iskazan, tj. vrijedi:

lx1 +x2+ oo x| < |+ o] + - k-

Teorem 5. Apsolutna vrijednost razlike nije manja od razlike apsolutnih vrijednosti,
tlx =y = |x[ = y].

Dokaz. x| =|x —y+y|=|(x—y)+y| <|x—y|+|y|, aodatle slijedi tvrdnja
teorema.
Za racunanje s apsolutnim vrijednostima sluZi jos i

Teorem 6. Apsolutna vrijednost produkta (kvocijenta) jednaka je produktu (kvocijen-
tu) apsolutnih vrijednosti faktora (brojnika i nazivnika), tj. vrijedi:
_ X2 B
|y -xo - ook = |- x| e ] i 1= y # 0.

ly|’

Primjer 2.
sinx | sinx| 1
= < —.
x || ||
Imamo dakle
sin x 1
0< ‘— < —.

x x|
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1.6. Kompleksni brojevi

Prosirivanje brojevnih skupova koje smo vrsili do sada, kao $to je bilo pokazano, u
uskoj je vezi s rjeSavanjem jednostavnih jednadZzbi. Ali ve¢ vrlo jednostavna jednadZzba
x? 4+ 1 = 0 odnosno x> = —1 u podrugju realnih brOJeva nema rjesenja, jer je kvadrat
svakog realnog broja nenegativan broj. Zato ponovo prosumemo brojevno podruqe pos-
tujuci opée napomene dane prilikom dosadasnjeg prosirivanja. Uvodimo jedan novi objekt,
oznacujemo ga sa i, kojemu pridruzujemo svojstvo da pomnoZen samim sobom daje —1.
Zahtijevamo, dakle, da je i = —1.

Nadalje, za proizvoljne realne brojeve x i y promatramo skup kojemu su elementi
objekti oblika x + yi. U tom skupu uvodimo operacije zbrajanja i mnoZenja na slijedeci
nacin.

Neka su x| + yji i xp + y»i dva proizvoljna elementa tog skupa. Tada je

(x1 + y1i) + (x2 +y2i) = (x1 +x2) + (y1 + y2)i
(x1+ y1i) - (%2 + y2i) = (x132 — y1y2) + (X192 + x2y1)i.

Taj skup sa tako definiranim operacijama zbrajanja i mnoZenja nazivamo skupom komp-
leksnih brojeva i oznacavamo ga sa C

Ako je y = 0 dobivamo realne brojeve kao poseban slu¢aj kompleksnih. Za x = 0
dobiveni podskup iz C zovemo imaginarnim brojevima. Dakle, imaginarni broj je oblika
vi,gdjeje y € R,aza y =1 dobiva se broj i kojega zovemo imaginarnom jedinicom.

Uobicajeno je da se kompleksan broj oznacava jednim slovom, najéesée sa z, tj.
7z = x + yi. Za ispis kompleksnog broja z u obliku x + yi kaZemo da je algebarski oblik
tog broja.

Definicija 1. Pod realnim dijelom kompleksnog broja z = x + yi podrazumijevamo
broj x . Simboli¢ki to oznaavamo sa Re (z) = x. Imaginarni dio broja z je y, u oznaci

Im(z) =y.
Primjer 1. Akoje z =3 + 5i tadaje Re(z) =3 i Im(z) =5.

Definicija 2. Kompleksan broj x — yi naziva se konjugirano kompleksnim brojem
broja x + yi. Konjugirano kompleksni broj od z oznaCavasesa z,tj. 7 =x — yi.

Primjer 2. Odredi z -z
z2:7=(x +yi)(x —yi) = x> +y*.
To nam pokazuje da je produkt bilo kojeg kompleksnog broja i njegovog konjugiranog
broja realan broj.
I svojstva inverznih operacija (oduzimanje i dijeljenje) trebaju takoder biti onakva kao
kod realnih brojeva. To ¢e biti ispunjeno ako se te operacije uvedu sa
21— 22 = (x1 +y1i) — (x2 + y2i) = (x1 — x2) + (y1 — y2)i-
2 _ Xt yil Xyl X —yoi _ Xixo 4 yixal — x1yi — yiyoi®
22 Xo+ya  Xp+ Yy X2 —yal x% +y%
_ XXt yiya | Xy — X1ya .
X3 +y3 X3+ 3
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3-2i
Primjer 3. Prikazi kompleksan broj o ,l u algebarskom obliku.
l

3-2i  3-2i 1—i_3—2i—3i+2i2_1_§i
1+i 1+i 1—i 141 T2 27

Primjer 4. Nadi realni i imaginarni dio kompleksnog broja z = (2 +i)*. Po formuli
za kub sume imamo da je

2+ =8+12i+6*+=84+12i—6—i=2+11i.
Dakle Re (2 +i)* =2; Im (2 +i)* = 11.
Napomenimo da je: i' =i, i = —1, ¥ = —i, i* =1, P =i*-i
i*tr =i edjeje r € {0,1,2,3}.

1
Primjer 5. Odredi realni i imaginarni dio od —, ako je z = x + yi.
b4

1 X —yi X y

- = — i
x+yi  (x+yi)(x—yi) x2+y2 xT+4+)y?
1 1
.Re (—> - ; Im (—) - .
2/ xr4y? 2/ xr4y?

1.6.1. Geometrijska interpretacija kompleksnog broja I

2| =

Kao $to je poznato, realni brojevi geometrijski se interpretiraju pomocu tocaka bro-
jevnog pravca. Kompleksni brojevi se predocuju kao tocke brojevne ravnine (Gaussove
ravnine). Neka je u ravnini dan pravokutni koordinatni sustav. Broju z = x + yi pridru-
Zuje se to¢ka T(x,y) i obratno. Napomenimo da za y = 0 imamo x - os koordinatnog
sustava, koju u ovom slu¢aju zovemo realnom osi. Za x = 0 imamo os y i tu se nalaze
svi imaginarni brojevi yi, pa zato tu os zovemo imaginarnom osi. Na njoj je imaginarna
jedinica za 1 udaljena od ishodi$ta u pozitivnom smjeru (vidi sl. 1.11).

y y

~

~

|zl =r

oo ——————

0 1

SL 111 Sl 1.12.

Definicija 3. Apsolutnom vrijednoséu ili modulom kompleksnog broja z = x + yi
zove se broj 4/x% + y%. To oznalavamo sa |z| = \/x% + y2.

Treba napomenuti da je |z| uvijek realan nenegativan broj, tj. |z| > 0; pri tom je
|z| = 0 onda, i samo onda, kada je z = 0. Specijalno, ako je y = 0 imamo |z| = V2. Iz

prethodne definicije odmah slijedi da |z| znaci udaljenost od ishodista tocke kompleksne
ravnine koja pripada broju z. Cesto se pise |z| = r.
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Primjer 6. Dokazati da vrijedi z7 = |z|°.
2= (x+yi)x—yi) =x> +y* = [z]%

Prikazimo geometrijski zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva z; i z».
Iz sl. 1.13. koriste¢i svojstvo, da u trokutu suma dviju stranica nije manja od trece,
dobivamo
lzi + 22| <z + |za2]-

y
y 4+ 2
|
|
e ,} |z2] }
| & | 0 X
| ‘Efﬂ‘
I e
] Lo
0 X, X; X4x, X -5
Sl 1.13. Sl 1.14.

Oduzmemo li geometrijski brojeve z; i zz, Sto je napravljeno na sl. 1.14, vidi se da
je udaljenost izmedu z; i z» jednaka broju |z; — z2]|.

Definicija 4. Dva kompleksna broja z; = x; + y1i i zo = x3 + y»i su jednaka tada,

i samo tada, ako je x; =x2 i y; = y».

Primjer 7. Nadite sve korijene jednadzbe |z] —z = 1+ 2i.
TraZeni korijen oznac¢imo sa z = x + yi te nakon uvrStenja u prethodnu jednadzbu

dobivamo
Vx2+yr—x—yi=1+2i

Po definiciji 4. tada imamo

Var+y?l—x=1 1 —y=2.

3
Iz tog sustava dobivamo da je x = 3 i y = —2, pa je korijen dane jednadZbe broj
3
=-—2i.
=52

1.6.2. Trigonometrijski oblik kompleksnog broja

Operacije potenciranja i korjenovanja kompleksnog broja ili je vrlo komplicirano ili
uopcée nemoguce izvoditi ako je broj zadan u algebarskom obliku. Medutim, ako je taj isti
broj zadan u tzv. trigonometrijskom obliku onda su te operacije, Sto ¢emo kasnije vidjeti,
vrlo jednostavne.
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Definicija 5. Argument kompleksnog broja z # 0 je kut izmedu pozitivnog dijela
realne osi i duZine Oz. Pri tom, kao i obi¢no, ako se mjerenje tog kuta ¢ vrsi suprotno od
gibanja kazaljke na satu, kut ¢ je pozitivan, a u smislu gibanja satne kazaljke negativan.
Argument ¢ oznafavamoisa ¢ = arg(z).

Primijetimo da za ¢vrsti broj z # 0 argument od z nije odreden jednoznac¢no. Ako je
¢ neki argument broja z, tada su i kutovi ¢ + 2kn (k= 0, 1,2, ...) takoder argumenti
istog broja.

Iz tgp = Y move se izracunati kut ¢, uznapomenudaje 0 < ¢ < 2m idaseiz
X

predznaka brojeva x i y zakljuci u kojem je kvadrantu taj kut ¢ .

y z
7
[
\
[

y

I
|
I
0 X X

SL 1.15.

Primjer 8. Naci argumentbroja z =1 —i.
Bududi je T(1, —1) tocka 4. kvadranta, to je dosta naéi argument ¢ kao kut tog
kvadranta

tgp = T =—1, ¢=—+o0a, ojekutl.kvadr

-1 =tg(p=tg(3g+a) = —ctgo

ctiga=1 = o=

I

o3

m
=37
Iz sl. 1.15 se vidi da vrijedi
X=rcos¢ 1 y=rsing.
Prema tome se broj z = x + yi moZe prikazati u obliku
z=rcos@ +irsing = r(cos ¢ + isin @)

kojeg zovemo trigonometrijskim oblikom kompleksnog broja z.

Nije teSko vidjeti da su dva kompleksna broja z; = ri(cos @) + ising;), zo =
r2(cos @y +isin @,) ; jednaka onda, i samo onda, kadaje ri = rn i @y = @2 +2kn, k € Z.

MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva danih u trigonometrijskom obliku vrsi se
na slijedeci nacin.

Teorem 7. Kompleksni brojevi dani u trigonometrijskom obliku mnoZe se tako da se
apsolutne vrijednosti pomnoZe, a argumenti zbroje.



1.6. KOMPLEKSNI BROJEVI 21

Dokaz. Dani su brojevi z; = ri(cos ¢ +isin @), k = 1,2. Tada je
2122 = r1(cos @1 + isin @q)ra(cos @p + isin @,)
= r112[cos @1 cos @2 — sin @y sin @, + i(sin @y cos @, + cos @; sin ;)]
= rinfcos(@r + @2) + isin(@ + ¢2)].
Matematickom indukcijom lako se dokazuje da vrijedi formula
022 Zn=r1r2 .. . y[cos(@1 + @2+ ...+ @) +isin(@r + @2+ ... + @,)].
Prethodno takoder pokazuje da je
|z1z2] = |z1| * |z2] 1 arg(ziz2) = argzy + argzy + 2km.
Kao posljedicu prednjeg teorema, ako je z; =z = ... = z, = Z imamo
7" =r"(cosng + isinng).

Ta nam formula pokazuje kako se potenciraju kompleksni brojevi dani u trigonometrijskom
obliku. Za r = 1 dobivamo Moivreovu formulu (1737. god.) koju iskazujemo kao:

Teorem 8.
(cos@ + isin@)" = cosn@ + isinng.

Teorem 9. Dva kompleksna broja zadana u trigonometrijskom obliku dijele se tako,
da se apsolutne vrijednosti podijele, a argumenti oduzmu.

Dokaz.
22 r(cos@y+ising,)  rpcos@p +ising, cos@ —ising;

71 ri(cos @ +isingy)  ricos@p+ising; cos@; —ising;
F2 COS (1 COS @ + sin @y sin @, + i(sin @2 cos @1 — cos @, sin @y)
i cos? @1 + sin? @

r ..
= f[COS((pz — 1) + isin(g2 — @1)].

To nam takoder daje i
2|= |z2|
al |zl

1z prethodnog se vidi da je pomocu trigonometrijskog oblika kompleksnog broja vrlo lako
vrsiti mnoZenje, dijeljenje i potenciranje.

argi—2 = argz, —argz; + 2km.
1

Primjer 9. PrikaZimo kompleksni broj (1 — )% u algebarskom obliku.
Najprije se za broj z = 1 — i odredi modul r i argument ¢. Tuje r = V2, a iz
7
primjera 7 imamo da je argument ¢ = Tn . Tada je

T 1
8 8 ..
#=(2) <0058—4 +zs1n8—4)

= 2*(cos 147 + isin 147) = 16(cos 0 + isin0) = 16.
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1.6.3. Korjenovanje kompleksnih brojeva

Zadan je kompleksan broj z = r(cos ¢ + isin @) . Kompleksan broj w = p(cos ¥ +
isin'¥) zove se n-ti korijen zadanog broja z, ako je w" = z. U tom sluéaju piSemo.

w={/z.

Jednakost kojom smo definirali 7 -ti korijen poprima oblik

p"(cos ¥ + isin¥)" = r(cos ¢ + isin @),
a po Moivreovoj formuli

p"(cosn¥ + isinn¥) = r(cos @ + isin@).
Odatle izlazi, na osnovi pojma jednakosti kompleksnih brojeva danih u trigonometrijskom
obliku, da je

2k
pl=r i nWe=gt2dnkeZ i p={F i w=2THT

uz napomenu da je tu /r aritmeticki korijen. Time je zapravo dokazan:

Teorem 10.

2k 2k
Yz =r cos LT ET | jsin £ 24T
n

gdjeje k=0,1,2,...,n—1.

Naime, lako se pokazuje da samo za te vrijednosti od k& dobivamo razlicite vrijednosti
korijena.

Istovremeno smo tu dokazali da jednadZba w” — z = 0 ima n korijena. Iz prednjeg
je vidljivo da tocke, koje prikazuju sve vrijednosti {/z ¢ine vrhove pravilnog n - terokuta
upisanog u kruZnicu sa sredi$tem u ishodistu i radijusom /7.

Primjer 10. Izracunaj v-1.

Zabroj z=—1 imamodaje r=11 ¢ = n. Tada je
2k 2k
\3/—1=€/I<cos71:4_37ﬂ+isin71:4_37ﬂ>
2k+ 1) .. 2k+1)=m
= COS + 18In .
3 3
Odatle dobivamo za
1
k:O...10:cos§+isin§:§+\/7§i,
k=1...z1=cosm+isint = —1,
1
k:2...12:coss?n+isin5?n:§—§i.





