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1.1. Definicija i primjeri matrica

Matrice. Matrica® je pravokutna tablica safinjena od nekoliko redakai stupaca
ispunjenih njezinim elementima. Ti su elementi obicno brojevi, najceste realni, no
ponekad i kompleksni. Elementi mogu biti i drugi objekti, poput funkcija, vektora,
diferencijalnih operatora, paak i samih matrica.

Mi €emo promatrati uglavnom matrice realnih brojeva. Evo primjera nekih matri-
ca

00
A:{g_ﬂ; B:[gcl)_ﬂ; c=1|00
00

Matrica A imadvaretkai dvastupca. B imadvaretkai tri stupca, dok C imatri retka
i dvastupca.

1 engl. matrix, njem. Matrix, franc. matrice, rus. maTpura od lat. matrix — stablo, matica.
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Zapismatrice. Element matrice oznaCavamo indeksima, pozivanjem prvo nare-
dak pa zatim na stupac u kojem se on nalazi. Tako (A);; = 2 naznaCava da je
element matrice A Kkoji se nalazi u prvom retku i prvom stupcu jednak 2. Na primjer,
(8)13 =-1, (5)21 = 2 i di¢no.

Obicqj jedaseopti (po volji odabrani) element matrice oznaCavamalim latinskim
(ponekad i grekim) slovom. Tako je a3 element matrice A Kkoji 1eZi u prvom retku i
prvom stupcu, ai;; = (A)11, i slicno a; = (A);j. Opti oblik matrice je

11 2 ... Ain
dy1 axp ... an
Ami A2 ... Amn

Ovamatricaima m redakai n stupaca. Zanju kazemo dajetipa mx n ili tipa (m,n).
Elementi matricesu brojevi a;; i =1,...,m, j=1,...,n,indeksirani sdvaindeksa
Prvi oznaCava broj retka, a drugi broj stupca u kojem se doti¢ni element nalazi.

Prematome, retci se sastoje od dljedetih el emenata:

prvi redak a1 ap ... @& ... an
i-tiredek | &1 &> ... @& ... apn
m-tiredek | 8 am ... @y ... am

(prvi indeks je Cvrst i oznaCava broj retka, adrugi se mijenja).

Stupce pak safinjavaju elementi Ciji je drugi indeks Cvrst i oznaava broj stupca, a
prvi indeks se mijenja.

opéi element
¥ matrice

o O
indeks ¢ Z ] \__p indeks

retka stupca

9. 1.1. Zapis opteg elementa matrice
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prvi stupac ... j-tistupac ... n-ti stupac
agy . aj . an
an .. a L an
. Ay . am

Krate matricu A zapisujemo nanaCin A = (a;) navodeCi samo ime njezinog opceg
elementa

Jednakost matrica. Dvijematrice, A i B sujednake ako
e suistogatipa (imaju jednak broj redakai jednak broj stupaca),
e imaju jednake odgovargjuce elemente, tj. vrijedi a; = b; zasvei,j.
Matricu tipa (1,1) moZemo poistovjetiti s realnim brojem, tako smijemo pisati
[3] = 3. Ovakvo poistovjetivanje nete nikad uzrokovati zabunu.

Ako je broj redaka m jednak broju stupaca n, za matricu kazemo daje kvadratna
matricareda n.

*

k7 ok

Navedimo sad nekoliko karakteristiCnih matrica te tipove matrica specijalnoga
oblika.

Nul-matrica. Matrica Ciji su svi elementi nule naziva se nul-matrica i oznaCava
s 0, neovisno o tome kojega je tipa ili reda. Ta nepreciznost nete stvarati nikakvih
problema. Tako su sve sljedete matrice nul-matrice

00 0...0
o |ogl [oo| oo i |
00 0...0
Dijagonalna matrica. Dijagonala matrice definirana je samo za kvadratne mat-
rice. Ona sadrzi elemente s jednakim indeksima: ai1, 8z, . .., amn. Matricakojoj su

svi elementi van dijagonale jednaki nuli naziva se dijagonalna matrica. Sljedete su
matrice dijagonane

a; 0 ... O

20 300 0 ap ... O
51l 000], R
004 P

0 O ... amnm

U literaturi se dijagonalna matrica ponekad oznatava simbolom diag. Tako na primjer
gornje se matrice mogu zapisati ovako: diag(2,1), diag(3,0,4), diag(as1, ..., amn) -
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Jedinicnamatrica. To jedijagonalnamatrica Ciji su dijagonalni elementi jednaki
1. Oznatavamo ju slovom | . (Ponegdje se u literaturi koristi i slovo E.)

100 10...0
01...0
I—[(l)ﬂ ili 010 il S
001 : -
00...1

Trokutaste matrice. Pojam je definiran samo za kvadratne matrice. Matrica je
gornja trokutasta ako su svi njezini elementi ispod glavne dijagonale jednaki nuli.
Evo nekih primjera:

11 12 ... dan
2 -1 120 0 axp ... axm
0o 2| 002], ) _
001 : -
0 O ... amnm
Matrica je donja trokutasta ako su svi njezini elementi iznad dijagonal e jednaki
nuli:
a; 0 ... O
10 300 A ap ... 0
11| 020}, )
101 : -
An1 @n2 -.. ann

Transponirana matrica. Matrica B je transponirana matrica matrice A ako
vrijedi
(B)ij = (A)ji, zZzasve I,j

Kako dobivamo transponiranu matricu? Elemente prvoga retka matrice A, ne
mijenjajuci njihov poredak, zapiSemo namjesto prvog stupcamatrice B itd. Matrica B
jetipa (n,m). Ovo pridruzivanje nazivamo transponiranjem. Evo nekoliko primjera
transponiranja

{2_1%{23} - H[SOl}
3 1 -11 1 4 -124
ap a2 ... QA ajl az1 ... am
ay axp ... axn app axp ... am

. . H . .
Aml dm2 ... m Ain An ... Amn

Kroneckerov simbol. S §; uobitajeno oznatavamo Kroneckerov delta simbol:
6”-:{ 1 a&kojei=j,
0 akojei #].
Vidimo dasu gj upravo matricni elementi jediniCne matrice: | = (§jj).
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Transponiranu matricu oznatavamo simbolom AT,
(AT)ij = (A)ji, Vi,j.

Primjer 1.1. a) Akoje D dijagonanamatrica, tadje DT = D.
b) Akoje L gornjatrokutasta, tadje L " donjatrokutasta, i obratno.
c) (AT)T = A, zasvaku matricu A.

Ako je A kvadratha matrica, tad se transponirana matrica dobiva tako da se ele-
menti matrice A zrcale s obzirom na njezinu dijagonalu.

Simetri€nematrice. Matrica A jesimetricnaakoje AT = A, tj.a; = g, Vi,j.
Simetri¢na matrica nuzno je kvadratna. Zrcaljenjem s obzirom na dijagonalu matrica
se nemijenja

10 -1
[; Lﬂ 01 o] itd
-10 1
Matrica je antisimetri¢na ako vrijedi AT = —A, tj. & = —a;, Vi,j. Antisi-
metri¢na matrica nuzno je kvadratnai ima nule nadijagonali; a; = —a; daje a; = 0.
Evo primjera
02 -1
[g ‘03}, 20 o i
10 O

Vektor kao matrica. Matrice koje imaju samo jedan redak ili samo jedan stu-
pac nazivamo vektorima. Tako govorimo o vektor-retku ili pak o vektor-stupcu. Evo
primjera vektor-stupaca:

1
2|’ :
bn

Za prvog kazemo da je dimenzije 2, drugi je dimenzije 3, a posjednji dimenzije n.
Vektore obi¢no oznatavamo masnim malim slovima latinicke abecede, iako temo po-
nekad koristiti i velika slova, jer vektor jei matricatipa (n,1) ili pak (1,n). Akoje b

by
o |”
1

Zagrade koje okruzuju matricu mogu hiti i drugoga oblika. U literaturi se susretu i dljedeCi
zapisi

a1 a2 ... a1 a2 ... an

dy ax ... ax a1 axp ... an
A = ] = ]

aml 9m2 ... amn aml 9m2 ... amn

Zamatrice maloga reda obi¢no ne koristimo zapis sindeksima; pisemo radije A = {i 3} i sli¢no.
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vektor-stupac, tad je njemu transponirani vektor b vektor-redak
b1 "
b,
: =[by by ... by],
bn

i obratno, transponiranjem vektor-retka dobiva se vektor-stupac.

Govorimo i samo vektor, onda mislimo na vektor-stupac. S druge strane, u ret-
cimaknjige lak3e je zapisati vektor-redak. Stoga se vektori €esto zapisuju s pomotu
znaka transponiranja. Tako je npr. vektor [0 1 3]T zapisan u ovome retku zapravo
vektor-stupac, tipa (3,1) .

Matrica je skup vektora. Stupce (i retke) matrice mozemo u mislima shvatiti
kao vektore. Tako je matrica

a1 a2 ... QA
B dy1 axp ... an
ami m2 ... Am
sastavljena od sljedetih vektor-redaka
ar = [ay1 ap ... anl, a
a =[ay axp ... anl, a
A=1| .|,
8m=[8m @ --. am), &
ili pak od dljedetih vektor-stupaca
an an ain
az ax a
al = a2 = L= |, A=][al & a"|
Am1 amp Amn

1.2. Operacije s matricama

Skup svih matrica istog tipa (m,n) oznatavamo sa .#m,. Na tom su skupu
definirane dvije operacije
e Zbrgjanje matrica,
e mnozenje skalarai matrice.
Zbrajanje matrica definirano je nanacin
(A +B)ij == (A)ij + (B)jj- (12)
Da bi zbroj matrica bio definiran, matrice A i B moraju biti istoga tipa. Rezultat
zbrajanja je opet matrica, istogatipa (m,n). Element matrice A + B namijestu (i,])
jednak je zbroju elemenata matrica A i B naistom tom mjestu.
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Tako vrijedi, na primjer

2 -1 n -10| |1-1

3 2 32| |6 4)
ap ... aln:| {bn bln] {an-l—bn ... aqptbin
o 4o _ . .

ami ... Am bml s br'm a{n1+bm1 o an"n"’bmn
Bit e korisno da se priviknemo na zapis matrice u kome se redak zapisuje u obliku
vektora. Tako zbrajanje matrica mozemo predociti formulom

a by ap+bq
a bz az+b2
| T :
am Pm am+bm
Tu je dakako
a1+ by = [a11 + b1, a1+ bio, ..., @i + by

i slicno za preostale retke.
MnoZenje matrice skalarom. Nekaje A € R hilo koji skalar, te A € .
UmnoZak matrice A skalarom A jematrica AA definirana nanacin

(AA)ij = )L(A)ij. (1.2)
Dakle, matricase mnozi skalarom* tako dasesvaki njezin element mnozi tim skalarom:

o 3]=[6 3]

a1 ... Ain )Lall Aa]_n
A R ) B
ami ... 8m Adm ... Aam

Matricu (—1)A oznatavamos —A . Razlikadviju matricasvodi senavet uvedene
operacijee A —B:=A+ (-1)B.

Skup matrica Cini vektorski prostor. Izdvojimo sljedeta svojstva ovih dviju
operacija
1) (VA,B,C € #m) A+ (B+C)=(A+B)+C.
2) (0 € Mm)(VA € M) A+0=0+A=A.
3) (VA e Mm)3A € M) A+A'=A"+A=0.
4) (VA,Be #m) A+B=B+A.
5 Vo, B € R)(VA € ) a(BA) = (aff)A
6) (Vo € R)(VA,B € Mm) oa(A+B)=aA+oB.
7) (Vo, B € R)(VA € #m) (o +B)A = A+ BA.

* Skalar jedrugi naziv zarealan broj. Korisno gajerabiti uovakvim situacijama, zato to po potrebi skalarom
nazivamo i kompleksne brojeve. Mnozenje matrice s kompleksnim brojem definira se na potpuno istovjetan
nacin, stoga ova definicija vrijedi i kad skalare zamiSjamo kao kompleksne brojeve.
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8) 1-A=A
Kazemo da skup svih matrica .#y, uz operacije zbrajanja matricai mnozenja skalara
i matrice Cini vektorski prostor.

1.3. Algebra matrica

Mnozenjematricaznatno jeslozenijaoperacijaod zbrgjanja. Prijeno $to navedemo
definiciju, upozorit éemo na sljedete:
e Umnozak nije definiran za bilo kakve dvije matrice, pa €ak niti za matrice
istogatipa (m,n), ukoliko je m# n.
e | kad je umnozak definiran, on ovisi o poretku matrica.
Krenimo od pojma umno3ka vektora.
UmnoZak vektor-retka i vektor-stupca. Nekaje a vektor-redak i b vektor-
stupac iste duljine:

by
by
a=[ag a ... al, b= .
bn
Njihov se umnozak definira na nacin:
by
07}
[a1 @ ... &n] | = aiby + asbo + ... 4+ agby. (1.3)
bn

Rezultat je ovog mnozenja skalar. Evo primjera:

(2 —1 3]

3
—2] =2-3+(-1)-(-2)+3-5=23.
5

MnoZenjematrica. Dabi postojao umnozak dviju matrica, one morgju biti ulan-
Cane: broj stupaca prve mora biti jednak broju redaka druge matrice. (Odnosno,
‘duljina retka prve mora biti jednaka ‘duljini’ stupca druge matrice.) Tako, ako je A
tipa (m,n) dabi umnozak AB postojao, matrica B morabiti tipa (n, p). Pri tom m i
p mogu biti bilo kakvi.

Rezultat mnozenja bit te ponovno matrica, tipa (m, p) .

Kako mnozimo matrice? Nekaje A = (g;) tipa (m,n), B = (by) tipa (n,p).
Opti element umno3ka AB dan je formulom

(AB)ij 1= ai1by + &by + . . . + @inby

n
= Z aikbkj' (14)
k=1
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Ovag umnozak prepozngjemo kao umnozak i-toga retka matrice A i j-tog stupca
matrice B:

byj
by
(AB)jj = [a1 @iz ... &n]| .
b
J
J
i - » . =l ........... D

8. 1.2. Dvije matrice mogu se mnoziti samo ako su ulanCane. Rezultat je matrica koja ima
jednak broj redaka kao prva i jednak broj stupaca kao i druga matrica. Element unmoska na

mjestu (i,j) jednak je skalarnom umno3ku i-toga retka prve i j-toga stupca druge matrice

Primjer 1.2. Evo nekoliko primjera umnozaka matrica
a) 21|[-13] | 2x(-1)+1x2 2x3+1x4 | (010
|13 24| | (-])x(-1)+3x2 (-1) x3+3x4| |7 9|

o [33]] 2
2

Ovi primjeri potvrduju sljedeta neuobiajena svojstva
e akojeumnozak AB definiran, BA to ne morabiti (primjer d),
e akopostoje AB i BA , tad jeopcenito AB # BA (primjer ). Cak i ondaako
sumatrice AB i BA istogatipa, optenito je AB % BA (matrice u primjeru
aie),
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e Akoje AB = 0 (nul-matrica), tad ne morabiti A =0 niti B = 0.

*

x 7 ok

Matricni umnoZak vektora. Nekasu a i b vektor-stupci istogatipa. Shvatimo
li ih kao matrice, onda su definirana obaumnodka, a'b i abT . Pri tome

e a'b jematricatipa (1,1) selementom
by
T by
a b:[a]_ a ... an] : :[a1b1+a2b2+...—|—anbn].
bn
Ovakvu matricu, s jednim elementom, poistovjetujemo sa skalarom i rezultat pi-

Semo bez zagrada. Zato je, u ovom slucaju, matricni umnozak vektora jednak gore
opisanom umnosku vektor retka s vektor stupcem.

e ab’ jematricatipa (n,n)! Zaista,

a1 albl albg albn
a aby ahy ... &b

a7 — :2 by by ... bl = 2:1 2:2 >0
an anby agby ... anbn

Primjer 1.3.
3
(21 -3]|-1| =2x34+1x(-1)+(-3)x2=-1,

2

N B

2 6 —2
{ 1][3—12]:[ 3-1 ]
-3 -9 3-

Ovgj jeprimjer vrlo znaCajan. Jer, matriCno mnozenje mozemo opisati na potpuno
identi¢an naCin, shvatimo li retke odnosno stupce matrica kao zasebne vektore. Evo
kako:

[A17 a2 ... A b1 b ... blp
dp1 Ay ... A b21 bzz . b2p
AB=| . . o
L aml a{T\Z R amn bn]_ an e bnp
a1 albl 3.1b2 ... aibP
ap azbl a2b2 asz
— | Tt e = |

| am amb! amb? ... anbP
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Vidimo daje opti element matrice AB upravo

by
| by n
(AB)jj = abl =[ay a2 ... an]| . :Zaikbkj~
: k=1
bnj

Zapis linearnog sustava. U nastavku ¢emo u nekoliko navrata spomenuti da je
problem rjeSavanja linearnih sustava najvazniji problem linearne algebre. Dobar dio
motivacija za prouCavanje matrica upravo proizlazi iz njihove veze s linearnim sustavi-
ma.

Sustav od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica danas uobicajeno zapisujemo
u obliku

apXy + aXe + ... aXn = by,

anXi + axpXe + ... anX, = by,
. . (1.5)

amX1 + amX2 + ... &m¥ = bm

Ovdjesu nam poznatevrijednosti koeficijenata &;; te by , atrebamo odrediti nepoznanice
X1...,Xn.
Citatelj e primijetiti da se sustav (1.5) moze napisati u obliku matriéne jednadzbe

AX = b, (1.6)
gdje smo ozn&gili
ajp a2 ... QA X1 b1
ay axp ... ax X2 . by
=1 . , Xx=1.1, i b= .
ami @m2 .- @m Xn bm

Matrica A naziva se matrica koeficijenata sustava, x je vektor nepoznanica,
b desna strana sustava

Pokazat ¢emo u Cetvrtom poglavlju da se postupak rjeSavanja ovoga sustava svodi
na operacije s elementima matrice A i vektora b. Takoder, problem egzistencije i
jedinstvenosti rjeSenja ovisi uglavnom o svojstvima matrice koeficijenata.

Primjer 1.4. Zastrujni krug naslici po Kirchhoffovim zakonima mozemo posta-
viti djedete jednadzbe
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i+ 2
lo — I3 — I4
i1 + s - s
Rii1 — Roia — Rsiz
Rsis — Raia + Rsis

o000 —

U matri¢nom zapisu:

1 1 0 0 O07ri1 [
0 1 -1 -1 O0f]i; 0
1 0 1 O0-1)||ig|=10]{.
Ri -R; —Rs 0 0 |ia 0
0 0 R —Rs Rs]lis 0

Svojstva matri¢noga mnozenja. |1zdvojimo neka svojstva matricnoga mnozenja.
Ona pokazuju da unato€ ‘ neobi¢noj’ definiciji, to mnoZenje ipak poseduje neka oceki-
vana dobra svojstva.

e Asocijativnost. Vrijedi

(AB)C = A(BC)

kad god je umnozak (s bilo koje strane) definiran.

Dokaz ovoga svojstva moze Citatelj u prvome Citanju preskoCiti. NeSto kasnije,
ovo €e svojstvo proizati iz veze matricaslinearnim operatorimai svest te se nasvojstvo
asocijativnosti za kompoziciju funkcija. Ovdje ga navodimo radi vjezbe zapisivanja
operatora sumiranja te zapisivanja indeksa matricnih elemenata. Obratite osobito po-
zornost na zamjenu poretka sumacije. Dakle, ako je

A = (&), tipa (m,n),
B = (b), tipa (n,p)
C = (cu), tipa (p,r)

)
)
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tad imamo
n
(AB)ix = Z ajbjk,
-1
p
(BC)ji = Y _ byjeca,
k=1
teje

p n

= aijbjCy = Za'l (Z kaCkI>
=1

k=1 j=1

]

=D &j(BC)y = [A(BC)]i
j=1
Matricni polinom. Akoje A kvadratna matrica (i samo u tom slucajul), defini-
ranaje potencija A% := AA . Induktivno definiramo potenciju:
AP = AA...A .
N——
p faktora
Ocevidno je (zbog asocijativnosti mnozenja) dazaove potencije vrijede jednakosti
APAY = AYAP = APTA - (AP)4 = APA za sve prirodne brojeve p i g.
Po definiciji, stavljamo A° = | . Tako mozemo definirati matri¢ni polinom: ako
je f(x)=opxP+ ...+ oux+ op bilokoji polinom stupnja p, tad definiramo
f(A) 1= AP + ...+ ouA + opl.

Primjer 1.5. Nekaje A = [_é ﬂ i f(X)=x3—x+3, gX) =% —4x+7.

Tad vrijedi

F(A)=A*—A+3l = [_‘22 _g}
o(A) = A2 —4A 171 = {8 8].
e Distributivnost Vrijedi (A 4+ B)C = AC + BC. Zaista,
[(A +B)Clik = zn:(A + B)ijCk = zn:(au + bij) Gk
j=1 j=1

n n
= Z ajjCik + Z bij Cik
=1 =1

= (AC)ik + (BC)ik = [AC + BC]ik
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e Umnozak sjedinicnom matricom. Ako je | jedinichamatricareda n, tad za
svaku kvadratnu matricu A istogareda vrijedi

Al=1-A=A.

Uvjeri seuto naprimjerimamatricareda2ireda3! U optem sluCaju, el ement umnoska
A -1 namjestu (i,]j) iznosi

n
(Al = Zaik5kj =310 + ... + &8+ ... + andy = aj = (A)jj.
k=1

(Od svih pribrojnika u gornjoj sumi preostgje samo jedan, kod kojegaje k =j.) Slicno
vrijedi i zaumnozak IA.
e Transponiranje. Odnos mnozenja matrica prema transponiranju je sljedeti:

(AB)T =BTAT.

Provjerimo najprije ulantanost! Matrica B™ jetipap x n, AT tipanxmte BTAT
postoji i imatip p x m, baskao i matrica (AB) " . Sad pi%emo:

[(AB) i = (AB) = > _ ayly;
j=1

=Y BNi(AT)k=(BTAT )i,
=1

Primjer 1.6. Umnozak vektor-retka i vektor-stupca ne ovisi o njihovu poretku.
Zaista, kako je a' b skalar, vrijedi

(a'b)" =a'b.
S druge strane, po pravilu transponiranjaje
(@'b)'=b'a'" =b'a

Tako smo dobili a’b=bTa.

1.4. Matricna jednadzba i inverzna matrica

U ovoj ¢emo tocki promatrati samo kvadratne matrice istoga reda n. Sa .,
oznaCavamo skup svih takvih matrica.

Promatramo samo kvadratne matrice radi toga $to su samo u tom sluc¢gju naistome
skupu definirane sve tri prije uvedene operacije: zbrgjanje matrica, mnozenje skaarai
matrice te mnozZenje matrica.
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Matricna jednadzba. Nekasu A i B dvije zadane matrice iz .#,. MatriCna

jednadZba je jednadzba oblika
AX =B (1.7)

gdieje X € ., nepoznata matrica.

Postavlja se pitanje:

o Kad tejednadzba (1.7) imati jedinstveno rjeSenje X ?

Vidjet ¢emo da odgovor na ovo pitanje ovisi samo o matrici A . ldegja se sastoji u

tome da se promotri pomotna jednadzba

YA = 1. (1.8)
Pretpostavimo da onaimarjesenje A’, dakle, A’A = 1. Mnozeti jednadzbu (1.7) s
A’ (slijeve strane!) dobivamo
A'(AX) = A’B.

kakoje A’(AX) = (A’A)X = IX = X, odavde dlijedi daje trazeno rjeSenje jednadzbe
(1.7) matrica A'B.
Interesantno je primijetiti da provjera, tj. uvrStavanje X = A’B u (1.7) daje
A(A'B) =B
&o sugeriradavrijedi AA’ =1 .
Pokazat cemo podlije dajeto zaistaistina.

Primjer 1.7. RijeSimo jednadzbu
31 -12
s2px-[58)
Stavimo X = i 3 . Mnozenjem matrica s lijeve strane i izjednaCavanjem s
matricom na desnoj strani dolazimo do jednadzbi
3a+ c= -1, 3b+ d=2
ba+ 2c =3, Bb+2d =1,

odakle lagano slijedi a= -5, c=14, b=3,d=-7,t. X = _12 _3 -

Zadatak mozemo rijesiti i tako da najprije rijeSimo pomocnu jednadzbu A’A =1 :

Rk

odakle imamo
3e+5f =1, 3g+5h=0,
e+2f =0, g+2h=1
Odavde A’ = 2 -1 Sad je
=|-5 3| >
o [ 2-1][-12] [-5 3
X=AB=1]_5 3“ 31}{14—7]'

Nije uobicajeno u matematici isticati svojstva koja ne vrijede. Ovdje ¢emo uciniti iznimku
posto sljedeta ‘ nevazeta svojstva’ razlikuju matri¢nu algebru od uohicajenih algebri brojeva:
(i) Optenitoje AB # BA.
(ii) Jednakost AB = AC nepovlati nuzno B = C, €ak niti uslu€aju A # 0.
(iii) Akoje AB =0, tad nijenuzno A = 0 niti morabiti B = 0.
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Korist od ovoga pristupa sastoji se utome da znajuci matricu A’ mozemo odrediti
rjesenje jednadzbe (1.7) zahilo kakvu matricu B.
Uvjerite se takoder damatrica A’ zadovoljavai jednadzbu AA’ = I :

EHIEE

*

k)7 ok

Inverznamatrica. Nekaje A € .#, zadanamatrica. Matrica A’ zakoju vrijedi
A'A=AA"=1 (1.9
naziva se inverzna matrica matrice A .

Provjerimo nagjprije daje inverzna matrica (ako postoji!) jedinstvena. Pretposta-
vimo da postoje dvije matrice, A’ i A” koje zadovoljavaju (1.9). Tad iz A’'A =1,
mnozeti ‘s desna’ s matricom A’ dobivamo (A’A)A” = IA” = A”. Kako je po
pretpostavci (A’A)A” = A’(AA”) = A’l = A’, odavde dlijedi tvrdnja

Inverznu matricu obi¢no oznatavamos A~1.

Zamatricu A kaZzemo da je regularna ukoliko postoji njezina inverzna matrica
AL

*

LS

Citatelj e se mozda zapitati: postoji li kvadratna matrica A’ koja zadovoljava samo jednu od
relacija u (1.9), adrugu ne? Na primjer, zakoju vrijedi AA’ =1 ai A’A # 1?2 Odgovor je nel,
jednajednakost u (1.9) povlati drugu. Dokaz ove tvrdnje dat éemo u narednom poglavlju. Do tad je
korisno znati da je dovoljno provjeriti samo jednu jednakost u relaciji (1.9).

*

x* 7 ok

Takoder, vrlo je vazno spomenuti da inverz ne mora uvijek postojati. Pri tom ne
mislimo samo na nul matricu, za koju je takva tvrdnja o€evidna. Tako npr. matrica

A= [8 é] nemainverza. Zaista, iz uvjeta AA’ =1 dobivamo

Oljlab] (10 cd|l |10
00||{cd| |01 00| |01
§to je nemoguce.

Ucini li vam se da je razlog tome $to i ova matrica ima previSe nula, pokusgjte
21 39}

pronaCl Inverz matrice |:49 o1

*

EME S

Svojstva inverzne matrice. Iskazimo dljedeCi

Teorem 1.1. Akosu A i B regularne matrice, tad jei AB regularnai vrijedi
(AB)"t=B"1A"1 (1.10)
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Dokaz. Matrica B—*A~! postoji po pretpostavci. Direktna provjera sad daje
(AB)B'A™hy =ABB A l=AIA"l=AA"1 =1
Sli¢no se dobivai
(B A1 (AB)=B!A'AB =1.

Zato postaji inverz od AB i onjejednak B~1A-L.
Formula (1.10) vrijedi i za umnozak n regularnih matrica: ako su Aj, ..., A,
regularne, tad jei matrica A1 - - - A, regularnai vrijedi

(Ar-- Ay~ 1= A;l...Alfl,
U to se mozemo uvjeriti direktnim mnozenjem.

*

k)7 ok

U nastavku ¢emo pokusati odgovoriti na sljedeta vazna pitanja
e Kadjematrica A regularna?
e Akoje A regularna, kako seratunanjezin inverz?
Jedan od moguc¢ih odgovora na ova pitanja daje teorija determinanti.

1.5. Algebarske strukture*

Pri prouCavanju skupamatrica, ali i mnogih drugih struktura, pojavljuju se izvjesne zakonitosti
bolji uvid u zajednicka svojstva nekih na prvi pogled posve razlicitih matematickih struktura.
Jedan od osnovnih pojmova algebre koji ¢emo ovdje ukratko spomentiti, jest pojam grupe.

Grupe. Grupa je matematiCka struktura koja se sastoji od nepraznog skupa G i binarne operacije
o : GxG — G. Toznali dajezasvakadvaelementa x,y € G definiran njihov umnozak xoy € G.
Pri tome zahtjevamo da vrijede sljedeta svojstva

1) Asocijativnost. Zasve X,y,z € G vrijedi

(Xoy)oz=Xo(yo2).
2) Postojanje neutralnog elementa. Postoji element e € G takav dazasveki x € G vrijedi
EoX=Xo€E =X

3) Postojanjeinverznog elementa. Zasvaki x € G postoji element x! e G takav daje

XoXil :XiloX:e.

Ako je k tome za svaka dva elementa x,y € G ispunjeno xoy = Yo X, ondaza G kazemo da
je komutativnaili Abelova grupa

Terminologija. U najjednostavnijim i ngjvaznijim primjerima, G je obicno neki skup brojeva,
aoperacija o bilo zbrgjanje, bilo mnozenje.

Ako je operacija o nalik na zbrgjanje, tad grupu nazivamo aditivnom, neutralni element
nulom, ainverzni element zovemo suprotnim elementom.

Ako pak operacija o nalikuje na mnoZenje, grupu nazivamo multiplikativnom, neutralni
element jedinicom, ainverzni element reciprocnim.

Evo primjera.
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1. Aditivnagrupareanih brojeva (R, +), s operacijom zbrajanja kao grupovnom operacijom.
Neutralni element je 0 (nula), a suprotni element broja x jebroj —x.

Sli¢no, aditivne grupe su grupe cijelih brojeva (Z,+), racionalnih (Q,+), kompleksnih
(C,+).

Prirodni brojevi (N,+) ne Cine grupu: ne postoji niti neutralni, niti suprotni element niti
jednoga prirodnoga broja.

2. Multiplikativna grupa (R*,-), gdieje R* = R\ {0}, a - operacija mnozenja. Jedinica
(neutralni element) je 1, inverzni element od x je 1/x.

Sliéno su grupei (R™,-), (Q*,-), (QT,-), (C*,-). Medutim, (Z*,-) ne &ni grupu: ne
postoji inverzni element niti jednoga cijeloga brojakaji je veti od 1.

3. Nekaje n prirodan broj i (Zn,+) grupa ‘ostatakamodulo n’. Tujeskup Zn = {0, 1,2,
...,n—1}, operacija + dvamaelementimaiz Zn pridruzuje ostatak pri dijeljenju njihova zbroja
brojem n.

Provjeri daje (Zn,+) grupazaducaj n=2,3,4,5,6. Ispis ‘tablicu zbragjanja’, poput ove za
n=>5

+]/0 1 2 3 4
o0 1 2 3 4
11 2 3 4 O
212 3 4 0 1
3|3 4 0 1 2
414 0 1 2 3

4. Akoje p prostbroj, Zg = {1,2,...,p— 1} i operacija - definiranakao operacijamnoze-
njamodulo p koja paru brojeva pridruzuje ostatak pri dijeljenju njihova umnoska brojem p, tad je
(Zp,-) grupa. Tablicamnozenjaza p =5 glasi

|1 2 3 14
11 2 3 4
202 4 1 3
3|3 1 4 2
414 3 2 1

Izovetabliceditamo: 2-2=14,2-3=1,3-4=2,41=4, 271 =3t

Provjeri direktno daje (Zp,-) grupazap =2,3,7.

Ako p nije prost, onda (Zp,-) nije grupa. Npr. za p = 6 umnozak 2 - 3 jednak je0i ne
pripada grupi.

5. Uredeni par (F,+) je grupa, gdie su F sve funkcije saskupa S u R (iliu C), a +
operacija zbrajanja funkcija. Neutralni element je funkcija identicki jednaka nuli. Sto je suprotni
element? Ovaje grupa Abelova.

6. Uredeni par (B, o) svih bijekcijasaskupa S u S jegrupa o jekompozicijafunkcija, e
identiteta, a x 1 inverzna funkcija. Grupanije Abelova

Primjeri grupa su mnogobrojni. Tijekom ovogakursa, kao i u kursu matematicke analize, srest
¢emo se svelikim brojem sli¢nih primjera.

Osnovna svojstva grupe. Navedimo neka najjednostavnija svojstva svake grupe.
o Neutralni element je jedinstven. Zaista, ako postoje dva elementa, e i € recimo, za koje
vrijedi 2), tad bi bilo
eoe =¢
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jerje e neutralni element, ali i
ec€ =e

jerje € neutralan. Stogajenuzno e= €.
e Inverzni element jejedinstven. Zaista, ako x imadvainverza, X' i X recimo, tad bi bilo

xoX =e

pamnozenjes X’ (dijeva) daje
X'o(xoX)=xX"0e=X".
Zbog asocijativnosti je tad
(X" ox)oX =X’

te konatno dobivamo

eoX =X/,

X =X

e U svakoj grupi jednadzba aox = b ima jedinstveno rjeSenje. Zaista, mnozenjem s a~
dobivamo

1

a_lo(aox) —alob <= eox=alob

teje x = a lob. Rjesenjejejedinstveno, jer, kad bi postojala dva— recimo x; i X, — tad bi iz

aox; =b i aoXy = b dijedilo aox; = aoX, te, mnozenjems a~*, dobili bi x; = X;.
Sliéno, jednadzba yoa = b imajedinstveno rjesenje y = boa™*.

Polje. Sljedeta vazna matematicka struktura jest polje. Polje €ini neprazni skup X nakojemu su
definirane dvije operacije i koje zadovoljavaju svojstva koja cemo navesti u nastavku. Operacije
¢temo ozn&liti s + i s - iako to ne morgju biti klasitne operacije zbrajanjai mnozenja. Zahtijevamo
da bude ispunjeno djedete:

1) (X, +) je(aditivna) Abelovagrupa,

2) (X*,-) je(multiplikativna) Abelova grupa, pri ¢emu je X* = X\ {0},

3) vrijede zakoni distribucije, zasve x,y,z € X

(X+y)-z=x-z+y-z
X-(Y+2)=X-y+X-2

Standardni primjeri polja su poljabrojeva (Q,+, ), (R,+,-), (C,+,-). Polje&ini takoder i skup
(Zp,+,-) zaprost broj p, pri €emu su obje operacije definirane kao ostatak modulo p.

Matrice. Nekaje K bilo koje polje. Matricaje svakafunkcija A : {1,...,m} x {1,...,n} — K.
Zanju kazemo dajematricanad poljem K . Uohi¢geno je oznatiti s & vrijednost A(i, ) . Takoder,
uobiCajeno je ¢jelokupnu matricu pisati u obliku tablice

ajq a2 ... dn
ay Ay ... A

Ako matricu interpretiramo kao funkciju, tad skup (Mmn,+) svih matrica tipa (m,n) Cini
grupu, pri ¢emu je + operacija matricnog zbrajanja.

Asocijativnost zbrajanja vrijedi jer vrijedi zafunkcije, neutralni element (nula) je matricaiden-
ticki jednaka nuli — dakle, nul matrica O za koju je O(i,j) = O zasve i,j. Suprotni element je
matrica —A zakoju je (—A)(i,j) := —A(i,]j) itd.
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Matrice nad poljem C.

Zbog svojstava polja C kompleksnih brojeva korisno je, a ponekad i neophodno, promatrati
matrice €iji su elementi kompleksni brojevi. Ovakve matrice imagju sve osobine skupa matrica nad
poljem realnih brojeva; dodatni oprez treba uciniti pri definiciji transponiranja. Ovdje je korisni-
je definirati umjesto transponirane tzv. adjungiranu matricu. Oznaimo najprije s A matricu s
kompleksno-konjugiranim elementima:

A= [ﬁ: 3&2& = A= [ﬁ: 3—12&
Sad definiramo adjungiranu matricu A* formulom
A=A
u gornjem primjeru

o [2-i 1+
A —[ 1 3—2&’

Primijetimo, ako je A realna, tad je A* = AT . Matrica A* imat ¢e ulogu matrice A" u
mnogim teoremimau kojima se, u slu€gju realnih matrica, javlja transponirana matrica AT,
Matricaje hermitska ako vrijedi A = A™*.

Vektorski prostor (X, +,-). Skup X nakojemu su definirane operacije zbrajanjate mnozenja
sa skalarom je vektor ski prostor ukoliko te dvije operacije zadovoljavaju sljedeta svojstva

1) (Wy,zeX) x+(y+2z) =(x+y)+z.

2) (I0eX)(VxeX) x+0=0+x=xX.

3) (xeX)(AX eX) x+x =x+x=0.
4)
5) (Va, B € R)(Yx € X)  a(Bx) = (af)x

(
(
(WX, y € X) X+y=Yy-+X.
(
(

6) (Va e R)(Vx,y € X) a(x+y)=oax+oay.

7) (Vo,B € R)(WVx € X) (o0 + B)x = ax + BX.

8 1-x=xX
Svako od ovih svojstavaimasvoj naziv:

1) asocijativnost zbrgjanja,

2) postojanje nul elementa,

3) postojanje suprotnog el ementa,

4) komutativnost zbrajanja,

5) kompatibilnost mnozenja,

6) distributivnost mnozenja prema zbrgjanjuu X,

7) distributivnost mnozenja prema zbrgjanjuu R,

8) netrivijalnost mnoZenja.

lako i u definiciji vektorskoga prostora sudjeluju dvije operacije + i -, njih ne smijemo brkati s
takvim operacijamakoje su definirale polje. Kod poljase operacijamnozenjavrsilanad dvaelementa
iz toga polja, dok se u vektorskome prostoru mnoZzi skalar i element vektorskoga prostora.

Primijetimo da pri tome skalari ¢ine polje! Zato joS govorim o vektorskom prostoru nad poljem
R, ili pak o vektorskom prostoru nad poljem C, ukoliko su skalari kompleksni brojevi itd.





